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Presentacion

La apropiacion social del conocimiento de
las maestras y maestros de Bogota

Desde hace décadas, en Colombia y América Latina se ha planteado la
necesidad de hacer de la ciencia y el conocimiento un bien colectivo que
permita dar solucidn a los problemas estructurales que histéricamente
hemos padecido, como la desigualdad, la pobreza, la ausencia de
infraestructura y tecnologia, la concentracion de recursos, la violencia,
el daiio ambiental, las barreras para acceder a la educacion, y, en general,
las garantias para obtener los minimos de justicia para cada habitante
de nuestro territorio.

No obstante, durante mucho tiempo nos han hecho creer que el
conocimiento es un privilegio e incluso una mercancia al que solo
unos pocos tienen acceso, y que su ejercicio y divulgacion es permitido,
siempre y cuando no subvierta los poderes hegemodnicos politicos,
economicos y culturales que sustentan el orden social. De igual modo,
crecimos con el discurso que solamente las sociedades del conocimiento
se construyen a imagen y semejanza de los paises del norte global, por
cuanto, los saberes ancestrales, la interculturalidad o las denominadas
epistemologias emergentes y del sur se consideraron carentes de validez.
En los ultimos afios ha surgido como principio ético concebir el
conocimiento como una construccion social compartida, un patrimonio
conjunto que permita a los ciudadanos comprender la realidad y hacer
parte activa y deliberante de su transformacion. Ya no se trata de que
los avances cientificos, tecnoldgicos y sociales se queden en la erudicion
o estén al servicio de una élite reducida, sino que sus beneficios se
extiendan al comun de la sociedad y sirvan como herramientas para
reducir brechas y acabar con las injusticias.
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Actualmente, Colombia se encuentra en un proceso de transicion que
nos reta a pensarnos en un futuro mas alld de las 16gicas de la guerra,
y que nos ha obligado a revisar nuestros profundos arraigos clasistas,
racistas, patriarcales, depredadores del medio ambiente y de violencia
hacia la nueva generacion. En este punto, quizas como nunca en nuestra
historia, la educacién y la ciencia juegan un papel esencial, no solo
como herramientas por excelencia para la transformacion, sino como
fuentes de inspiracion, pues existe un amplio consenso en que el punto
de partida para avizorar un pais diferente se halla en la triada ciencia,
educacion y sociedad.

Es aqui, donde la funcién cultural de las maestras y maestros en
Colombia adquiere aun més relevancia, pues es a través de la profesion
docente que como sociedad podremos acceder efectivamente a la
apropiacion social del conocimiento. Un concepto que va mds alld de la
reproduccion o la sola divulgacion; se trata de hacer que la ciudadania
se empodere de los avances cientificos, tecnoldgicos y sociales y los
utilice para mejorar el bienestar comun.

Asi entonces, las maestras y maestros son por definicién los mediadores
entre la sociedad y la ciencia, quienes a través de su practica la llevan
a convertirse en un objeto de la ensefianza, algo que desde los afios
80 del siglo XX hemos denominado en el argot pedagogico como la
transposicion didéctica, que no es otra cosa que llevar el conocimiento
al aula para que este sea apropiado socialmente y tenga una verdadera
utilidad para la vida de los estudiantes, sus familias y comunidades.

Por esta razon, desde el Instituto para la Investigacion Educativa y el
Desarrollo Pedagdgico IDEP, en su estrategia de promocién y apoyo a
docentes investigadores e innovadores, nos hemos propuesto compartir
con la ciudadania de Bogota y del pais, las experiencias de maestros y
maestras de Bogota quienes en su proceso de formacién avanzada de
maestria y doctorado, han obtenido distincién meritoria o laureada
en sus tesis de grado. En esta iniciativa denominada “Serie Incentiva
Digital Maestros y Maestras 10” se recogen en su segunda edicion
para el 2022, los 12 mejores trabajos académicos de alto nivel de igual
numero de maestros y maestras. Con esto, se busca hacer un aporte a la
apropiacion social del conocimiento que tiene su origen en las practicas
innovadoras de aula y en los procesos investigativos e intelectuales de
los docentes del Distrito.
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Asi entonces, en estos trabajos se exploran diferentes temas y se apunta
a dar solucion a variadas problematicas o retos pedagogicos: como la
formacion en practicas culturales para la preservacion del recurso
hidrico, el desarrollo de habilidades y competencias TIC en los docentes,
el fortalecimiento del pensamiento cientifico en estudiantes de primaria,
la gestion educativa y la implementacion de los sistemas de gestion
de calidad en los colegios distritales, el género y la interseccionalidad
retomando las experiencias educativas de mujeres afrodescendientes,
la influencia de los factores familiares en el desempefio y logro
académico, el estudio de la ética en la ensefianza-aprendizaje de las
matematicas desde una perspectiva deontologica, el uso de las tareas
digitales como recurso didactico para favorecer la argumentacion,
estrategias pedagdgicas y curriculares para la inclusién de nifios con
diversidad funcional visual, la pertinencia de la formacién docente con
metodologias a distancia, la incidencia de la familia y la escuela en el
desarrollo corporal y las modificaciones corporales en adolescentes y
jovenes; asi como la pedagogia del cuidado y el auto cuidado partiendo
de las historias de vida de nifios y nifias y el analisis de sus contextos
territoriales y familiares desde una postura ética radical.

En ese sentido, después de una adecuacion editorial para convertir estos
trabajos investigativos en libros académicos digitales; nos enorgullece
presentar la segunda edicién de la “Serie Digital Incentiva Maestras y
Maestros 10”, una apuesta del IDEP para valorar la profesion docente
y como un reconocimiento a su papel fundamental en la apropiacion
social del conocimiento.

Luis Miguel Bermudez Gutiérrez
Asesor direccion General IDEP
Docente SED Bogota
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Prélogo

El presente documento es el resultado de un trabajo de grado
desarrollado en el programa de Maestria en Docencia de la Matematica
de la Universidad Pedagodgica Nacional. El trabajo tiene origen en el
analisis de las tareas digitales que, como resultado del auge actual de
la tecnologia, han venido desarrollando las editoriales colombianas
y el Ministerio de Educaciéon Nacional para el area de matematicas y,
en particular, para geometria. En el analisis mencionado se evidencio
que las tareas encontradas carecian de elementos que promovieran
la argumentacion y la conjeturacién en geometria, por tal motivo
se proyect6 como objetivo principal de nuestro trabajo determinar
qué caracteristicas debian tener las tareas digitales de geometria para
favorecer estos procesos. Para tal efecto, se desarrollaron, implementaron
y analizaron un conjunto de tareas digitales de geometria con un grupo
de estudiantes de grado séptimo. Nuestra propuesta se desarrolld
asociada al grupo de investigacion de Aprendizaje y Ensefanza de la
Geometria £-G de la Universidad Pedagdgica Nacional en la linea de
Argumentacion y Prueba en Geometria.

El documento esta dividido en ocho capitulos, siendo esta introduccion
el primero. En el segundo capitulo se presenta la delimitacion del
problema que se pretende resolver a partir de esta investigacion; en
particular, se incluyen los intereses que dieron lugar a este trabajo,
la justificacion y los objetivos general y especificos de la propuesta.
En el tercer capitulo se hace referencia a algunos antecedentes
investigativos relacionados con los intereses de nuestra propuesta. En
el cuarto capitulo se presentan los referentes teéricos que permitieron
fundamentar el disefio y andlisis de las tareas. En el quinto capitulo
se da cuenta de los aspectos metodoldgicos que se tuvieron en cuenta
para desarrollar la propuesta, como lo son la perspectiva investigativa,
el contexto educativo en el que se aplico el estudio, la descripcion de
las tareas implementadas, la caracterizacion del proceso de recoleccion
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de informacidn y las categorias definidas para realizar el analisis. En el
sexto capitulo se incluyen las transcripciones del trabajo realizado por
los estudiantes y su respectivo analisis. En el séptimo capitulo se realiza
un andlisis global de los resultados obtenidos por cada estudiante al
aplicar las tareas. En el octavo capitulo se presentan las conclusiones
de la investigacion, haciendo énfasis en el analisis comparativo de
los estudiantes, la caracterizacion de las tareas aplicadas, el logro de
los objetivos planteados y el planteamiento de algunas proyecciones
investigativas que se podrian derivar de este trabajo.
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Contexto problémico

o
O
1%
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>

La presente propuesta tiene origen en algunas inquietudes que han
surgido en nuestros ambitos laborales, el sector editorial y el contexto
escolar, relacionadas con la transicion del libro de texto en papel al
libro de texto digital y con las tareas que promueven la formulacion de
conjeturas y la argumentacion en geometria, respectivamente.

En relacién con el libro de texto, cabe senalar que, aunque no existe
uniformidad de opiniones respecto a su potencialidad para la
educacién (Gonzélez, 2009), durante mucho tiempo este ha sido un
recurso presente en las instituciones educativas. En la actualidad, como
consecuencia del auge de la tecnologia, aparece el libro de texto digital
que, segun diversos estudios, podria reemplazar en los proximos afos al
libro de texto tradicional en papel, de manera casi definitiva (Romero,
2011). En particular, en Colombia se han desarrollado recientemente
algunas propuestas de material digital por parte de las editoriales
y del Ministerio de Educaciéon Nacional [MEN]. Sin embargo, al
realizar una revision de algunas de estas propuestas, encontramos que
estas no aprovechan la interactividad y el dinamismo de los recursos
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digitales para proponer tareas que promuevan diferentes procesos
en los estudiantes, especificamente, el desarrollo de conjeturas y la
argumentacion. En su lugar, en general resultan ser una reproduccién
de las tareas que se presentan en el libro de texto en papel.

La revision senalada se realizd sobre 36 tareas digitales' de geometria
para grado séptimo, desarrolladas por las editoriales Santillana y
Norma en las series Los Caminos del Saber y Avanza Matemdticas,
respectivamente, y por el Ministerio de Educacién Nacional en
el proyecto Contenidos para aprender. A partir de dicha revision,
clasificamos las tareas en las tres tipologias que se muestran en la Tabla
1. En cada caso incluimos un ejemplo de las tareas revisadas, que ilustra
lo que hemos observado. En la Tabla 2 se presenta la distribucion de las
tareas revisadas de acuerdo con las tipologias definidas.

Tabla 1. Tipos de tareas digitales observadas en la revision.

Tipo de tarea digital Ejemplo
Relacionar: Tareas en En esta tarea del libro Los Caminos del Saber, Matematicas 7, el estudiante debe relacionar cada
las que se le pide al poliedro con su nombre y su descripcion correcta.
estudiante que
relacione diferentes Poliedros regulares B
elementos bajo algun _

" . cee i ¢Conoces los cinco poliedros regulares?
criterio especifico.
Por ejemplo, nombres

’ St ho car:

de objetos - e e,
geométricos con su
representaciony su - ot ket
definicion

Sus seis caras son
@ > Dotacss B> preicid

Susvelnecaras son
<b > Terasdro —> inguios squitercs.

s doc cars son
@ - wo ok cerbnten

FIRALIZAR

La tarea requiere recordar el nombre del poliedro e identificar sus propiedades. Sin embargo, al
estudiante no le es posible realizar una exploracion sobre las representaciones u otra accion que le
facilite verificar las propiedades de los objetos estudiados. Por lo tanto, la tarea no promueve acciones
que le permitan al estudiante convencerse de que su respuesta es o no verdadera.

1 Unatarea digital es aquella que se propone haciendo uso de algin tipo de material
digital. En el caso de las tareas revisadas, se trata de tareas que se presentan en un
“libromedia” en DVD o en una plataforma educativa a la que se accede a través de
Internet y que tienen las caracteristicas que se sefialan en la Tabla 1.
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Tabla 1. Tipos de tareas digitales observadas en la revision.

Tipo de tarea digital

Ejemplo

Completar: Tareas
en las que el alumno
debe escribir la
respuesta a una
pregunta o el valor
faltante en una
igualdad.

En esta tarea del proyecto Contenidos para aprender, el estudiante debe completar los espacios con
las abrevi o medidas equival que se solicitan.

La tarea exige recordar la abreviatura de las unidades de medida y hacer un calculo (en lapiz y papel o
con calculadora) para hallar la equivalencia en litros. Luego, registrar las respuestas obtenidas.

nidades de capacidad?

Escriba de manera abreviada las siguientes expresiones.
Para las cifras decimales utilizar la coma

A EQUIVALENCIA
EXPRESION ABREVIATURA

DIEZ GALONES
DE AGUA 15 de agua ‘ JLt
OCHO GALONES = ( ]
DE JUGO 8 |dejugo l Lt

CATORCE GALONES '
DEGASOLINA 14 degasolina Lt

El estudiante recibe una sefial que le indica si sus respuestas son correctas o incorrectas. Sin embargo,
la tarea no proporciona retroalimentacion que le ayude a desarrollar un procedimiento para obtener
las respuestas y tampoco promueve alguna accion de justificacion de las mismas.

Seleccionar: Tareas
en las que el
estudiante debe
seleccionar la
respuesta correcta
entre varias posibles.

En esta tarea del libro Avanza Matemadticas 7, el estudiante debe elegir la opcion correcta para cada
enunciado, entre las posibles respuestas, las cuales son verdadero o falso.

Determina si cada afirmacién es verdadera o falsa.
Dos poligonos con diferente numero de vértices no pueden ser semejantes.
& Verdadero

Falso

Para que dos poligonos sean semejantes deben estar en la misma posicion.
Verdadero
& Falso
La preimagen de una rotacion es semejante con su imagen.
&) Verdadero

Falso

Aunque el estudiante debe tomar una postura respecto al valor de verdad de las proposiciones, la tarea
no promueve acciones que le permitan fundamentar su postura. Los enunciados no estan
acompafiados de representaciones que puedan ser manipuladas o enriquecidas por el estudiante para
explorar sus ideas. En ese sentido, el estudiante podria responder al azar y no construir razones para
justificar sus respuestas.

Fuente: elaboracion propia
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Tabla 2. Distribucion de las tareas digitales en las tipologias definidas.

Tipo de tarea Relacionar Completar Seleccionar

Cantidad de tareas 8 20 8

Fuente: elaboracion propia

Como se puede ver, las tareas digitales encontradas aprovechan de
manera poco eficaz las caracteristicas propias del material digital,
para promover la experiencia matematica del estudiante y apoyar el
desarrollo de conjeturas y la argumentacion en geometria. De hecho,
las tareas no requieren que los estudiantes realicen algin proceso
distinto a los que se pueden hacer con lapiz y papel y no permiten que
se identifiquen propiedades o relaciones en las representaciones de los
objetos geométricos. En conclusion, en ninguno de los tres casos, lo que
el material digital le proporciona al estudiante favorece que él haga una
exploracion para tener evidencias que fundamenten su respuesta. No
obstante, lo que si se logra con estas tareas es una respuesta inmediata
respecto a la validez o no de las respuestas.

Con relacion a la argumentacion y el desarrollo de conjeturas, nos
enfocamos en estos procesos porque en nuestra experiencia como
docentes hemos notado que los estudiantes no estan acostumbrados a
construir las razones que les ayudan a convencerse de sus respuestas. En
su lugar, los alumnos tienden a dar respuestas sin estar seguros de las
mismas. En consecuencia, volviendo a las tareas anteriores, consideramos
que estas no le proveen al estudiante experiencias o recursos que
le permitan formular hipdtesis y auto convencerse de sus ideas o
descartarlas. En ese sentido, no promueven el desarrollo de conjeturas
y la argumentacion®. Estas situaciones abren posibilidades para la
actividad de investigacion en Educaciéon Matemitica, especificamente
para el disenio de tareas digitales que permitan el desarrollo de estos
procesos en geometria.

2 La conjeturacion es el proceso de la Actividad Demostrativa que tiene como
finalidad la elaboracién de un enunciado general o conjetura, mientras que la
argumentacion es el conjunto de razones que conducen al auto convencimiento y
la persuasion individual respecto a la validacion de una conjetura.

18



| Serie Digital Incentiva Maestros y Maestras 10 - IDEP

Desde nuestro punto de vista, el material digital consultado deberia
brindar un entorno para la exploracién que permita hacer explicito lo
que varia y lo que se mantiene invariante para reconocer propiedades.
De esta forma seria posible promover la experimentacién y, asi mismo,
la conjeturacion y la argumentacion a través de este material. Esto
coincide con lo planteado por autores como Leung (2003), quien sefiala
que existe una dificultad en el aprendizaje de las matematicas, ya que
los alumnos deben realizar una especie de “animacion mental” de las
representaciones de los objetos matematicos para comprenderlos; a
esta actividad el autor la denomina dinamismo implicito y requiere
de cierta experticia que los aprendices no tienen. El objetivo de dicha
animacidn es evidenciar variantes e invariantes, para identificar
propiedades. Sin embargo, este suele ser un proceso de pensamiento sin
apoyo en representaciones fisicas y que, en consecuencia, no permite la
experimentacion concreta.

De acuerdo con el problema descrito, planteamos la siguiente pregunta
de investigacion:

sQué caracteristicas de las tareas digitales de geometria contribuyen
a promover la conjeturacion y la argumentacion en los estudiantes?

Suponemos que, tal y como lo menciona Leung (2003), estas tareas
deben proveer una realidad fisica en la que se puedan explorar los
objetos geométricos, mediante la interactividad y el dinamismo, para
favorecer la conjeturacion y la argumentacion gracias a la exploracion
y la visualizacion que permite identificar qué aspectos criticos varian y
cudles se mantienen invariantes.
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La razon de nuestra propuesta

Realizar una propuesta de tareas digitales que promuevan el desarrollo
de conjeturas y la argumentacion en geometria es importante porque,
como se sefniala en los Estandares en Matematicas del MEN (2006),
uno de los procesos generales de la actividad matematica, que
explicitan lo que significa ser matematicamente competente, es “usar la
argumentacion, la prueba y la refutacion, el ejemplo y el contraejemplo,
como medios de validar y rechazar conjeturas, y avanzar en el camino
hacia la demostraciéon” (MEN, 2006, p. 51). Asi mismo, porque la
educaciéon matematica debe contribuir a la formacién de valores
democraticos, lo cual se puede lograr con actividades que impliquen
tomar decisiones informadas, proporcionar justificaciones razonables o
refutar las aparentes y falaces.

Adicionalmente, nuestra propuesta coincide con los intereses de
algunas investigaciones desarrolladas por la comunidad de educadores
matematicos en las dltimas décadas, en las cuales se han estudiado
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los procesos de conjeturacién y argumentacion, sus vinculos con
la demostracion en la clase de matematicas y el papel de los medios
digitales para promover estos procesos. Algunas de estas investigaciones
han revelado que la argumentacion constituye un puente entre los
aspectos empiricos y tedricos de las matematicas que, de acuerdo con
Mariotti, (2006), reflejan la naturaleza dual de esta ciencia. Otros han
sefialado que los recursos tecnologicos, especialmente aquellos en
los que se pueden construir representaciones dinamicas, permiten
la elaboracién de conjeturas y argumentos. Tal es el caso de Hanna
(citada por Mariotti, 2006), quien seniala que, por sus capacidades
graficas, los programas de geometria dindmica tienen el potencial para
estimular tanto la exploraciéon como la demostracion, lo que hace mas
facil proponer y probar conjeturas. De manera mas especifica, estas
conjeturas “pueden surgir de la coordinacion entre las propiedades
que se utilizan en la construccién y las propiedades destacadas como
invariantes por el modo arrastre” (Mariotti, 2006, p. 191). En relacién
con el modo arrastre, Mariotti (2006) destaca las diferentes modalidades
de uso de esta herramienta (definidas por autores como Arzarello y
Olivero) que pueden interpretarse como argumentos instrumentados
de apoyo a una conjetura producida en la exploraciéon y que se pueden
comparar con los argumentos formales que se utilizan en la constitucién
de una demostraciéon matematica.

De acuerdo con esta autora, esta hipdtesis provee nuevas direcciones
en la investigacion, dentro de las cuales se puede estudiar si es posible
fomentar la continuidad cognitiva® en el desempeno de los estudiantes,
cuando el profesor les suministra los modos de arrastre como
mediadores. Consideramos que el presente trabajo puede aportarle a
esta direccién investigativa, al analizar la potencialidad que tienen
dichas modalidades de arrastre en la produccién de conjeturas por
parte de los alumnos y en los argumentos que ellos construyen para
apoyar estas conjeturas.

Por dltimo, es importante sefalar que muchos de los trabajos que se han
realizado alrededor de los procesos de conjeturacion y argumentacion

3 La continuidad cognitiva hace referencia a la correspondencia que se puede
presentar entre los argumentos que se elaboran para rechazar o apoyar una
conjetura y los que se organizan en una cadena logica para su demostracion. A
esta correspondencia también se le denomina Unidad Cognitiva (Boero, Garutiy
Mariotti, citados por Mariotti, 2006).
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en geometria hacen referencia a estos como resultado de la interaccién
de un grupo de estudiantes y el docente. En contraposicion a esta
perspectiva sociocultural y por nuestro interés en elaborar material
digital que sea una alternativa al libro de texto, nuestra propuesta
pretende analizar estos procesos desde la actividad individual
del estudiante que trabaja con las tareas digitales. En ese sentido,
entendemos la argumentaciéon como el conjunto de justificaciones que
conducen al auto convencimiento y la persuasion individual respecto a
la validacién de una conjetura, lo cual coincide con una de las funciones
que le otorgan Harel y Sowder (1998) a este proceso. De esta forma,
se busca dar respuesta a lo que plantean C. Flores, Gémez y Flores
(2010), quienes presentan los resultados de una investigacion en la que
se pretendia determinar qué esquemas de argumentacion se usan al
resolver actividades en un ambiente de geometria dindmica y, dado que
realizan un trabajo desde lo colectivo, plantean la posibilidad de que
en futuras investigaciones se estudien dichos esquemas desde el trabajo
individual, en un estudio de casos.

Objetivos

Realizar una revision bibliografica para
fundamentar el disefio y la evaluacion de tareas
digitales, en términos de promover el desarrollo

de conjeturas y la argumentacion.

Disefiar un conjunto de tareas digitales de
geometria para grado séptimo, haciendo uso del
software Geogebra, de manera que en ellas se use
el dinamismo y la interactividad para promover el
desarrollo de conjeturas y la argumentacion.

Sugerir un conjunto de caracteristicas que
podrian considerarse en el disefio de
tareas digitales de geometria para grado
séptimo para promover el desarrollo de
conjeturas y la argumentacion

Implementar las tareas digitales con un grupo
de estudiantes de grado séptimo, y evaluar si
promueven el desarrollo de conjeturas y la
argumentacion.

Establecer las caracteristicas de las tareas
digitales de geometria aplicadas a los estudiantes
de grado séptimo que promovieron el desarrollo

de conjeturas y la argumentacion.
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;Qué sabemos del tema?

En este apartado se presenta una breve descripcion de algunos
trabajos previos que se relacionan con nuestra investigacion y que
nos aportan elementos conceptuales y herramientas metodoldgicas
para el desarrollo de la misma. Para tal efecto, hemos organizado estos
trabajos en dos grupos. En el primer grupo, se describen aquellos
trabajos que estan relacionados con el uso de las TIC en la clase de
geometria, especificamente, los Sistemas de Geometria Dinamica
(SGD) y los Ambientes Virtuales de Aprendizaje (AVA); destacando, en
el caso de los SGD, el uso de la herramienta arrastre y su potencialidad
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para promover la conjeturacién y la argumentacion. En el segundo
grupo, se hace referencia a los trabajos en los que se ha estudiado la
argumentacion en el contexto de los SGD, particularmente, tomando
como referencia los esquemas de argumentacion definidos por Harel y
Sowder (1998).

TIC en la clase de geometria

Desde hace unas décadas, el avance de la tecnologia ha permeado la
Educacién Matematica, en particular, la clase de geometria. A finales
de la década de los 80, se presenté un gran interés en los aspectos
pedagodgicos inmersos en el uso de software para la ensefianza de las
matematicas. Esta situacion demando6 que el software fuera de facil
uso, de manera que permitiera centrarse en el contenido, en lugar de la
tecnologia misma. Como respuesta a este interés, se desarroll6 el primer
Sistema de Geometria Dindmica, Cabri-Géométrey el sistema de algebra
computacional, Derive (Preiner, citado por Garcia, 2011). Con el paso
de los anos, estos software han evolucionado y, adicionalmente, se han
desarrollado otros tipos de software que abarcan diferentes aspectos del
contenido matematico.

Garcia (2011) clasifica las herramientas tecnolédgicas utilizadas para
la Educacién Matematica en: sistema de geometria dindmica (SGD),
sistema algebraico computacional (CAS), hojas de célculo y software
de matematica dindmica (SMD). Un SGD permite crear construcciones
geométricas y modificarlas de manera dinamica, de manera que las
propiedades y las relaciones entre los objetos de la construccién se
mantengan. Un CAS posibilita transformar expresiones simbdlicas del
algebra, la geometria analitica y el célculo y realizar representaciones
graficas a partir de ecuaciones. Una hoja de célculo permite organizar
textos alfanuméricos o valores numéricos en tablas o usar férmulas
para calcular valores. Por ultimo, un SMD es el que combina algunas
caracteristicas de los SGD, los CAS y las hojas de calculo. En ese sentido,
GeoGebra puede ser considerado un SMD o un SGD. En el presente
trabajo, nos centramos en este programa desde su perspectiva como
SGD, ya que hacemos énfasis en su componente de geometria dinamica.
Diversos trabajos han analizado los efectos de la implementacién de los
SGD en la clase de geometria. Como se vera a continuacion, algunos de
estos trabajos han destacado las posibilidades que ofrecen estos sistemas
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para promover la conjeturacion y la argumentacion, procesos en los que
estamos interesados.

Baccaglini-Frank y Mariotti (2010) se interesan por investigar a fondo
los procesos cognitivos que ocurren durante la fase de generacion de
conjeturas en la solucién de problemas abiertos en un SGD. De acuerdo
con estas autoras, tales procesos cognitivos estan asociados con usos
especificos de la herramienta arrastre, es decir, con las diferentes
modalidades de arrastre planteadas inicialmente por Arzarello y otros
autores (ver Arzarello, Olivero, Paola y Robutti, 2002; Olivero, 2002
para mayor informacién). El marco teérico considerado para esta
investigacion comprendio tres conceptos fundamentales: lo que es un
Sistema de Geometria Dinamica (SGD), la nocion de problema abierto
en un SGD y la herramienta arrastre en un SGD. En relacién con estos
conceptos es importante sefialar que, para estas autoras, los problemas
abiertos son aquellos en los que se da una declaracion corta, que no
sugiere la solucién o ningin método de solucidn. En particular, en
este trabajo se plantean problemas abiertos que se caracterizan por
la descripcion de una secuencia de pasos de construcciéon que deben
seguir los estudiantes, produciendo una figura dinamica, seguida de una
pregunta abierta en la que se pide explicitamente una conjetura; a este
tipo de problemas las autoras los denominan problemas de construccién
paso a paso. En lo que respecta a la herramienta arrastre, se destacan
las posibilidades que ofrece esta herramienta para hacer evidente la
dependencia en el movimiento y transformarla en una dependencia
légica clave en la construccion de conjeturas. Especificamente, a partir
de la literatura revisada (Arzarello, Olivero, Paola y Robutti; Mariotti;
Leung; Lopez-Real y Leung; Olivero; Rabardel, citados por Baccaglini-
Frank y Mariotti, 2010), las autoras definen las siguientes modalidades
adicionales de arrastre: arrastre errético, arrastre mantenido, arrastre con
traza activada y arrastre test*. Tomando como base estas modalidades,
las autoras plantean su modelo de generacidon de conjeturas, al que
denominan modelo de conjeturaciéon MD® o modelo de conjeturacion

4 Las modalidades de arrastre corresponden a las diferentes formas en las que un
estudiante puede usar esta herramienta, con diferentes propdsitos, durante la
resolucion de un problema.

5 Las siglas MD hacen referencia a la modalidad de arrastre que plantean las
autoras: arrastre mantenido (mantaining dragging).
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del arrastre mantenido. El estudio realizado por las autoras comprendid
varias fases. En la primera fase, concibieron el modelo de generacion
de conjeturas, a partir de literatura que revisaron previamente y de los
datos preliminares recolectados en un estudio piloto. En la segunda
fase, recopilaron los datos de tres grupos de estudiantes entre los 16 y
17 afos, de diferentes escuelas secundarias italianas, en la resolucion de
problemas de construccién paso a paso con Cabri y pusieron a prueba
el modelo como una herramienta de analisis. En este punto nos parece
importante destacar que, antes de que los estudiantes se involucraran
en los problemas mencionados, las autoras realizaron un trabajo para
familiarizar a los participantes en la construccion paso a paso en Cabri,
en las dependencias que se derivan de dichas construcciones y en las
diferentes modalidades de arrastre que se pueden usar para explorarlas.
Rescatamos este ultimo hecho porque nos sugiere que el uso de estas
modalidades no es espontaneo, sino que requiere de la guia del docente
y del disefio de tareas que lo promuevan.

Como resultado del trabajo realizado con los estudiantes, las autoras
concluyen que el modelo de conjeturacion MD parece describir y
predecir adecuadamente el comportamiento de los estudiantes en
la resolucién de problemas abiertos de construccion paso a paso,
en los casos en que se han apropiado de las modalidades de arrastre.
Adicionalmente, de este trabajo se desprenden dos conceptos: la
nocion de camino (path) y la concepcion de argumento instrumentado
(instrumented argument):

o El camino hace referencia al lugar que debe recorrer un punto
al ser arrastrado para que suceda un invariante inducido
intencionalmente o propiedad. Este camino evoluciona a lo largo
de la exploraciéon del problema. En un principio, el estudiante
debe identificar que es posible arrastrar el punto para mantener
la propiedad; luego, se centra en la busqueda de una descripcién
geométrica de la trayectoria; a continuacién, construye dicha
trayectoria como una figura geométrica en el software y usa
el arrastre sobre esta figura (moviendo el punto de manera
aproximada sobre la figura o vinculdndolo a ella) para probar la
conjetura.

» Un argumento instrumentado es aquel en el que el garante es
producido a través del uso de algunas herramientas propias de los
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SGD, por ejemplo, la herramienta arrastre. Asi como cualquier
argumento, en este tipo de argumentos el objetivo es convencerse
a si mismo o a otros, cambiando su estado epistémico, pero en este
caso la persuasion esta basada en las herramientas del software.
Un ejemplo de argumento instrumentado es el que se observa
cuando un estudiante construye la figura que parece representar el
camino que recorre un punto para que una configuraciéon cumpla
una determinada propiedad. El argumento instrumentado
consiste en demostrar que cuando el punto pertenece a dicha
figura, la configuracién mantiene la propiedad descubierta a
través del arrastre.

Estos conceptos resultan importantes para nuestros intereses dado que
nos proporcionan ideas en relacion con el proceso que podria seguir un
alumno para producir conjeturas relacionadas con el lugar geométrico
que componen los puntos que cumplen una determinada propiedad. El
lugar geométrico seria concebido como un “camino”. Adicionalmente,
nos indica el tipo de argumentos que podrian surgir en actividades que
estén orientadas al estudio de estos “caminos”.

Leung, Baccaglini-Frank y Mariotti (2013) consideran que identificar
invariantes es una actividad importante en el pensamiento matematico.
Sin embargo, solo aquellos que tienen un sentido matematico agudo,
especialmente en el dominio de la geometria, pueden hacer esto a través
de una simulaciéon mental. Los SGD permiten realizan una variacion,
a través del arrastre, que ayuda a visualizar tal simulaciéon mental. Es
asi como los autores se plantean las siguientes preguntas: ;como se les
puede dar un sentido geométrico a los fenomenos de arrastre en un
SGD? ;cémo puede el arrastre conducir a la identificacién de invariantes
que potencialmente corresponden a propiedades geométricas? ;como
esta involucrada la percepcion en el uso de formas particulares de
arrastre durante exploraciones en un SGD? y ;como se identifican y se
interpretan geométricamente las invariantes y sus relaciones?

Para responder estas preguntas, los autores proponen un modelo
cognitivo que se deriva de la combinaciéon de dos lentes cognitivos:
algunos elementos de la Teoria de la Variaciéon (Leung, 2008) y el
modelo del arrastre mantenido (Baccaglini-Frank y Mariotti, 2010).
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Dicho modelo describe la transicion del discernimiento® de invariantes
del nivel 1 al nivel 2, los cuales se describen asi:

« El discernimiento de los invariantes de nivel 1 en un SGD es la
conciencia de los aspectos invariantes de una figura dinamica,
percibidos bajo el arrastre, a través del contraste, la separacion y
la generalizacion’.

El discernimiento de los invariantes de nivel 2 en un SGD es la
conciencia de diferentes tipos de control® sobre los invariantes de
nivel 1 y como estos tipos de control se fusionan para implicar
relaciones légicas entre los invariantes de nivel 1. El uso del
arrastre mantenido permite una experiencia de arrastre particular
donde este proceso se hace posible.

Para poner a prueba su modelo, los autores retoman algunos episodios
de la investigacion realizada por Baccaglini y Mariotti sobre el modelo
de conjeturacion MD, los cuales correspondian a estudiantes de grado
décimo en Italia. Recordemos que estos alumnos habian trabajado
previamente con diferentes modalidades de arrastre en la resolucion
de problemas abiertos de construccién en los cuales se les solicitaba
elaborar conjeturas. Basicamente, a través de la resolucion de la tarea,
los estudiantes experimentan la evolucién del camino (path) descrito en
el trabajo de Baccaglini-Frank y Mariotti (2010).

Dentro de las conclusiones de este trabajo, se destaca el impacto que
tiene el uso de los SGD y la herramienta arrastre para la ensefianza de
la geometria. Una caracteristica fundamental del disefio de la mayoria

6 El discernimiento es uno de los conceptos centrales de la Teoria de la Variacion.

7 Los conceptos de contraste, separacion y generalizacion hacen parte de la Teoria
de la Variacion.

8 Los diferentes tipos de control hacen referencia al control directo y el control
indirecto que se tiene sobre los elementos de una configuracién cuando se realiza
el arrastre. Esto es, cuando el estudiante realiza el arrastre de un punto a lo largo
de un camino preconcebido este arrastre es directo. Si, de manera simultdnea,
el estudiante observa como se arrastra una figura que depende del punto,
manteniendo un invariante en su forma, este arrastre es indirecto.
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de los SGD, es que todos los elementos de una figura dinamica que
dependen de un punto de base dado, se mueven cuando se arrastra
ese punto base, de tal manera que las propiedades definidas por la
construccidon se mantienen. Esta caracteristica basica del disefio hace
que el arrastre se convierta en una poderosa herramienta epistémica
que apoya el razonamiento geométrico y, especificamente, se convierta
en una herramienta capaz de producir conjeturas geométricas.
Particularmente, el modelo planteado por los autores revela que, en
la resolucién de problemas geométricos en un SGD, se presenta una
transicion desde la elaboracion de conjeturas, a partir de la exploracién
de fenémenos en el software, hasta el reconocimiento de una relacién
condicional en la geometria euclidiana.

Cabe sefalar que los programas especializados en matematicas no son
el unico tipo software que se han involucrado en la ensefianza de esta
ciencia. Algunos trabajos en los que se han aplicado TIC en la ensefianza
de las matematicas han implementado diferentes Ambientes Virtuales
de Aprendizaje (AVA), los cuales son plataformas que permiten la
gestion de cursos en internet. En particular, dado que en el presente
trabajo planteamos una propuesta a partir del uso del AVA Moodle y del
SGD GeoGebra, nos interesan los trabajos que han involucrado estas
dos herramientas, de los cuales se describen algunos a continuacion.

Garcia (2011) implementa GeoGebra y Moodle en su tesis de
Doctorado en Investigacion Diddctica. El interés de su trabajo radica en
tres focos fundamentales: el uso de TIC en la ensenanza-aprendizaje de
las matematicas en Secundaria, la mejora de las actitudes relacionadas
con las matematicas por parte de los estudiantes y el desarrollo de sus
competencias matematicas. Con base en estos focos, la autora se plantea
la siguiente conjetura de investigacion:

Se puede disefiar, poner en practica y evaluar una secuencia de
enseflanza basada en el uso de Geogebra que promueva una
transformacion positiva de las actitudes relacionadas con las
matematicas y un desarrollo de las competencias matematicas
de los estudiantes de secundaria. El uso de Geogebra potenciara
en mayor grado determinadas actitudes y competencias. Ciertas
caracteristicas y atributos del software guardaran relacion directa
con las transformaciones provocadas en determinadas actitudes y
competencias de los estudiantes (Garcia, 2011, p. 15).
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Para abordar esta conjetura, la autora plantea una secuencia de
ensefianza-aprendizaje alrededor de los mosaicos, basada en el uso de
software Geogebra y las plataformas Helvia y Moodle. GeoGebra es
usado para realizar los mosaicos y Helvia y Moodle para compartir los
archivos de GeoGebra con los estudiantes o disefiar cuestionarios, chats
o foros.

El marco tedrico de este trabajo tiene tres elementos principales: el uso
de las TIC en la ensefianza-aprendizaje de las matematicas, el concepto
de actitud en este mismo contexto y el aprendizaje matematico
basado en competencias. En relacién con la metodologia, la autora
adopta el paradigma de Investigacion-Accidn, el cual es desarrollado
por profesores con el objetivo de mejorar su propia practica, a través
de la implementacién y mejoramiento de una intervencién a partir
de un protocolo ciclico. Asi mismo, el disefio de la investigacion
es un experimento de disefio basado en una conjetura, es decir, un
experimento que se guia por una conjetura que es revisada y elaborada
alo largo de la investigacion.

De los resultados de este trabajo se desprenden diversas conclusiones,
dentro de las cuales destacamos que el uso del software tuvo efectos
positivos en las actitudes de los alumnos en las tres componentes
analizadas (cognitiva, afectiva y comportamental). Especialmente,
se evidencié que los estudiantes manifestaron mayor gusto, agrado,
interés e implicacion en la actividad matematica durante el desarrollo
las tareas con GeoGebra. En relacion con el desarrollo de competencias,
se concluyé que GeoGebra resulté ser mds potente para promover
competencias relacionadas con la visualizacion, la modelacion y el
planteamiento y resolucidon de problemas.

Alvarez-Nifio y Arias-Ortiz (2014) plantean que en el mundo digital
que se vive hoy, las TIC proveen un estilo nuevo para abordar los
procesos cognitivos. Estos autores realizan un trabajo en el Colegio
Nuestra Sefiora de la Salud (Santander), en el que han detectado grandes
dificultades en el area de matematicas a partir de los resultados de las
pruebas Saber en los afios 2009 y 2012. Para abordar esta problemdtica,
se plantean desarrollar un proyecto que articule la pedagogia, la
tecnologia y la comunicacidn, a través del disefio e implementacion de
un AVA, bajo la modalidad de B-Learning. La pregunta de investigacion
que orient6 el trabajo mencionado fue la siguiente: ;De qué manera
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desde la practica pedagogica se pueden disefiar ambientes virtuales
que faciliten el proceso de ensefianza y aprendizaje de la Geometria
Analitica, tematica perteneciente al contenido de matematicas para el
grado 10° en el Colegio Nuestra Sefora de la Salud para favorecer el
desarrollo de habilidades de pensamiento en este campo?

El marco tedrico en el que se fundamenta este trabajo, hace referencia a
las ventajas de basar el aprendizaje de las matematicas en el uso de las TIC.
En general, los autores sefialan que este tipo de herramientas presentan
caracteristicas interesantes como la gran capacidad para organizar y
almacenar informacion y tener acceso a ella, la posibilidad de representar
modelos y simular fendmenos y construcciones dificiles de observar
en la realidad y la posibilidad de interactuar con estas simulaciones
o construcciones para obtener respuestas rdpidamente o explorar
situaciones que facilitan la comprension de conceptos y propiedades
(Bracho y Maz, citados por Alvarez-Nifio y Arias-Ortiz, 2014).

La metodologia de esta investigacion fue un enfoque cualitativo de
Investigacion - Accidén Educativa (IAE) que se desarroll6 en dos etapas.
En la primera de ellas, se realizé una recoleccion de informacién que
contemplo6 una entrevista al docente y una encuesta a los estudiantes
que pretendia conocer su percepcion de las TIC y su integracion en el
aula, asi como la observacidn de algunas clases. En la segunda etapa,
se analiz6 la informacion recolectada y se plante6 un plan de trabajo
para integrar las TIC a las clases de geometria analitica, bajo un enfoque
constructivista y un modelo B-Learning. En la experiencia participaron
48 alumnos de grado décimo, con edades entre los 16 y 18 afios, y su
docente de matematicas. Para el desarrollo de la propuesta se seleccion6
Moodle como plataforma base y GeoGebra como herramienta para
crear applets interactivos. En la plataforma, los estudiantes tenian la
posibilidad de compartir sus ideas en relacién con las exploraciones de
algunas secciones conicas que podian realizar en GeoGebra.

A partir del trabajo realizado, los autores concluyen que la aplicacién
de AVA en el aula resulta ser un mecanismo de motivacion y un medio
de ensefianza que permite la asimilacién mads répida, clara y precisa.
Particularmente, sefialan que la modalidad B-Learning integra el
enfoque tradicional con formas novedosas en las que el individuo se
apropia de su aprendizaje. Adicionalmente, afirman que el docente que
particip6 de la experiencia, reconoci6 en el proyecto una oportunidad
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para renovar sus practicas y abrir nuevas formas de comunicarse con sus
estudiantes. Por ultimo, plantean la posibilidad de que se implementen
AVA en otras areas en la institucion, a través del apoyo entre los mismos
docentes y el uso adecuado de los recursos con los que cuentan.

Esquemas de argumentaciéon y SGD

Flores (2007) presenta los resultados de un estudio que tenia como
intencion indagar si los profesores mexicanos de bachillerato utilizan la
demostraciéon matemética y el pensamiento deductivo en sus practicas
argumentativas. Para lograr esto, el autor se planted la siguiente
pregunta: ;cudles son las caracteristicas de las practicas argumentativas
de los profesores frente a un proceso de validacion matematica? El
estudio se basa en analizar las actuaciones de un grupo de docentes
cuando se enfrentan a actividades geométricas de construccién y
validacién en un ambiente de geometria dindmica.

Como marco tedrico se usa el trabajo de Harel y Sowder (1998),
quienes afirman que un esquema de prueba o demostracion es aquello
que conforma el autoconvencimiento y la persuasion para una persona;
estos autores identifican tres esquemas de demostracion: de conviccidon
externa, empiricos y analiticos. A su vez, cada uno de estos esquemas
tiene las subcategorias que se observan en la figura 1.

Figura 1. Esquemas de argumentacion de Harel y Sowder (1998).

Conviccion externa

[
| Ritual

]
Simboélico |

| Autoritario |

| Inductivo | | Perceptivo |

De transformacion | | Axiomético |

Internalizado

Interiorizado

Fuente: elaboracion propia
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Flores (2007) realiza una adaptacidon de esta propuesta. De acuerdo
con este autor, la practica argumentativa es “el conjunto de acciones
y razonamientos que un individuo pone en juego para justificar o
explicar un resultado o para validar una conjetura nacida durante
el proceso de resolucion de un problema” (Flores, 2007, p.71) y un
esquema de argumentacion es “la manera en que el individuo utiliza
sus razonamientos durante una préactica argumentativa” (Flores, 2007,
p.71). Segun Flores (2007) los esquemas de argumentacién se pueden
clasificar en autoritarios, simbdlicos, de recuento factico, empiricos o
analiticos’.

La metodologia elegida para el estudio fue un experimento de ensefianza
que consistié en un curso de 48 horas, dividido en dos sesiones
semanales de 4 horas. El curso comprendié un cuestionario diagndstico,
actividades de construccion, discusiones grupales y reflexiones criticas
de cada sesion. Las actividades propuestas mayormente fueron de
resolucion de problemas. El curso fue impartido a 14 profesores de
matematica de bachillerato tecnolégico y se tituld “La geometria
euclidiana en un ambiente de geometria dindmica”

A partir de los datos recopilados y de las respuestas a las actividades
propuestas, el autor concluye que los esquemas de argumentaciéon que
utilizaron los profesores asistentes al curso son fundamentalmente
facticos y empiricos, aunque con la practica, la discusiéon y la
reflexion provocada por esta tienden a volverse analiticos. Por otra
parte, el experimento de enseflanza mostr6 que es “posible lograr un
cambio en los esquemas de argumentacion de los profesores y que las
actividades disefladas en un ambiente de geometria dinamica ayudan
en este cambio” (Flores, 2007, p 93). El trabajo realizado por Flores,
y asi lo sefiala en su articulo, es un primer intento por determinar las
practicas argumentativas de los profesores de bachillerato, por lo que
se hace necesario disefiar nuevos y mas especificos experimentos de
enseflanza que permitan recabar informacion nueva sobre las practicas
argumentativas.

Siguiendo la linea del trabajo anterior, C. Flores et al. (2010) presentan
los resultados de un estudio que tenia como objetivo determinar qué

9 Las descripciones de estos esquemas se presentan en el capitulo llamado
“Nuestras teorias clave” del presente libro.
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esquemas de argumentacion se usan al resolver actividades en un
ambiente de geometria dindmica. Para tal efecto, se busco respuesta
a las siguientes preguntas: ;Es posible pasar del uso de esquemas de
argumentacion no analiticos al uso de esquemas analiticos? De ser
asi, ;como seria esta transicion? ;Los esquemas analiticos llevan a una
demostracion matematica? ;De qué manera?

Como marco de referencia los autores usan los esquemas de
argumentacion propuestos por Flores (2007). La metodologia elegida
para el estudio fue un experimento de ensefianza que consistia en el
desarrollo de un taller a lo largo de tres sesiones de hora y media, cada
una. El taller lo integraron 16 estudiantes de licenciatura y profesores de
matematicas en ejercicio. Las actividades eran problemas de geometria
en las que se pedia realizar construcciones de figuras planas, bajo
ciertas condiciones. Las mismas fueron resueltas usando el software The
Geometer’s Skecthpad, en grupos de tres o cuatro personas.

Los autores parten de la hipdtesis de que el uso de algun software de
Geometria, en especial de la herramienta arrastre, esta relacionado
con los esquemas de argumentacion que usa el individuo. Por ejemplo,
un estudiante que recurre con frecuencia a esquemas empiricos,
posiblemente use el software para comprobar sus resultados, tomando
medidas y usando el arrastre para mostrar hechos; mientras que
uno que habitualmente emplea esquemas analiticos, probablemente
use el arrastre para buscar regularidades o patrones que justifiquen
su conjetura (Flores, citado por C. Flores et al., 2010) o aplique la
denominada prueba del arrastre, que consiste en mover elementos de la
construccion de manera que se conserven sus caracteristicas esenciales,
para evidenciar hechos que permitan formar o validar una conjetura.

A partir de estos planteamientos y de las respuestas a las actividades
propuestas por parte de los estudiantes, los autores concluyen que es
viable promover el uso de esquemas analiticos y, en consecuencia, el
desarrollo del razonamiento deductivo, si se diseflan secuencias de
actividades abiertas en las que se pida a los estudiantes justificar los
resultados obtenidos. Ademas, establecen que es posible propiciar la
transicion desde el uso de esquemas no analiticos al uso de esquemas
analiticos, a través del trabajo con esquemas empiricos con ayuda del
Sistema de Geometria Dinamica y de la posterior justificacion de los
resultados fuera del software. Asi mismo, afirman que los esquemas
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analiticos se pueden asociar a una demostraciéon matematica, si se
desarrollan actividades de exploracién y construccion de conjeturas con
ayuda del software en las que las premisas de los esquemas analiticos
sean verdaderas, lo cual conducira a conclusiones validas y, por ende, a
la demostraciéon matemadtica.

Finalmente, dado que el estudio realizado corresponde al trabajo en
colectivo, los autores plantean la posibilidad de que en un futuro se
indague por esquemas de argumentaciéon de personas en un estudio
de casos. Adicionalmente, proponen que, en futuras investigaciones,
se analicen estos esquemas en estudiantes y profesores, no solo en
geometria, sino en otras ramas de la matematica o contextos no
matematicos.
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Nuestras teorias clave

El presente trabajo tiene como objetivo principal el desarrollo de
tareas digitales de geometria que promuevan la conjeturacion y la
argumentacion. Por esta razdn, consideramos importante enfocarnos
en articulos e investigaciones que nos aporten elementos tedricos en
relacion con el uso de las TIC (Tecnologias de la Informacién y la
Comunicacion) en la clase de geometria, en particular, lo relacionado
con los AVA y los SGD. Adicionalmente, vemos pertinente apoyarnos
en la Teoria de la Variacién, propuesta para la educaciéon matematica
por Leung (2003, 2008), pues, como veremos, esta nos brinda elementos
para concebir tareas digitales que promuevan la conjeturacion y la
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argumentacion. Por ultimo, centraremos la atencion en la Actividad
Demostrativa, aproximaciéon metodoldgica que promueve procesos
de conjeturacion y argumentacion y en la que los SGD son relevantes
como recurso para la resolucidon de problemas. Respecto a la Actividad
Demostrativa, nos basaremos en dos referentes teéricos: la concepcion
planteada por el grupo de Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria
Z+G de la Universidad Pedagogica Nacional (Colombia) y la propuesta
tedrica que plantean Harel y Sowder (1998) en relaciéon con la
argumentacion.

Las TIC en la clase de geometria

En este apartado se presentan algunos elementos tedricos relacionados
con el uso de las TIC en la clase de geometria, que fueron tenidos en
cuenta para el desarrollo de la propuesta, estos son: los AVA y los SGD.

Ambientes virtuales de aprendizaje y sistemas
de argumentacion

De los multiples entornos que se pueden elegir para gestionar un
proyecto escolar a través de las TIC, el presente trabajo se centra en
la plataforma Moodle, la cual es un AVA. Un AVA es un espacio en
el que se da un proceso pedagdgico mediado por las tecnologias. En
estos sistemas se encuentran recopiladas las didacticas, herramientas
y recursos que usan los docentes con los estudiantes, bien sea de
manera virtual o presencial. Especificamente, Moodle se enmarca
en una subcategoria de los AVA denominada Sistemas de Gestion
de Aprendizaje. Esta clase de ambientes contiene una gran cantidad
de herramientas y servicios cuyo objetivo principal es administrar,
distribuir y controlar los cursos que alli se alojen (Osorio, 2012).

Osorio (2012) describe diferentes elementos de este tipo de entornos,
dentro de los cuales se destacan las modalidades y los Objetos Virtuales
de Aprendizaje que se manejan en un AVA. De acuerdo con este autor,
las modalidades mas utilizadas en la actualidad para emprender un
programa mediado por las TIC son:

« La formacion presencial con apoyo de las tecnologias en el aula.
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o La formacién combinada, un porcentaje de caracter presencial, y
el restante en modalidad virtual (B-learning).

« La formacion 100% virtual y a distancia (E-learning).

Por otra parte, un Objeto Virtual de Aprendizaje (OVA) es un
recurso digital propio de un AVA. Algunos ejemplos de OVA son los
simuladores, aplicativos, multimedia, tutoriales, animaciones, videos,
documentos interactivos, imagenes o cualquier otro elemento creado
por el profesor para cumplir con una meta de aprendizaje y que presente
un contenido. Los OVA deben cumplir con los siguientes criterios:

« Atemporalidad: no deben perder vigencia en el tiempo ni en los
contextos utilizados.

Didactica: deben responder a qué, para qué, con qué y quién
aprende.

Navegabilidad: deben ser de uso intuitivo para los estudiantes.

Interaccién: deben motivar a los estudiantes a manifestar sus
inquietudes y seleccionar su propia ruta de aprendizaje.

Retroalimentacion: deben incluir un componente evaluativo, en
el cual se realice una retroalimentaciéon automatica (interactiva)
al estudiante o se le presenten propuestas de practicas dentro del
material.

Ademas de los elementos anteriores, es importante poner en
consideracion algunos aspectos tedricos relacionados concretamente
con el software desarrollado tanto para apoyar como para ensefiar a
argumentar. Scheuer, Loll, Pinkwart y McLaren (2010) realizan una
extensa revision de este tipo de software, al cual denominan Sistema
de argumentacion. Segun estos autores, en este tipo de herramientas se
reconocen dos formas de argumentacion: colaborativa o individual.

La argumentacion colaborativa, que se presenta en los sistemas de
aprendizaje colaborativo apoyado por computadora (CSCL, por sus
siglas en inglés), se concibe como una estrategia que promueve el
desarrollo del pensamiento critico y el razonamiento por parte de los
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estudiantes (Andriessen, citado por Scheuer et al., 2010). Este modelo
de argumentacion no esta dirigido a que el alumno haga prevalecer
sus ideas sobre otros, sino que propende por el establecimiento de
acuerdos entre los integrantes del grupo. Por lo tanto, la argumentacién
colaborativa es sustancialmente distinta de la argumentacién tipo
debate. Por su parte, la argumentacion individual, propia de los sistemas
uno a uno (humano - computadora), usualmente se usa para para
presentar a los estudiantes las reglas de argumentacién en un dominio
particular y darles la oportunidad de practicar. De esta forma, mientras
que las herramientas de argumentaciéon de un solo usuario apoyan
la construccién del conocimiento y el aprendizaje de estructuras
argumentativas por parte del estudiante, los sistemas colaborativos le
permiten estar al tanto de las opiniones, puntos de vista y conocimientos
de otros estudiantes. No obstante, las caracteristicas y los servicios
de los sistemas de un solo usuario son potencialmente utiles en los
entornos colaborativos si, por ejemplo, varios estudiantes trabajan en
una sola computadora. En consecuencia, este tipo de sistemas deben
considerarse por los disefiadores de sistemas colaborativos.

Sistemas de Geometria Dinamica
=Yy la herramienta arrastre =

Gran parte de los trabajos realizados en el campo del aprendizaje
y la ensefianza de la geometria mediado por la tecnologia, hacen
referencia al uso de los SGD. Este tipo de software se caracteriza por
tres herramientas fundamentales: el modo arrastre, la funcion lugar
geométrico y la capacidad de construir macros (Hattermann, 2010). De
estas herramientas, el modo arrastre es la caracteristica mds importante
que suministran estos sistemas, ya que permite introducir el movimiento
en la geometria euclidiana estatica (Strafler, citado por Hattermann,
2009). Ahora bien, como nuestro interés al desarrollar esta propuesta es
promover la conjeturacion y argumentacion a través de tareas digitales,
vemos necesario enfocar el uso de la herramienta arrastre hacia estos
procesos. Una respuesta de como esto puede lograrse se encuentra
en el trabajo de Arzarello et al. (2002). De acuerdo con estos autores,
la herramienta arrastre promueve la producciéon de conjeturas, ya
que, al explorar figuras a partir del movimiento, es posible identificar
qué cambia y qué no cambia en ellas para reconocer sus propiedades
invariantes. Ademads, las practicas realizadas con esta herramienta se
pueden enmarcar en dos tipologias cognitivas:
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o Procesos ascendentes: El estudiante parte de las representaciones
para realizar exploraciones sobre ellas, usando el arrastre, en
busca de regularidades o invariantes.

o Procesos descendentes: El estudiante usa el arrastre para verificar
propiedades, validar conjeturas o refutarlas.

En consecuencia, los procesos ascendentes van desde la representacion
hacia lo tedrico, mientras que los procesos descendentes van desde lo
tedrico hacia la representacion. Asi mismo, las practicas que involucran
estos procesos revelan lo que los estudiantes conciben como dado en
un problema y lo que para ellos debe hallarse. Cabe destacar que, en
el proceso de resolucién de un problema abierto usando un SGD, los
estudiantes usan diferentes tipos de arrastre, de acuerdo con diferentes
propdsitos. A dichas tipologias, Arzarello et al. (2002) las denominan
modalidades de arrastre. Estos autores proponen las siguientes
modalidades:

o Arrastre errdtico: Mover los puntos base'® de una construcciéon
de manera aleatoria, sin un plan predefinido, para descubrir
configuraciones interesantes o regularidades en las figuras.

o Arrastre limitado: Mover un punto “semi-arrastrable’, es decir, un
punto que se encuentra enlazado a un objeto. Dicho punto solo se
puede mover sobre el objeto al que pertenece.

o Arrastre guiado: Mover los puntos de una figura con el fin de
darle una forma particular.

o Arrastre de lugar mudo: Mover un punto base para que la figura
mantenga una propiedad descubierta. El punto que se mueve
sigue un camino, incluso si el estudiante no se da cuenta de esto.

10 Un punto base es un punto libre o un punto que estd sobre un objeto, que es
susceptible de ser arrastrado a cualquier lugar de la pantalla (Baccaglini-Frank
y Mariotti, 2010). Desde nuestra interpretacién, en una construccién en un
SGD, hay puntos que se pueden arrastrar (independientes) y puntos que no se
pueden arrastrar (dependientes). Los primeros son los denominados puntos base,
mientras que los segundos dependen de la construccion realizada y la posicion
de otros elementos.
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El lugar no es visible para el estudiante, que no siempre se da
cuenta de que esta realizando el arrastre a lo largo de un lugar.
Este camino describe lo que los autores denominan “lugar mudo”.

« Arrastre en linea: Mover un punto y representar con nuevos
puntos, a lo largo de una linea, las posiciones de dicho punto en
las que se mantiene la regularidad de la figura.

o Arrastre vinculado: Enlazar un punto a un objeto y moverlo
sobre ese objeto.

o Arrastre de test: Mover puntos arrastrables o semi-arrastrables
para comprobar si la figura mantiene las propiedades iniciales. Si
es asi, entonces se considera que la figura pasa la prueba. Si no,
esto indica que la figura no fue construida segtin las caracteristicas
iniciales que el estudiante queria que tuviera.

Para ilustrar mejor estas modalidades, Arzarello et al. (2002) plantean el
siguiente problema:

Dado un tridngulo ABC, considere un punto P en AB y los tridngulos
APC y PCB determinados por este. Elabore una hipétesis acerca
de las propiedades que debe tener el tridngulo ABC para que los
triangulos APC y PBC sean isésceles (en el caso que esto se cumpla,
el triangulo ABC se denomina “separable”).

Para empezar, existen dos configuraciones que cumplen con la
condicion solicitada y son las que se muestran a continuacion.

Figura 2. Primera configuracion para resolver el problema de los
triangulos “separables”. AP = PC = CB.

Fuente: elaboracion propia
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Figura 3. Segunda configuracion para resolver el problema de los
triangulos “separables” AP = PC = PB.

Fuente: elaboracion propia

En ambos casos, los triangulos APC y PBC son isdsceles. Al estudiar
la situacidn, se pueden ejecutar las diferentes modalidades de arrastre
que se ejemplifican en la Tabla 3. Algunos de estos ejemplos son los
propuestos por los autores y otros, los que hemos desarrollado desde
nuestra interpretacion de su trabajo.

Tabla 3. Ejemplos de las modalidades de arrastre propuestas por
Arzarello et al. (2002).

Tipo de arrastre: descripcion Grafico

Arrastre limitado: Se
construye el tridngulo ABC y
se crea el punto P sobre AB.
Este punto sera
“semi-arrastrable’, ya que se
mueve sobre este segmento.
Al realizar el arrastre de P, se
busca que el tridngulo ABC
sea “separable”.

Arrastre errdtico. Se
determina P como el punto
medio del AB (configuracién
2). Luego, se arrastra
aleatoriamente el punto C, sin
algun tipo de plan, mas que
lograr que el triangulo ABC
sea "separable”. Este tipo de
arrastre permite encontrar
varios triangulos que cumplen
la propiedad, de manera que
es evidente que el problema
tiene varias soluciones.
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Tabla 3. Ejemplos de las modalidades de arrastre propuestas por
Arzarello et al. (2002).

Tipo de arrastre: descripcion Grafico

Arrastre guiado: Se mueven
los puntos de la construccion
buscando darle una forma
particular al triangulo ABC.
Por ejemplo, algunos
triangulos isosceles son
“separables”.

Arrastre de lugar mudo: Se
mueve el punto C, tratando
de mantener la propiedad AP
= PC. El camino que sigue el
punto C, describe un lugar
geométrico que atn no es
visible para los alumnos.

Arrastre lineal: Se marcan los
puntos correspondientes a la
posicion correcta que debe
tener C para que el tridngulo
ABC sea “separable”. Se
observa que dichos puntos
pertenecen a una
circunferencia de radio PAy
centro P. Entonces, el lugar
mudo se vuelve explicito.

Arrastre vinculado: Con el fin
de validar la conclusion
obtenida mediante el arrastre
lineal, se representa la
circunferencia de centro Py
radio PA. Luego, se vincula el
vértice C a dicha circunferencia.
Al arrastrar el punto C sobre la
circunferencia, se observa que
todos los triangulos ABC son
“separables"”. Es decir, los
triangulos “separables” son
aquellos cuyo vértice C
pertenece a una circunferencia
con centro Py con radio PA.
Esta condicion equivale al
hecho de que el tridngulo ABC
es rectangulo.
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Tabla 3. Ejemplos de las modalidades de arrastre propuestas por
Arzarello et al. (2002).

Tipo de arrastre: descripcion Grafico

Arrastre test: Se construye un
triangulo rectangulo ABC, se
ubica el punto medio P de AB
y se representa el segmento
PC. Luego, se usa el arrastre
para mover los puntos de esta
figura y verificar que mantiene
la propiedad de ser
“separable”. De esta forma, se
verifica la conjetura de que
todo triangulo rectangulo es
“separable”.

Fuente: elaboracion propia

Del analisis de los ejemplos anteriores, se desprenden algunas
observaciones realizadas por los autores. En primer lugar, que existe
una “jerarquia genética” al usar las modalidades de arrastre, cuando
en el proceso de solucion de un problema se ejecutan varias de estas
modalidades. Dicho de otra forma, parece que hay una secuencia
en el uso de ellas. No obstante, esta jerarquia no es prescriptiva, ya
que no todos los estudiantes aplican las modalidades atendiendo
a dicha secuencia. El paso de lo perceptivo a lo tedrico, a través de
las modalidades ascendentes y descendentes, no ocurre de manera
automatica. En realidad, se requiere de un cuidadoso disefio didactico
que apoye a los estudiantes en este proceso en SGD.
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En segundo lugar, Arzarello et al. (2002) observa que los estudiantes
aprovechan las diferentes modalidades para alcanzar objetivos variados:

 Las modalidades de arrastre errdtico, limitado y guiado, se usan
para investigar o explorar una tarea, por tal razon, se consideran
parte del proceso ascendente.

o El arrastre de lugar mudo deja ver que el estudiante ha encontrado
el camino que debe seguir el arrastre. Es decir, esta comenzando a
ver una relacion, propiedad o invariancia y trata de darle sentido
a esta, en términos logicos. Esta modalidad revela el comienzo
de la transicion del proceso ascendente al descendente, lo cual
corresponde a una abduccion.

El arrastre en linea es el que le sigue al arrastre de lugar mudo,
ya que hace que dicho lugar geométrico sea explicito y visible en
pantalla. También se considera parte del cambio hacia el proceso
descendente.

El arrastre vinculado le permite al estudiante comprobar
su conjetura. Si el lugar geométrico descubierto puede ser
representado en el software, el estudiante puede vincular el punto
a ese lugar y comprobar si la propiedad establecida se mantiene
al mover el punto sobre el lugar. Por lo tanto, este tipo de arrastre
evidencia el comienzo del proceso descendente. Sin embargo,
el arrastre vinculado también puede aprovecharse en el proceso
de exploracién, por ejemplo, si lo que se quiere es disminuir los
parametros libres de la situacion inicial.

El arrastre test se usa como un medio para validar una conjetura.
En especial, si la conjetura tiene origen en la visualizaciéon o en la
construccion. En consecuencia, también forma parte del proceso
descendente.

La Figura 4 representa las relaciones que los autores plantean entre
las diferentes modalidades de arrastre, atendiendo a los procesos
ascendentes y descendentes descritos antes.
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Figura 4. Jerarquia entre las modalidades de arrastre
(Arzarello et al., 2002a).

Arrastre limitado T

Arrastre guiado Arrasire erratico ASCENDENTE

| I

Arrastre del lugar :

mudo ABDUCCION:
Cambio del control

ascendente al control

v descendéente
| :
| s,
Arrastre test Arrastre vinculado DESCENDENTE

Fuente: elaboracion propia

Retomando el trabajo de Arzarello et al. (2002), otros autores han
planteado nuevas modalidades de arrastre que relacionamos a
continuacién:

o Arrastre mantenido: Mover un punto base para que la figura
mantenga una determinada propiedad. Este tipo de arrastre
implica el reconocimiento de una configuracién particular
interesante o propiedad, y el intento por inducir dicha propiedad
para convertirla en un invariante a través del arrastre (Baccaglini-
Frank y Mariotti, 2010). Las autoras que proponen esta modalidad
resaltan que difiere de la modalidad de arrastre del lugar mudo
porque este arrastre no necesariamente se realiza a lo largo de un
camino preconcebido.

o Arrastre con traza activa: Mover un punto base con la opcion
trazo activada (Baccaglini-Frank y Mariotti, 2010). En el caso de
GeoGebra, esta opcion se denomina Rastro y permite visualizar el
camino que recorre un punto a través del arrastre. Cuando dicho
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arrastre se realiza manteniendo una propiedad, el rastro del punto

permite observar la forma del lugar geométrico que recorre el

punto.
Para ejemplificar estas dos modalidades, consideremos el siguiente
problema abierto de construcciéon paso a paso, propuesto por
Baccaglini-Frank y Mariotti (2010) para ser resuelto en Cabri:

- Representar un punto P.

- Construir una linea r que contenga a P,

- Construir la linea perpendicular a r, a través de P.

- Ubicar un punto C sobre la recta perpendicular.

- Construir un punto simétrico a C con respecto a P y llamarlo A.

- En el semiplano identificado por r que contiene A, dibujar un
punto D.

- Construir una linea a través de los puntos D y P
- Construir un circulo con centro en C y radio CP.

- Nombrar B al segundo punto de interseccion del circulo con la
linea que contiene a los puntos P y D.

- Considerar el cuadrildtero ABCD.

Hacer conjeturas sobre los tipos de cuadrildteros que puede llegar a ser
ABCD, describiendo las posibles formas en que puede convertirse en un
cierto cuadrildtero. Escribe tus conjeturas y luego pruébalas.

Al seguir los pasos, se obtiene una construcciéon como la que se muestra
en la Figura 5. Segun estas autoras, al realizar el arrastre del punto D,
el estudiante puede descubrir que el cuadrilatero ABCD puede ser un
paralelogramo (Figura 6). Entonces, el alumno puede aplicar el arrastre
mantenido del punto D tratando de que la figura sea un paralelogramo,
mientras dicho punto se mueve. De esta forma, el invariante inducido
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intencionalmente (III) es la forma de una figura geométrica que se
quiere mantener a través del arrastre.

Figura 5. Problema abierto de construccion paso a paso de Baccaglini-
Frank y Mariotti (2010)

Fuente: elaboracion propia

Figura 6. Ejemplo de arrastre mantenido.

Fuente: elaboracion propia

Ahora bien, ademads de realizar el arrastre mantenido induciendo
el invariante de la forma de paralelogramo en la figura, el estudiante
podria realizar el arrastre con traza activa de dicho punto para visualizar
el camino que sigue el punto y que favorece el III (Figura 7). En este
caso, el estudiante descubre que el punto D parece pertenecer a una
circunferencia. Esta propiedad es el invariante observado durante el
arrastre (IOD).
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Figura 7. Ejemplo de arrastre con traza activa.

Fuente: elaboracion propia

o Arrastre para ajustar: mover un punto base de una figura de
manera que se complete una accién o una construccién para
darle solucién a un problema (Lopez-Real y Leung, 2006).
En realidad, para estos autores, mas que una modalidad, esta
tipologia es una estrategia de caracter exploratorio que se usa para
resolver problemas geométricos de construccién. Basicamente,
esta estrategia consiste en realizar una construcciéon blanda y
arrastrar sus puntos de manera que la construccién cumpla con
las condiciones solicitadas.

Para ejemplificar este tipo de arrastre, consideremos el siguiente
problema de construccién planteado por Lopez-Real y Leung (2006):

Dibuje cualquier segmento AB. Disefie una construccion que triseque al
segmento AB.

Una posible solucién a este problema consiste en construir el segmento
AB y hacer dos circunferencias. La primera de ellas con centro en un
punto C del segmento y que contenga al punto A. La segunda con
centro en el punto D (interseccion de la primera circunferencia con
el segmento AB) y que contenga al punto C. Luego, se determina el
punto de interseccion de la segunda circunferencia con el segmento y se
nombra como P (Figura 8). Finalmente, se realiza el arrastre del punto
C, hasta que P coincida con B (Figura 9). De esta forma, se ha trisecado
el segmento.
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Figura 8. Construccién del problema propuesto por Lopez-Real y
Leung (2006).

LN
N

Fuente: elaboracion propia

Figura 9. Ejemplo de arrastre para ajustar.

Fuente: elaboracion propia

La Teoria de la Variacion

La Teoria de la Variacion es una teoria de aprendizaje que explica como
un aprendiz podria ver, entender o experimentar un fenémeno que
se presenta de cierta forma. De acuerdo con esta teoria, un fenémeno
posee ciertos aspectos criticos, que el aprendiz debe notar y que debe
ser capaz de enfocar de manera simultdnea para experimentar dicho
fenémeno de una manera particular (Orgill, 2012).

Orgill (2012) realiza una descripciéon de la Teoria de la Variacion,
dentro de la cual deja ver lo que significa aprender y el papel que tiene
la educacion, a la luz de esta teoria. De acuerdo con esta autora, en
todo fenomeno se puede reconocer una gran cantidad de informacion.
Sin embargo, nuestras limitaciones para procesar informacién no nos
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permiten considerar todos los aspectos de un fenémeno al mismo
tiempo. En consecuencia, solo algunos aspectos entran en nuestra
“conciencia focal”, mientras que otros se desvanecen en el fondo. En
el marco de la teoria de la variacion, aprender consiste en cambiar
la estructura de la conciencia que un alumno tiene respecto a un
fenémeno. Es decir, ayudarle al estudiante a discernir un fendmeno de
maneras nuevas o mas complejas. Un fenémeno se puede experimentar
o entender de multiples maneras y algunas de estas son mds poderosas
que otras para lograr un cierto propésito. Por lo tanto, una de las
principales metas de la educaciéon es ayudar a los estudiantes a
experimentar los fendmenos de maneras poderosas. Ahora bien, dado
que el aprendizaje no existe sin un objeto de aprendizaje, es importante
sefialar que, bajo esta teoria, un objeto de aprendizaje es una idea
perspicaz, una habilidad o una capacidad especifica que se espera que
los estudiantes desarrollen (Marton y Peng, citados por Orgill, 2012).

Por otro lado, en todo fenémeno es posible identificar ciertas
caracteristicas criticas especificas, las cuales son aspectos necesarios
para que el estudiante produzca un significado y desarrolle
entendimientos y capacidades relativas a este (Orgill, 2012). De esta
idea se desprenden los conceptos centrales de la Teoria de la Variaciéon
que permiten interpretar el aprendizaje y el conocimiento, estos son:
el discernimiento, la variacion y la simultaneidad. Para entender lo que
estos conceptos significan, haremos referencia al trabajo de Leung
(2003, 2008) y Leung y Yip-Cheung (2006), en donde se presenta una
discusion acerca de los significados de los conceptos relacionados con
la Teoria de la Variacion en el contexto de los Sistemas de Geometria
Dindmica (SGD), en particular, en relacion con el uso de la herramienta
arrastre incluida en estos sistemas. El objetivo de Leung es evidenciar el
potencial que tiene asociar dicha teoria con el uso de esta herramienta
en el proceso de descubrimiento del conocimiento matematico.

Leung y Yip-Cheung (2006) plantean que los SGD son un medio
potente para concebir tareas que se puedan caracterizar desde el
enfoque de la Teoria de la Variacién ya que, a través de la construccion
inteligente y el arrastre, permiten visualizar de diferentes formas
un fenémeno geométrico en accién. Por lo tanto, la variacién es una
caracteristica importante de los SGD, pues en estos sistemas los
conceptos matematicos pueden tomar formas dinamicas visuales,
sujetas a nuestras acciones, que pueden ser o no poderosas.
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Ahora bien, como se menciondé lineas atras, los conceptos centrales
de la Teoria de la Variacion son: el discernimiento, la variacion y la
simultaneidad. A su vez, dentro de la variacion, se pueden identificar
patrones o funciones, las cuales son: el contraste, la generalizacion, la
separacion y la fusion. Ademas, Leung (2003, 2008) define dos tipos
de simultaneidad: sincrénica (diferentes aspectos coexistentes en el
espacio) y diacrénica (un mismo aspecto visto en diferentes momentos
temporales). La Figura 10 ilustra las relaciones entre estos conceptos, de
acuerdo con nuestra interpretacion del autor.

Figura 10. Conceptos de la Teoria de la Variacion.

Conceptos centrales de la|
Teoria de la Variacién

I
| Discernimiento | | Variacion |
T

Simultaneidad
Sincronica
Diacrénica

Patrones o funciones de la

variacion
Generalizacion

Fusion

Contraste

Separacion

Fuente: elaboracion propia

A continuacion, se presentaran los significados de cada uno de estos
conceptos, en el contexto del uso de la herramienta arrastre en un SGD,
a través de algunos ejemplos de problemas geométricos sugeridos por
Leung (2003) y otros propuestos por nosotros desde la interpretacion
de este autor. Adicionalmente, se vera coémo las modalidades de arrastre
de Arzarello et al. (2002) se enmarcan dentro de esta teoria, de acuerdo
con la propuesta de Leung (2008).

Discernimiento p p

Para poder ver algo en cierta forma, una persona debe discernir ciertas
caracteristicas de ese algo (Marton, Runesson y Tsui, citados por Leung,
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2003). ElI discernimiento tiene lugar cuando el individuo se concentra
en las partes (caracteristicas) y, temporalmente, las resalta de la
totalidad (fondo). Los SGD permiten hacer discernimiento en términos
de la existencia de caracteristicas criticas invariantes bajo una variacion
continua de ciertos componentes de una configuracion.

En el ejemplo presentado por Leung (2003) para comprender este
concepto, se estudia un triangulo ABC, construido en un SGD, en el que
se miden los angulos interiores y se calcula la suma de ellos (Figura 11).
Luego, el vértice C es arrastrado de manera que el triangulo ABC sufre
una accion continua; de esta manera se genera una doble variacion: varia
la forma del triangulo y los valores de los angulos internos, mientras lo
que parece invariante es la suma de las medidas de los angulos internos.
Entonces, es evidente que la igualdad mzABC+m/BCA+m/CAB=180°
se mantiene constante, a pesar de las variaciones. En consecuencia,
se obtiene el discernimiento de una caracteristica fundamental de un|
triangulo cualquiera: la suma de los angulos interiores de cualquier]
tridngulo es igual a 180°.

Figura 11. Ejemplo de discernimiento.

m<+ABC=40.19° m<ABC=80.33°

m4BCA=76.1° m<BCA=67.37°
m<4CAB=63.71° m<CAB=32.3°
m4ABC+m<+BCA+m+CAB=180° m<ABC+m<BCA+m<«CAB=180°

Fuente: elaboracion propia

Variacion p p

La variacion les permite a los estudiantes experimentar las caracteristicas
que son fundamentales para un determinado aprendizaje, asi como
para el desarrollo de ciertas capacidades. En otras palabras, estas
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caracteristicas se deben experimentar como dimensiones de variaciéon
(Marton, Runesson y Tsui, citados por Leung, 2003). Una dimensién de
variacién es un aspecto de un conjunto que puede ser sometido a variar.
En los SGD es posible visualizar diferentes dimensiones de variacion de
una situacion geométrica.

Para ilustrar esto, Leung (2003) propone el siguiente ejemplo: dados
dos puntos A y B cualesquiera, construir un circulo que pase por Ay
B. La clave de esta construccidn es localizar el centro del circulo. En
consecuencia, la primera solucién posible es en la que se consideran
Ay B como extremos de un didmetro de dicho circulo. Por lo tanto, el
centro C del circulo corresponde al punto medio entre A y B (Figura
12). De esta forma, cuando varian las posiciones de A y B, varia también
la posicion de C.

Sin embargo, esta estrategia es una soluciéon particular al problema.
Leung plantea que, en lugar de considerar A y B como extremos de un
diametro, estos pueden ser puntos arbitrarios del circulo. Entonces,
para localizar el centro del circulo se debe pensar en radios y no en el
diametro. Por lo tanto, la estrategia alternativa consiste en representar
un punto arbitrario C y los segmentos AC y BC. Luego, medir dichos
segmentos y arrastrar C a una posicion en la que las longitudes de
estos segmentos sea la misma (Figura 13). Al realizar la exploracién, se
encuentra que la posicion de C que cumple esta condicién no es tnica.
Es decir, existe mas de un circulo que contiene a los puntos A y B. En
este caso, el punto C es el aspecto del conjunto que ha sido sometido
a variar para explorar el problema; mientras que A y B se han dejado
como fijos.

Figura 12. Ejemplo de variacion 1.

Fuente: elaboracion propia
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En

Figura 13. Ejemplo de variacion 2.

Fuente: elaboracion propia

esta situacion es posible reconocer los diferentes patrones o

funciones de la variacién:

Contraste. Para experimentar algo, una persona debe experimentar
algo mas con lo que pueda compararlo (Marton, Runesson y Tsui,
citados por Leung, 2003). En el ejemplo que se esta desarrollando,
las posiciones de C que dan o no lugar al circulo, proporcionan
una experiencia de contraste. Siguiendo a Leung (2008), es
posible identificar dos tipos de arrastre que se pueden ejecutar
para realizar contraste: arrastre errdtico y arrastre guiado.

o Arrastre errdtico. El estudiante arrastra el punto C de manera
aleatoria, sin un plan predefinido, para buscar posiciones
de este en las que los segmentos AC y BC tengan la misma
longitud. De esta manera, €l logra contrastar posiciones en las
que se cumple la propiedad y aquellas en las que no.

o Arrastre guiado. El estudiante arrastra el punto buscando
mantener una forma favorable en la configuracién. En este
caso, aquella en la que las longitudes de los segmentos AC y BC
son iguales. Asi contrasta posiciones en las que la igualdad se
mantiene y aquellas en las que no lo hace.

Separacién: Para experimentar un cierto aspecto de algo, y con el
fin de separar este aspecto de otros aspectos, este se debe variar
mientras que otros aspectos se mantienen invariables (Marton,
Runession y Tsui, citados por Leung, 2003). En el episodio
de arrastre estudiado, las posiciones de A y B se mantienen
fijas, mientras que C varia. A pesar de que la invariancia de
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las posiciones de A y B no es una condicioén para el problema,
si es necesaria para separar el lugar de validez" cuando C varia
de una manera especifica. De acuerdo con Leung (2008), el
arrastre guiado, el arrastre en linea y el arrastre de lugar mudo
son modalidades que podrian constituir estrategias de separacion
y a través de las cuales es posible discernir el lugar de validez
de un determinado fenémeno geométrico, lo cual constituye
un patron invariable o propiedad que podria convertirse en
una caracteristica critica en la formacién de una conjetura. En
particular, Leung sefiala que este proceso se puede ejecutar a
partir del uso de la herramienta Traza o, en el caso de GeoGebra,
Rastro, como se verd a continuacidn.

o Arrastre guiado. El estudiante activa la opcion Rastro del punto
C y arrastra el punto manteniendo iguales las medidas de los
AC y BC (Figura 14). De esta forma, se logra observar una
trayectoria que se aproxima al lugar de validez del problema
estudiado. Asi, la separacion permite centrarse en el punto C,
mientras que A y B se mantienen fijos y, a su vez, revela un
potencial patrén invariable o propiedad que, en este caso, es la
forma lineal que describe el arrastre de C.

o Arrastre en linea. El estudiante detecta que las diferentes
posiciones que puede ocupar el punto C estan sobre una linea.
Luego, empieza mover el punto C a estas posiciones y a marcar
las mismas con puntos. Adicionalmente, el alumno puede
construir la recta que pasa por dos de estos puntos (Figura 15).
En este caso, la separacién se puede interpretar de la misma
forma que en el arrastre anterior, entendiendo que el estudiante
se concentra en el punto C.

o Arrastre de lugar mudo. El estudiante mueve el punto C para
que la figura mantenga una propiedad descubierta. En este caso,
dicha propiedad es la que se descubrié en los arrastres de la
Figura 14 y la Figura 15, es decir, la linealidad de la trayectoria
del punto C, cuando los segmentos AC y BC tienen la misma
longitud.

11 Segun Leung y Lopez-Real (2002, citados por Leung 2008), en un SGD, el lugar de
validez es el camino que recorre un punto de una configuracion geométrica, al ser
arrastrado, de tal forma que se cumpla una condicién sobre dicha configuracion.
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Figura 14. Arrastre guiado para separar.

Fuente: elaboracion propia

Figura 15. Arrastre en linea para separar.

Fuente: elaboracion propia

o Generalizacién. Con el fin de entender completamente lo que
es algo, debemos experimentar variando las apariencias de ese
algo (Marton, Runesson y Tsui, citados por Leung, 2003). En el
ejemplo en cuestidn, es posible hallar todos los circulos solucion
si se arrastra el punto C, buscando mantener iguales las longitudes
de los segmentos AC y BC, con la traza activada (Figura 14).
El lugar geométrico obtenido es la mediatriz del AB, es decir,
todos los puntos de esta recta son centros de los circulos que
contienen a A y B. Por lo tanto, en los SGD es posible obtener
una visualizacién de la generalizaciéon en la variacion. Ahora,
de acuerdo con Leung (2008), la generalizacién en un SGD esta
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relacionada con la construccion de una figura robusta'?, es decir,
una figura generalizada con respecto a una condicién dada, tal que
satisface la condicion a través del arrastre. El arrastre vinculado y
el arrastre test son modalidades de arrastre que permiten realizar
el proceso descrito.

+ Arrastre vinculado. El estudiante usa las herramientas del
software para construir la mediatriz del AB. Luego, usa la
herramienta Limita/Libera punto, para ubicar el punto C sobre
la mediatriz construida. De esta forma, es posible arrastrar el
punto C sobre la mediatriz para verificar la igualdad entre las
longitudes de los segmentos AC y BC (Figura 16).

o Arrastre test. El procedimiento realizado en el arrastre
vinculado descrito antes constituye, a su vez, un tipo de arrastre
test, ya que, al mover el punto semi-arrastrable C, se comprueba
que la mediatriz construida mantiene la propiedad deseada (la
congruencia de AC y BC). Por lo tanto, se dice que la figura
pasa la prueba. Asi, se han observado diferentes apariencias
de la construccién (modificando la posicion del punto C y las
longitudes de AC y BC), mientras que la condicién AC=BC
permanece invariante.

Figura 16. Arrastre vinculado para generalizar.

Mediatriz

Fuente: elaboracion propia

12 Una figura robusta en un SGD es aquella que conserva las propiedades que la
definen aun cuando sus elementos sean arrastrados. Por ejemplo, un cuadrado
construido en un SGD es robusto, si al arrastrar cualquiera de sus elementos, se
mantiene la congruencia de sus lados y la medida de 90° de sus cuatro angulos.
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Figura 17. Arrastre para fusionar.

Mediiatriz

Fuente: propia

o Fusion. Si hay varios aspectos criticos que el estudiante debe tener
en cuenta al mismo tiempo, todos ellos deben ser experimentados
de manera simultanea (Marton, Runession y Tsui, citados por
Leung, 2003). En el ejemplo, la igualdad entre las longitudes
de los segmentos, la mediatriz descubierta mediante el arrastre
y el circulo de centro C que pasa por los puntos A y B, son
aspectos criticos que pueden manifestarse visualmente y al
mismo tiempo de una manera continua. La Figura 17 muestra la
fusion, al momento que C es arrastrado a lo largo del lugar de
validez. Leung (2008), sefiala que la fusion se puede ejecutar a
partir de diferentes estrategias de arrastre que permitan variar
continuamente diferentes partes de un objeto de exploraciéon en
un SGD.

La Tabla 4 resume las definiciones que Leung le ha otorgado a cada

uno de los patrones o funciones de variaciéon en los documentos
considerados para nuestro trabajo.
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Tabla 4. Definiciones de los patrones o funciones de la variacion.

Documento )
Patrén Leung (2003) Leungy Yip-Cheung (2006)* Leung (2008)
de variacion
Contraste Para experimentar algo, una Mientras que se Contrastar es ver diferencias,
persona debe experimentar experimentan OBy no OB, comparar entre lo que es y lo que
algo més con lo que pueda las caracteristicas de OB no es, asi, es posible anticipar
compararlo. podrian ser discernidas. (conjeturar) lo que puede sery lo
que no puede ser.
Elarrastre erratico y el arrastre
guiado son dos modalidades de
arrastre para contrastar.
Separacion Para experimentar un cierto Cuando una parte Separar, durante un episodio de

aspecto de algo, y con el fin
de separar este aspecto de
otros aspectos, se debe
variar mientras que otros
aspectos se mantienen
invariables.

constitutiva (una dimension
de variacion) de OB varia
mientras que otras partes de
OB permanecen fijas, se
pueden identificar patrones
ocultos relacionados con OB.

arrastre, consiste en decidir qué se
debe enfocar (primer plano) y qué
debe ser puesto temporalmente a
un lado 0 mantenerse fijo (fondo),
para evidenciar patrones
geométricos ocultos o las
propiedades invariantes.

Elarrastre guiado, el arrastre en
linea y el arrastre de lugar mudo
son estrategias de arrastre para
separar.

Generalizacion

Con el fin de entender
completamente lo que es
algo, debemos
experimentar variando las
apariencias de ese algo.

Mientras se experimentan
diferentes apariencias de OB,
las propiedades invariables (o
conceptos) de OB pueden ser
determinadas.

La generalizacion en un SGD se
posibilita a través de la
construccion de una figura
robusta que permite verificar
invariantes bajo diferentes
apariencias del objeto de
exploracion.

Elarrastre vinculado y el arrastre
test son modalidades de arrastre
para generalizar.

Fusion

Si hay varios aspectos
criticos que el estudiante
debe tener en cuenta al
mismo tiempo, todos ellos
deben ser experimentados
de manera simultanea.

Al mismo tiempo que se
experimenta diferentes
caracteristicas criticas de OB
simultdaneamente, puede
surgir algun “significado”
relacionado con OB.

La fusion se trata de experimentar
diferentes caracteristicas criticas
de un fenémeno al mismo tiempo.
Diferentes partes de un objeto de
exploracion en un SGD se pueden
variar continuamente a través de
diferentes estrategias de arrastre.

Fuente: elaboracion propia

13 Leung y Yip-Cheung (2006) denotan como OB al objeto de estudio o de
exploracidn en el contexto del SGD.
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De acuerdo con Leung (2008), la simultaneidad es un concepto clave
para comprender como las funciones de la variacién pueden promover
el discernimiento y la conciencia. Experimentar variaciéon equivale
a experimentar diferentes instancias temporales o espaciales de un
fendmeno al mismo tiempo, a esto se le denomina simultaneidad.

Segun sefnala Leung (2003), experimentar variaciones simultdneas
es una caracteristica unica de los SGD y esto es lo que hace que estos
sistemas sean un poderoso medio de adquisiciéon de conocimientos.
Variar las diferentes partes de un objeto a través del arrastre, permite
tener una conciencia simultdnea de diferentes aspectos criticos de una
situacion geométrica vy, por lo tanto, da lugar a un espacio potencial
para la observacion de la estructura matematica y el significado de
diferentes formas cualitativas. Este tipo de simultaneidad es probable
que constituya el momento crucial en la formacion de conjeturas
matematicas, e incluso en la formulacién de la prueba matematica.

Leung (2003, 2008) define dos tipos de simultaneidad:

o Simultaneidad sincronica. Consiste en experimentar diferentes
aspectos coexistentes de la misma cosa, al mismo tiempo (Marton,
Runesson y Tsui, citados por Leung, 2003). La Figura 16 muestra
un ejemplo de simultaneidad sincrénica en un SGD. En esta
situacion, diferentes caracteristicas crl’ticﬁ cogisten visualmente
en la misma imagen: las longitudes de AC y CB, la mediatriz del
AB y el circulo que pasa por A y B. Todas estas caracteristicas
producen una experiencia simultdnea de las relaciones entre todas
las partes.

o Simultaneidad diacrénica. Consiste en experimentar las diferentes
instancias que varian al respecto de forma simultanea, es decir,
experimentar casos que hemos encontrado en diferentes puntos
en el tiempo, al mismo tiempo (Marton, Runesson y Tsui,
citados por Leung, 2003). En particular, en el caso del problema
de la construccion desarrollado lineas atrds, la simultaneidad
diacronica se manifiesta visualmente en el rastro que deja el
arrastre del punto C, cuando las distancias son iguales. Cada
ubicacion anterior del punto C en dicho rastro es una experiencia
pasada y es visualmente coexistente con la posicion actual de C.
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————J Discernimiento anidado p p

Leung (2008) propone una manera de experimentar la exploracion
con la herramienta arrastre en un SGD, estructurada en funciones
de variacién que consiste en un anidamiento de tres modos de
discernimiento (Figura 18).

Figura 18. Discernimiento anidado.

111 Arrastre para fusionar Z \
IT Arrastre para generalizar
IA IB
Arrastre para Ia Arrastre para
contrastar separar

Fuente: propia

De acuerdo con este esquema, Leung (2008) sugiere que cualquier tarea
resuelta en un SGD a través del arrastre, puede empezar con el modo
de discernimiento I, en el cual se combinan dos patrones de variacion.
El modo IA es el arrastre para contrastar, que se usa para determinar
diferentes dimensiones de variacion y para observar cualquier patrén
emergente que podria conducir al modo de discernimiento IB. El modo
IB es el arrastre para separar, en el que se elige una dimension para
que sea la variante mientras que otras dimensiones se mantienen fijas.
Ademas, la interaccion entre IA y IB posibilita la construccion de un lugar
de validez para la dimensién de variacion elegida y, en consecuencia,
la formacién de una conjetura preliminar. El transito entre estos dos
modos, permite el paso natural al modo de discernimiento II (en el que
se incrusta el modo I), cuyo propdsito es buscar la generalizacion de
lo que fue descubierto en el modo I. Cuando esto se logra, se alcanza
el modo de discernimiento III, en el que las diferentes caracteristicas
criticas del objeto se pueden observar simultdneamente a través de
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diferentes modalidades de arrastre que, posiblemente, se realizan sobre
una figura robusta. Leung sefala que, a lo largo de estos tres modos
de discernimiento, se ejecutan las diferentes modalidades de arrastre
correspondientes a cada patrén de variacion.

Tareas digitales p p

Para finalizar este apartado, nos parece oportuno definir algunos
conceptos claves para el desarrollo de nuestra propuesta desde los
planteamientos de Leung (2011). Como lo sefiala este autor, una farea
en un entorno pedagdgico consiste en una propuesta de actividades,
dirigida a los estudiantes, con un propdsito de aprendizaje. Un entorno
pedagdgico puede estar formado por maestro(s), estudiantes, el espacio
fisico, las herramientas utilizadas para la ensefianza y el aprendizaje,
e incluso, el uso de enfoques pedagodgicos en el aula. De acuerdo con
esta definicion y con nuestro interés de proponer tareas mediante el uso
de GeoGebra y Moodle, las tareas que vamos a disefiar constituyen un
entorno pedagdgico formado por el estudiante, el computador como
herramienta, tareas que hacen uso de un SGD y un AVA vy, por ultimo,
el enfoque tedrico elegido para definir la Actividad Demostrativa, en
particular, los procesos de conjeturaciéon y argumentacién. Desde
nuestra interpretacion, las tareas digitales son aquellas que se proponen
haciendo uso de algun tipo de material digital.

Actividad demostrativa

Para el estudio de la actividad demostrativa abordaremos de manera
general la concepcion planteada por el grupo de Aprendizaje y Ensefianza
de la Geometria [A£¢G] de la Universidad Pedagdgica Nacional
(Colombia), teniendo en cuenta que nuestro trabajo se adscribe la
linea de investigacion Argumentacion y Prueba en Geometria de dicho
grupo. En este caso, se considera pertinente aclarar qué se entiende por
razonamiento, argumentacion, conjetura, justificacion y otros. Por otro
lado, se hace necesario detenernos en el estudio de los argumentos, para
ello utilizamos la teoria que realizan Harel y Sowder (1998), ya que, por
la naturaleza de la propuesta, nos interesa abordar este proceso desde
un punto de vista restringido a la actividad individual del estudiante, al
auto convencimiento de quien interactiia con el material digital, a partir
de tareas sugeridas.
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Los procesos de conjeturacion y de justificacion, al interior del grupo
Z+G, hacen parte de la actividad demostrativa y se encuentra una
fuerte relacion entre ellos. En palabras de Samper, Molina, Perry y
Camargo (2013) “se justifica lo que se conjetura” (p. 17). Aunque el
proceso de conjeturacion suele surgir antes que el de justificacion
(Franco y Moreno, 2011), no significa que los procesos se desarrollen
por separado.

La conjeturacion es un proceso en el que los estudiantes realizan acciones
como observar, visualizar, explorar, analizar, generalizar, verificar,
entre otras, sobre los objetos geométricos. La finalidad del proceso de
conjeturacion es que surja un enunciado o conjetura y que esta tenga un
cardcter general. A pesar de su caracter general solo se puede sospechar
un alto grado de certeza, esto significa que se desconoce su nivel de
validez hasta que sobre la conjetura se realice una justificacion.

El grupo £«G entiende que la justificacion es un proceso cuya meta
es la producciéon de una argumentacién que valide la conjetura
formulada, es decir, la sustente como verdadera dentro de algun
sistema de conocimiento (Samper y Molina, 2013); normalmente
la argumentaciéon que valida la conjetura, dentro del proceso de
justificacion, usa los axiomas y teoremas producidos con anterioridad,
es decir, es una argumentacion de caracter deductivo. Es en este proceso
de justificacién donde las acciones de explicar, probar y demostrar
conducen a la busqueda y organizaciéon de ideas que permitan
conformar la demostracion de la conjetura, es decir, que justifiquen la
conjetura encontrada.

De acuerdo con Samper y Molina (2013), no hay actividad demostrativa
sin razonamiento y sin argumentacion, estamos de acuerdo en que
estas actividades estdn tan fuertemente enlazadas que se hace necesario
distinguir qué entendemos por razonamiento y argumentacion.

En primer lugar, para el grupo A£G el razonamiento o mejor el
razonamiento matematico, hace uso de las reglas de las matematicas,
para conectar experiencias y saberes en busqueda de indagar, obtener
nueva informacidn, interpretar la informacion, explicar los hechos
hallados, formular dudas, contradecir, refutar, concluir, etc. En segundo
lugar, por argumento se entiende que es un enunciado oral o escrito
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dirigido a uno mismo o a otra persona (Samper y Molina, 2013). Los
argumentos son formulados con el propdsito de apoyar una idea y a
esto se le llama argumentacion. Si lo que se desea es rechazar la idea se
realiza un proceso de contraargumentacion en el que deben presentar
contraargumentos.

Consideramos que los argumentos son producidos durante el
desarrollo de los procesos de conjeturacion y de justificacion, es decir,
estan presentes durante toda la actividad demostrativa, tal como lo
mencionan Franco y Moreno (2011), “..es como si la argumentacién
fuera el telén de fondo..” (p. 30). Ahora bien, los argumentos que
surgen durante el desarrollo de la actividad demostrativa se presentan
de formas diferentes que permiten su clasificacion y estudio como se
muestra mas adelante acuerdo a la propuesta de Harel y Sowder (1998).

Conjeturacion p p

Como se menciono antes, nuestro interés es favorecer la argumentacion,
entendida como aquellas justificaciones que conducen al auto
convencimiento y la persuasion individual respecto a la validacién
de una conjetura, haciendo uso del dinamismo y la interactividad de
un conjunto de tareas digitales. Esto marca diferencias entre la forma
habitual de investigar en el grupo & « G y nuestros objetivos, veamos:

En primer lugar, en el proceso de conjeturacion los estudiantes realizan
acciones como observar, visualizar, explorar, analizar, generalizar,
verificar, entre otras que favorecen la argumentaciéon desde una
perspectiva del autoconvencimiento del estudiante, mediado, claro
estd, por las tareas digitales propuestas, tal como es nuestro interés.
Por otro lado, el proceso de justificacion favorece la creacién de
argumentos deductivos que seguramente seran producto no solo del
autoconvencimiento sino también de la discusién con los pares y con el
docente, por lo cual el analisis del proceso de justificacion desborda el
interés de esta investigacion.

Una segunda diferencia se evidencia al tener en cuenta la perspectiva
sociocultural en la que se enmarca la actividad demostrativa, pues este
es el enfoque de referencia del grupo de investigacion £ « G (Franco y
Moreno, 2011), de tal forma, es necesario mencionar que en el enfoque
sociocultural las interacciones entre estudiantes y entre docente-
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estudiante son favorecidas, por esta razén multiples investigaciones
surgidas en el seno del grupo A«G benefician las interacciones pues se
considera que en ellas los estudiantes pueden explicitar los resultados
del proceso de conjeturacion.

Se vislumbra la diferencia de intereses con esta investigacion, ya que en
las investigaciones del grupo ZA«G se favorecen las interacciones entre
estudiante-estudiante y entre docente-estudiante, para nuestro caso nos
interesa estudiar los argumentos surgidos de la interaccion estudiante-
tareas digitales.

Argumentacion p p

En la vida cotidiana la argumentacién es empleada de manera informal
y no necesariamente debe conducir a una verdad (Arellano, 2013), la
argumentacion se aplica a cuestiones importantes para el individuo
siendo el lenguaje habitual el medio para expresar y convencer. A
pesar de lo anterior es claro, como lo sefiala Arellano (2013), que este
razonamiento informal no es exclusivo de la vida cotidiana ya que es
usado con frecuencia por las ciencias naturales y las matematicas, es
mas, sucede como lo mencionan Godino y Recio, quienes consideran
“a estas practicas argumentativas informales no deductivas como los
primeros estadios de la demostracion” (Godino y Recio citados por
Arellano, 2013, p.15).

En el desarrollo de este estudio centramos la atencién en la
argumentacion desde un punto de vista restringido a la actividad
individual del estudiante. En ese sentido, entendemos la argumentacién
desde la concepcion de Harel y Sowder (citados por Flores, 2007),
quienes la definen como aquellas justificaciones que conducen al auto
convencimiento y la persuasién individual respecto a la validacién de
una conjetura.

Tal vez parezca poco comun entender la argumentacion de la forma
limitada como la queremos explorar en esta investigacion, sin embargo,
no es lejana de las concepciones de argumentacién que tienen otros
autores, veamos:

o Samper et al. (2013) entienden que un argumento es un enunciado
oral o escrito dirigido a uno mismo o a otra persona, producido
con el propdsito de apoyar una idea.
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« Para Duval la argumentacién es “mas bien un razonamiento ligado
al uso del lenguaje natural que obedece a vinculos de pertinencia
y tiene como objetivo el convencimiento de los demds o de si
mismo, siendo por tanto muy cercano a las practicas discursivas
espontaneas” (Arellano, 2013, p.12).

Antes se habia descrito que el grupo de investigacion Z£«G sostiene que
los argumentos son formulados con el propdsito de apoyar una idea y
a esto se le llama argumentacion. El grupo también se interesa por el
estudio de los argumentos para lo cual se apoya entre otros trabajos en
la version reducida que Boero, Douek, Morselli y Pedemonte (citados
por Samper y Molina, 2013, p.19) presentan del modelo de argumentos
que Toulmin publicé por primera vez en 1958, obra en la que el autor
establece una estructura para los argumentos que es usada por el
grupo Z«G con la intencion de clasificarlos en argumentos inductivos,
abductivos y deductivos.

El estudio realizado por Toulmin (2007), si bien es bastante completo,
no es el unico que permite una clasificacion de los argumentos, por
ejemplo, Harel y Sowder (1998), autores de quienes tomamos la
definicion de argumento, proponen los esquemas de demostracion que
son retomados y ampliados en investigaciones (C. Flores et al., 2010;
Flores, 2007) en las que los esquemas son utilizados para clasificar los
argumentos y determinar qué esquemas de argumentacion se usan
al resolver actividades en un ambiente de geometria dindmica. De
acuerdo con este autor, un esquema de argumentacion es “el conjunto
de acciones y razonamientos que un individuo pone en juego para
justificar o explicar un resultado o para validar una conjetura nacida
durante el proceso de resolucion de un problema” (Flores, citado por
C. Flores et al., 2010, p. 27). Los esquemas de argumentacion se pueden
clasificar en:

o Autoritarios. Los argumentos del estudiante se basan en los
argumentos hechos por una autoridad, que puede ser un libro de
texto, el profesor o un compaiiero.

o Simbdlicos. El estudiante usa el lenguaje y los simbolos matematicos
de una forma poco consistente, sin llegar a conclusiones reales e,
inclusive, mencionando conceptos poco claros o inventados.
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« De recuento fdctico. Se exponen los pasos que se realizaron a
manera de explicacion o justificacion de algun resultado obtenido.

« Empiricos. Se apoya en hechos fisicos o en un dibujo, los cuales
constituyen el argumento por si mismo y no un apoyo para el
argumento.

o Analiticos. Sigue una cadena deductiva, que no necesariamente

conduce a una conclusion valida. Las proposiciones usadas en este
tipo de esquema se pueden ajustar a una estructura condicional.
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;Cual fue nuestra ruta?

En este capitulo mencionamos las diferentes consideraciones
metodoldgicas que tuvimos en cuenta para el desarrollo del trabajo de
grado. En primer lugar, indicamos la perspectiva investigativa que se
corresponde al trabajo desarrollado. En segundo lugar, describimos
cdmo realizamos la recoleccidén de la informacidn, a continuacion,
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relatamos el contexto educativo en donde fueron implementadas las
tareas disefiadas y recolectados los datos. En cuarto lugar, presentamos
el disefio de la tarea 1, como ejemplo de la secuencia de tareas digitales
propuesta, los demas disefios de las tareas y un analisis descriptivo de
cada una de ellas pueden encontrarse en el Anexo 1. Finalmente, se
mencionamos las herramientas tedricas con las que se realizd el analisis
de los datos recolectados, con miras a trazar resultados y conclusiones
del estudio de acuerdo a los objetivos del mismo.

Perspectiva investigativa

Las actividades fueron aplicadas en sesiones de clase con cerca de 35
estudiantes de grado séptimo, en sesiones de clase de hora y cincuenta
minutos, hombres y mujeres cuyas edades oscilan entre los 12 y 16 afios
y, aunque contabamos con la plataforma Moodle para almacenar tanto
las modificaciones realizadas a los applets por accion de los estudiantes
como las respuestas a cada pregunta, la experiencia obtenida con
las pruebas piloto realizadas a un grupo de estudiantes de similares
caracteristicas, ademas de permitirnos mejorar las tareas, mostré que
era necesario, para nuestra labor investigativa, realizar un seguimiento
continuo y detallado durante la interaccion estudiante-tarea digital y
de los procesos que tuvieron lugar durante dicha interaccién, por tal
razon decidimos centrar nuestra atencién en la actuaciéon de un grupo
de pocos individuos, es por esto que reportamos el trabajo realizado por
tres estudiantes al interactuar individualmente con las tareas digitales
disenadas en GeoGebra y dispuestas en una plataforma Moodle.

Segun se infiere de lo descrito en el parrafo anterior, nuestra
investigacion es un estudio de casos (Gutiérrez, 1991) analizado desde
una perspectiva cualitativa, puesto que tratamos de indagar como las
tareas digitales pueden ser utilizadas para favorecer la argumentacién
apoyandonos en diferentes elementos que fungen como herramientas
didacticas o teoricas tales como los SGD vy la teoria de la variacion.

Para la recoleccion de los datos fueron elegidos un estudiante hombre
y dos mujeres, un estudiante de cada género fue elegido por tener alto
rendimiento en la asignatura de matematicas y la estudiante restante
tenfa un rendimiento promedio. Sin embargo, sus experiencias eran
distintas. Por ejemplo, el chico habia estudiado grado sexto en la misma
institucion en donde se aplicaron las tareas, las dos chicas venian de
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otras instituciones educativas, una de ellas hacia grado séptimo por
segunda vez y aspiraba a promocién anticipada.

Recoleccion de la informacion

Las clases en las que se recolect6 la informacion fueron realizadas en
el aula de informatica del colegio. Para la aplicacién y recoleccién de la
informacidn se dispuso, por cada uno de los tres estudiantes analizados,
un computador portatil con acceso a internet, ademas se instal6 en
cada uno el software Camtasia que fue empleado para grabar en
video las interacciones, sucedidas en pantalla del computador, entre
el estudiante y la tarea digital. Con este programa se registré ademas
el audio de las conversaciones que sostuvieron el estudiante con el
docente acompafante y un video adicional que capturd, con ayuda de la
camara frontal, lo ocurrido frente al computador mientras el estudiante
desarrollaba cada tarea. El resto de estudiantes de la clase trabajé de
manera individual o por parejas en la solucion de las mismas tareas
utilizando los computadores portatiles del aula y sus registros fueron
guardados en la plataforma Moodle.

Sobre las interacciones entre estudiantes y docente acompdfate es
importante mencionar que aunque inicialmente esta interaccién no
estaba planeada, las pruebas piloto revelaron que era necesaria, pues en
ocasiones fue necesario brindar asesoria sobre el uso del SGD y demas
aspectos técnicos de la tarea y en otras, fue necesaria la interaccién
cuando las ideas de los estudiantes no resultaban claras, también cuando
los estudiantes no verbalizaban ideas o estrategias que podrian resultar
de importancia para el analisis.

En todo caso la intervencion de los docentes se realizé con la intencién
de apoyar la recoleccion de los datos y no como lo seria la interaccién
de un docente de aula habitual quien por ejemplo, intentaria guiar a los
estudiantes para permitirles hallar ‘las respuestas correctas. En algunas
secciones del analisis se verd la interaccion de los estudiantes con el
docente o la docente, esto obedece a que en la practica, los dos autores
de este proyecto estabamos dispuestos a interactuar segun lo requiriera
la situacion.

14 El software y una descripcion de este pueden ser encontradas en https://www.
techsmith.com/camtasia.html
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Por otro lado, y no menos importante, las tareas digitales fueron
dispuestas en la plataforma Moodle del colegio y provista con el M6dulo
de GeoGebra para Moodle [MGM]. Estas tareas fueron disefiadas con
la intencién de recolectar datos para luego ser analizados, por tanto
coinciden con lo que Medina, Manrique y Sua (2017) llaman Actividades
de Seguimiento.

Disponer de las tareas en linea favorecio la aplicacién de las tareas y
su posterior analisis. En primer lugar, permitié ejecutar los applets
en computadores que no tenian el software GeoGebra instalado,
situacion que resulta relevante cuando la instalacién de programas se
encuentra restringida, como sucede en los colegios publicos. Por otro
lado, los cambios en la configuracién y las respuestas que realizaron los
estudiantes quedaron almacenadas en la plataforma, en linea y fueron
descargadas para su revision.

Contexto educativo

Las tareas digitales desarrolladas fueron aplicadas en Bogota con
estudiantes de un curso de grado séptimo, en una institucién educativa
distrital de la localidad de Bosa donde labora uno de los autores de esta
investigacién.

La experiencia de trabajar en un colegio de esta localidad permite a
afirmar que la movilidad de estudiantes de una institucion educativa
distrital a otra es bastante frecuente. En el curso en el que se hizo la
recoleccidon de datos fueron pocos los alumnos que estudiaron los
grados quinto, sexto y hacen el séptimo en la misma institucién; una
de las razones, como se mencioné antes, es la movilidad estudiantil,
otra, es que alli llegan estudiantes de otras ciudades a continuar su
bachillerato. Atendiendo a lo antes mencionado, en clase se realizaron
algunas preguntas a los estudiantes con la finalidad de identificar el
nivel de apropiacion de los conocimientos geométricos que, se supone,
deberian conocer o por lo menos haber estudiado con anterioridad.

El diagndstico mostré que en muchos casos los estudiantes hacian
referencia a los objetos geométricos haciendo uso de imégenes mentales
que no coincidian con la definicién. Por ejemplo, algunos afirmaron
que lo observado en la Figura 19 no es un triangulo o dudaron que
lo sea pues no coincide con los “otros triangulos” que han visto.
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Se encontraron estudiantes que usaban indistintamente la palabra
cuadrado y rectangulo para referirse a uno u otro. La mayoria de los
estudiantes desconoci6 la palabra segmento y, ademas, desconocian la
notacién de los elementos geométricos. Luego, en didlogo verbal con
ellos, algunos estudiantes reconocieron haber abordado el estudio de
la geometria de manera poco profunda, mientras que el resto de ellos
sefialé no haber estudiado geometria con anterioridad.

Figura 19. Objeto que segun estudiantes no es un triangulo

Fuente: propia

Durante el primer trimestre de clases, se abordé con el grupo el estudio
de objetos geométricos, revisando definiciones y notaciéon de objetos
como segmento, semirrecta, puntos colineales, circunferencia, cuerda
de una circunferencia, angulos, etc., solicitando que hicieran ejemplos y
contraejemplos. También se estudiaron unas pocas proposiciones de la
forma si-entonces.

Para la recoleccion de los datos fueron elegidos un estudiante hombre
y dos mujeres, un estudiante de cada género fue elegido por tener alto
rendimiento en la asignatura de matematicas y la estudiante restante
tenfa un rendimiento promedio. Sin embargo, sus experiencias eran
distintas. Por ejemplo, el chico habia estudiado grado sexto en la misma
institucion en donde se aplicaron las tareas, las dos chicas venian de
otras instituciones educativas, una de ellas hacia grado séptimo por
segunda vez y aspiraba a promocién anticipada.

Diseno de la secuencia de tareas

Para el disefio de las tareas digitales se tuvo en cuenta que los estudiantes
habian tenido poco acercamiento al programa GeoGebra. Por lo cual
pensamos que era necesario escribir las instrucciones de las actividades
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de tal manera que fueran comprensibles para alguien que, como en el
caso de nuestros estudiantes, hubiera tenido poco contacto con un SGD
Yy, aunque una escritura clara de las instrucciones era importante para el
diseflo, nos preocupd que por la poca experiencia resultara complicado
para los estudiantes abordar un problema en el que se requiriera por
ejemplo: realizar distintos tipos de arrastre que no conocian, utilizar
herramientas para realizar construcciones, medir distancias o angulos,
elegir entre varios objetos geométricos en cual o cuales centrar la
atencion, variar algunos aspectos mientras otros aspectos permanecen
invariantes, conjeturar sobre los fenémenos geométricos estudiados,
entre otros.

Conscientes de lo anterior, decidimos dividir las tareas por etapas,
esto significa que no solicitariamos a los estudiantes la solucién de
problemas abiertos en los que ellos, como resultado a una pregunta
abierta, proponen una conjetura surgida de la exploracion realizada
sobre una figura que debian construir siguiendo una secuencia de
pasos establecida, como es practica habitual en algunas investigaciones
(ver Baccaglini-Frank y Mariotti, 2010; Arzarello et al., 2002; Olivero,
2002; Samper, Perry, Camargo, Molina, y Echeverry, 2010; Samper y
Molina, 2013).

En lugar de disefar tareas con un problema abierto, disefiamos tareas
donde cada una estaba compuesta por una serie de etapas en las que,
para centrar la atencion y las acciones del estudiante, se preparé un
enunciado que bien podria ser una pregunta, una instruccién o ambas
y una construccion con la que él podia interactuar mediante arrastre de
los puntos que la conformaban. En cada etapa, el arrastre de los puntos
de la construccion fue bloqueado o permitido atendiendo a qué parte de
la configuracion se queria resaltar de forma que el estudiante por medio
de la interaccion con el applet lograra superar cada una de las etapas
hasta completar la tarea.

Este disefio nos permiti6 dirigir a los estudiantes por un camino que al
recorrerlo no solo les aportaba para la solucion de la tarea, también les
permitia ganar destreza en el manejo de SGD. Por ejemplo, conocieron
distintos tipos de arrastre, utilizaron distintas herramientas, hicieron
algunas construcciones, etc.
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Con el disefio de cada tarea perseguimos que el estudiante, luego de
realizarla, modificara o reafirmara los argumentos que debian surgir a
partir de los hechos geométricos explorados etapa tras etapa de la tarea.
Cada etapa fue disenada pensando en favorecer (i) las funciones de la
variacion: Contraste, Separacion, Generalizacion o Fusion — explicadas
antes en la seccion dedicada a la Teoria de la Variacién- y (ii) algunos
de los tipos de arrastres mencionados en la seccidn Sistemas de
Geometria Dindmica y la herramienta arrastre de este documento. El
disefio se proyectd para que los estudiantes desarrollaran modalidades
de arrastre y funciones de la variacién basicas en las etapas iniciales y
que progresivamente fueran avanzando hacia arrastres y funciones de
la variaciéon mds avanzadas y de esta forma llevar a los estudiantes a
experimentar los hechos geométricos de maneras nuevas y poderosas.

Con las ideas anteriores en mente y nuestro deseo por disefiar tareas
que promovieran la argumentacion y el descubrimiento de lugares
geométricos relacionados con medidas de angulos, longitudes o formas,
tomamos hechos geométricos ampliamente conocidos por la comunidad
matematica, trabajados habitualmente como problemas abiertos en
cursos de geometria plana, y los adaptamos pensando en que su desarrollo
pudiera ajustarse al disefio por etapas, hicimos la programacion de ellos y
aplicamos varias pruebas piloto.

La experiencia que tuvimos luego de aplicar pruebas piloto nos permiti6
reconsiderar algunos aspectos del disefio, por ejemplo: (i) modificamos
el lenguaje empleado en las instrucciones, que inicialmente fue muy
disciplinar y técnico, por uno mas cercano al lenguaje habitual de los
estudiantes, (ii) vimos necesario realizar el acompafiamiento como
docentes durante el desarrollo de las tareas, pues nos dimos cuenta que
a pesar de los intentos por escribir las instrucciones con el lenguaje mas
sencillo siempre se presentaban cuestionamientos sobre el uso del SGD.
(iii) modificamos la barra de herramientas que tendrian a disposicién
los estudiantes de acuerdo a las necesidades de cada una de las tareas y
creacion de la herramienta Mostrar Huella descrita con mayor detalle
en el siguiente titulo de este documento. (iv) incluimos en el disefio
un control que permitié a los estudiantes la navegacion entre etapas ya
superadas, pues en los disefios iniciales solo se permitié al estudiante
abordar la etapa 1 y tras ella la 2, luego la 3 y asi sucesivamente, sin
permitir la navegacion hacia atras.
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Cabe senalar, como se mencion6 en el parrafo anterior, que el
disefio de la secuencia involucré la personalizacién de la barra de
herramientas de GeoGebra, eliminamos de la barra herramientas que
no aportaban al desarrollo de la tarea (por ejemplo, las que permiten
inclusién de texto o imagenes, creacion de simetrias, poligonos, etc.)
o aquellas que representaban la solucién de alguna tarea, como por
ejemplo la construccion de la mediatriz en la tarea 3. Adicional a estas
herramientas, disefiamos una herramienta que denominamos Mostrar
Huella, la cual se incluy6 en algunas etapas de las tareas. En lo que sigue
se presenta una descripcion de esta herramienta y de cada una de las
tareas digitales creadas.

La herramienta Mostrar Huella

Dado que la secuencia de tareas digitales disefiada esta enfocada al
descubrimiento de lugares geométricos que cumplen determinadas
condiciones relacionadas con medidas de angulos, longitudes o formas,
resulté importante para nosotros aprovechar al maximo las herramientas
que ofrece GeoGebra para visualizar dichos lugares. En particular, este
software ofrece la opcioén o herramienta Rastro que permite trazar
el recorrido que realiza un punto cuando se arrastra. Durante el
desarrollo del trabajo advertimos que, aunque esta herramienta tiene
grandes potencialidades para visualizar lugares geométricos, también
tiene algunas falencias.

Para empezar, en las pruebas piloto notamos que al usar esta
herramienta los estudiantes, por su poca experticia con SGD, tienden a
adivinar el camino que debe seguir el punto al ser arrastrado, prestando
progresivamente menos atencion a mantener las condiciones deseadas.
Es decir, les es dificil seguir de manera simultinea una o varias
condiciones y fijarse en la forma que deja el rastro del punto que es
arrastrado. Ahora bien, suponiendo que un estudiante logre arrastrar un
punto cumpliendo unas condiciones determinadas y con el Rastro activo,
el recorrido trazado se borra al arrastrar la pantalla, hacer zoom, avanzar
entre etapas o guardar en la plataforma Moodle, es decir, en todos estos
casos no queda registro del camino seguido por el estudiante al arrastrar
el punto. Adicionalmente, este recorrido no se puede seleccionar y no
posibilita la ubicacién de puntos u otras figuras sobre éL.

Interesados por resolver las falencias descritas, usamos las herramientas
de GeoGebra para crear una nueva herramienta que respondiera
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a las necesidades de las tareas: la herramienta Mostrar Huella. Esta
herramienta permite visualizar el recorrido que realiza un punto, pero,
a diferencia de la herramienta Rastro, dicho recorrido esta formado por
otros puntos que corresponden a posiciones que ha ocupado el punto
arrastrado previamente.

Por ejemplo, consideremos la situacion de la tarea 2 en la que el
estudiante debia encontrar las diferentes posiciones del vértice B del
angulo ¥ABC en las que se mantenia igual la medida del angulo. Si
el estudiante elige una medida de 40° y realiza el arrastre del vértice
B manteniendo dicha medida, luego puede activar la opciéon Mostrar
Huella para observar el camino que recorri6 el punto conservando
la condicién (Figura 20.a.). Ademas, el estudiante podria construir
una circunferencia a partir de algunos de estos puntos para verificar
que al arrastrar el punto B en algunas partes de esta circunferencia, se
mantiene su medida (Figura 20.b.).

Figura 20. La herramienta Mostrar Huella.
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Fuente: elaboracion propia

Lo descrito demuestra que esta herramienta permite resolver las falencias
sefialadas antes, pues posibilita que el estudiante realice el arrastre del
punto manteniendo la condicién y sin confundirse con su Huella, pues
puede visualizarla después de hacer el arrastre. En un nivel mayor de
experticia, los alumnos pueden realizar el arrastre con la herramienta
activada para observar el recorrido al mismo tiempo que lo realizan.
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La herramienta también permite que los puntos que representan el
recorrido sean usados para realizar otras construcciones sobre ellos. Asi
mismo, la herramienta mantiene la configuracion creada por el alumno
entre etapas y no se borra al realizar arrastres o hacer zoom.

Diseno tarea 1. El triangulo rectangulo

Esta tarea estd compuesta por siete etapas, con esta se pretendia que el
estudiante lograra identificar la relacién condicional SI en un tridngulo
ABC, el dngulo en el vértice B es recto, entonces los puntos A, B y C estdn
contenidos en una circunferencia de didmetro AC o una equivalente a esta.

En la primera etapa se mostré en pantalla un triangulo ABC - ver Figura
21 - con angulo en B recto. Se opt6 por mostrar también el punto medio
del AC pues el estudiante podria crear un significado de este punto en
realizacion con la solucion de la tarea. En la construccion el Gnico punto
movil era B, por lo tanto, el discente podia cambiar la configuracion de
la construccién arrastrando este punto. En la construccién se indicaba
también la medida del dngulo B; esta configuracion fue la base para el
disefio de otras etapas, por tanto, la llamaremos configuracién basica.
Al mismo tiempo que se mostraba en pantalla la configuracion basica se
presentaba al estudiante el siguiente cuestionamiento:

Anticipa. 1. ;Crees que el punto B se puede ubicar en otro lugar, de tal
forma que el dngulo siga midiendo 90°?

Figura 21. Configuracion basica etapa 1. Tarea 1.

8 oo

Fuente: elaboracion propia
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La intencion en esta etapa era llamar la atencién del estudiante sobre la
medida del angulo B y que él, de manera intuitiva o apoyado en el SGD,
contestara la pregunta afirmativa o negativamente.

En la segunda etapa la configuracion de la construccion se presentd al
estudiante igual a como la dejé luego de realizar la primera etapa. La
instruccidén que acompano esta etapa fue:

Verifica. 2. Haz clic en el punto B y muévelo para buscar otra posicion
en la que el dngulo mida 90°. ;Solo hay una posicion que cumpla esta
condicién? Explica cémo llegaste a tu respuesta.

En esta etapa buscabamos que el estudiante a partir de la exploraciéon
de la configuracién, mediante el arrastre del punto B, validara o refutara
la respuesta que dio en la primera etapa. Sobre los arrastres realizados
esperabamos que se encontraran inicialmente entre las modalidades de
arrastre erratico o para ajustar.

De igual forma se busco que el estudiante no detuviera la exploracién
tras hallar un lugar donde la medida del dngulo fuera 90°, por el
contrario, desde la pregunta invitamos al estudiante, a modo de reto, a
que encontrara mds lugares en los que la condicion se cumpliera. Detras
de la solicitud de pedir al estudiante encontrar otros lugares teniamos
la intencién que él contrastara esos lugares en los que se cumple la
condicion con lugares en los que no, es decir, esta etapa favorecia la
funcion de variacion contraste.

En la tercera etapa, el estudiante ademas de encontrar la configuracién
basica, tal como la dejo luego de los arrastres realizados en la etapa
previa, encontré unos puntos auxiliares que podian ser arrastrados
(Figura 22.a.). El enunciado para esta etapa incluyd una instruccién y
una pregunta:

Explora. 3. Se han creado algunos puntos auxiliares. Muévelos a diferentes
posiciones para que el dngulo marcado sea de 90°. ;Qué figura se puede
formar con todos los puntos cuando el dngulo que marcan es de 90°?
Explica tu respuesta.

Con la realizacion de esta etapa esperamos que el estudiante arrastrara
los puntos auxiliares como se le indicé en la instruccién logrando una
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configuracion similar a la que puede ser observada en la Figura 22.b.
La solucién misma a esta etapa se configuraba como una modalidad
de arrastre en linea, pero para alcanzarla el estudiante debia realizar
arrastres para ajustar. Al igual que en la etapa anterior buscabamos que
el estudiante hiciera contraste entre las posiciones de los puntos en los
que se cumple la condicién y en las que no, es decir, favoreciamos la
funcion de variacion contraste. Como solucion a esta etapa el discente
debia cambiar la posicién de los puntos, uno por uno, hacia un lugar
(semicircunferencia) en el que se favoreciera la condicion, esperabamos
que diera cuenta de este hecho en la respuesta que le permitia avanzar a
la cuarta etapa, siendo asi, al esperar que el estudiante identificara este
lugar favorecimos la funcién de variacién separacion.

Figura 22. Configuracion etapa 3. Tarea 1.
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Fuente: elaboracion propia

En la cuarta etapa mostramos, ademads de la configuracion basica, dos
arcos de circunferencia (ver Figura 23.) El primero de ellos, marcado
en linea negra continua, es el arco determinado por los puntos A, By C
y, el segundo, marcado en linea punteada para resaltar la dependencia
del primero, es el simétrico del primer arco respecto a la recta AC. El
enunciado para esta etapa fue:

Explora. 4. Mueve el punto B a diferentes lugares y observa qué pasa con
la medida del dngulo. ;Qué condicién debe cumplir la curva para que el
dngulo en B mida 90°?

Para el disenio de esta etapa pensamos en dejar fijos algunos aspectos de
la configuracién. Tal como se mencioné antes, se mantuvieron fijos en
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la configuracion los puntos A y C del tridngulo ABC'y el punto medio
del segmento AC mientras que otros aspectos en la configuracion eran
susceptibles de variacidn, en este caso, el estudiante moviendo el punto
B variaba no solo la posicion del punto, variaba también los arcos y con
ello la forma de la figura formada por ellos. También esperabamos que el
discente al arrastrar a Blo llevara por lugares en los que no se cumpliera
la condicidn, Figura 23 b-c, y otros en los que, si se cumpliera, ver
Figura 23.a. Otro proposito que perseguiamos para esta etapa, es que el
estudiante al arrastrar al punto B a una posicion en la que se cumpliera
la condicién sobre la medida del angulo B, se percatara que esto sucede
cuando los arcos son semicircunferencias y por tanto determinan una
circunferencia.

De acuerdo con lo descrito, esperabamos que surgieran modalidades
de arrastre erratico, para ajustar y posiblemente arrastre guiado;
en cuanto a las funciones de la variaciéon que favorecimos con esta
etapa estan contraste y separacidn, aunque era posible la apariciéon de
generalizacion.

Figura 23. Lugares a los que mover el punto B etapa 4. Tarea 1.

Fuente: elaboracion propia
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En la quinta etapa de esta primera tarea, ademas de la configuracién
basica, se incluyeron dos controles de seleccion, al marcar el primero
se trazaba la circunferencia con didmetro AC vy, al marcar la segunda
opcion, se trazaba otra circunferencia, es decir, una que no tuviera por
didmetro al segmento AC. Figura 24.a. y Figura 24.b. respectivamente. El
enunciado para esta etapa contenia la siguiente instruccion: Generaliza.
5. Se presentan dos opciones para trazar diferentes circunferencias. Mueve
el punto B sobre cada circunferencia trazada y observa qué pasa con la
medida del dngulo. Explica tu respuesta.

Figura 24. Configuracion etapa 5. Tarea 1.

Trazar circunferencia con diametro AC D Trazar circunferencia con diametro AC
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Fuente: elaboracion propia

Con la instruccién esperdbamos que el estudiante al realizar lo
solicitado identificara que al arrastrar a B, por sobre una circunferencia
que no tuviera al segmento AC por didmetro, la medida del dngulo era
diferente a 90°, mientras que al trazar la circunferencia con didmetro
AC Yy arrastrar a B por sobre la circunferencia, la medida del angulo se
mantenia en 90°, es decir, esperabamos que el estudiante validara que
el lugar debia ser una circunferencia aunque en esta etapa enfatizamos
en que debia tener diametro AC. Esperabamos también que usando la
configuracion basica y trazando la circunferencia de didmetro AC, el
estudiante arrastrando a B por sobre la circunferencia pudiera observar
diferentes apariencias en la que se cumple la condicion solicitada sobre
la medida del angulo B.
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De acuerdo con lo anterior, se esperaban modalidades de arrastre para
ajustar, vinculado y guiado; en cuanto a las funciones de la variacion se
esperaban contraste, separacion y generalizacion; por otro lado, para
los esquemas de argumentacion se pretendia que surgieran empiricos
o analiticos.

En la sexta etapa se presento al estudiante la configuracion basica y
una serie de controles de selecciéon que representaban seis opciones de
conclusion (Figura 25). La instruccion para esta etapa fue:

Concluye. 6. De acuerdo con lo que observaste, ;cudl de las opciones
seria la conclusion del problema? Deja seleccionada UNA, la que mds
te parezca. Apdyate en la construccion para verificar si tu seleccion es
apropiada.

Figura 25. Configuracion etapa 6. Tarea 1.
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Fuente: elaboracion propia

El estudiante por medio de los controles de seleccion elegia la conclusion
que a su parecer se ajustara mas a lo observado, resaltando la forma si-
entonces. Las opciones eran:

1. SIelsegmento AC es didmetro de una circunferencia y B es otro
punto de la circunferencia, ENTONCES, el triangulo ABC tiene

un angulo recto en el vértice B.
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2. SI una circunferencia contiene a los puntos A y Cy se traza un
triangulo ABC, ENTONCES, B pertenece a la circunferencia.

3. Sl en un tridangulo ABC, el dngulo en el vértice B es recto, EN-
TONCES los puntos A, By C estan contenidos en una circunfe-
rencia de didmetro AC.

4. SI el segmento AC es el didmetro de una circunferencia y se
traza el triangulo ABC, ENTONCES el punto B pertenece a la
circunferencia.

5. SI en una circunferencia que contiene a los puntos A, By C se
traza un tridngulo ABC, ENTONCES, el segmento AC es did-
metro de la circunferencia.

6. SI en una circunferencia que contiene a los puntos A, By C se
traza un tridngulo ABC, ENTONCES, el tridngulo ABC tiene
un angulo recto en el vértice B

Figura 26. Configuracion etapa 7. Tarea 1.

Fuente: elaboracion propia

En la etapa siete, ya no se presento la configuracion basica. En lugar
de ello se mostr6é una circunferencia, su centro y el triangulo PQR
con vértices en la circunferencia (Figura 26). Todos los puntos podian
ser arrastrados y el enunciado presentado en esta etapa incluyé una
instruccion y una pregunta:

Aplica. 7. Mueve los puntos B, Q y R para que el tridngulo representado
tenga un dngulo de 90°. ;Por qué crees que esa debe ser la ubicacion de los
puntos? Explica.
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Esperabamos que en esta etapa el estudiante, evocando lo acontecido en
las anteriores etapas, arrastrara dos de los puntos de la circunferencia
hasta que estos determinaran un segmento que pasara por el centro de
la circunferencia, es decir, determinaran un didmetro; lo anterior debia
coincidir con una modalidad de arrastre para ajustar.

Herramientas teoricas

En este apartado presentamos las categorias que orientardn el analisis del
trabajo realizado por los estudiantes al resolver las tareas propuestas y
que se derivan de los conceptos descritos en el marco tedrico. En primer
lugar (Tabla 5), se presentan las categorias relativas a las modalidades
de arrastre; para esto, se toman como base las modalidades de arrastre
definidas por Arzarello et al. (2002), sobre las cuales se realizan
algunas adaptaciones o se agregan otras modalidades, atendiendo a los
trabajos de otros autores. En segundo lugar (Tabla 6), se presentan las
modalidades relativas a las funciones de la variacién, las cuales resultan
de la interpretacion del trabajo de Leung (2003, 2008), quien define
dichas funciones en el contexto de los software de geometria dinamica.
Por tltimo (Tabla 7), se presentan las categorias relativas a los esquemas
de argumentacion, las cuales se definieron a partir del trabajo de Harel
y Sowder (1998).

Tabla 5.Categorias relativas a las modalidades de arrastre

Tabla 5.

Clic aqui para ver la figura

Fuente: elaboracion propia

Tabla 6. Categorias relativas a las funciones de la variaciéon

Tabla 6.

Clic aqui para ver la figura

Fuente: elaboracion propia
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Tabla 7. Categorias relativas a los esquemas de argumentacion

IEEWA

Clic aqui para ver la figura

Fuente: elaboracion propia

Tarea 2. Angulo con medida constante

Con el desarrollo de esta tarea se pretendia que un estudiante que
superara las seis etapas que la componen identificara la implicacién SI
en un £ABC se mueve el punto B manteniendo la medida del dngulo,

entonces el punto B va formando una circunferencia.

Figura 53. Configuracion basica etapa 1. Tarea 2.
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Fuente: elaboracion propia
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En la primera tarea describimos lo que llamamos una configuracién
basica, para la segunda etapa también tuvimos una, en este caso se
tratd de los puntos A, By C, los segmentos AB y CB y la medida del
angulo ABC entre 0° y 180°. Una vez mads, el unico punto mavil era
B, y el arrastre de B era la Uinica manera en que el estudiante podria
cambiar la configuracién. Al mismo tiempo que se mostré en pantalla
la configuracién basica (ver Figura 53) se presento al estudiante la
siguiente instruccién:

Anticipa. 1. Mueve el punto B y elige una medida para el dngulo B.
Escribe la medida que elegiste en la caja verde. ;Crees que el punto B se
puede mover a otro lugar, manteniendo la misma medida que elegiste?
sPodrias decir en cudntas posiciones se puede ubicar el punto B?

Tal como en la tarea 1, la intencién que teniamos para esta etapa inicial
de la tarea 2 era llamar la atencion del estudiante sobre la medida del
angulo B y que de manera intuitiva se aventurara a sefalar si el punto B
podia ser ubicado en otro lugar de forma que se mantuviera la medida
elegida por él. Claro que el estudiante podia apoyarse en el SGD para
crear una conjetura que le permitiera contestar la pregunta hecha.

En la segunda etapa de esta tarea la configuracion de la construccion
se presentd al estudiante como la dejo luego de realizar la primera etapa.
Adicionalmente aparece, como se puede apreciar en la Figura 54, la
herramienta Mostrar Huella. La instruccién que acompano a esta etapa fue:

Verifica. 2. Mueve el punto B tratando de mantener la medida de elegida.
Luego de mover el punto B, por distintas partes manteniendo la medida
del angulo, habilita la opcion Mostrar Huella. ;Qué figura se forma con la
huella del punto B?
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Figura 54. Movimiento del punto B manteniendo un angulo de 60°
registrado por la herramienta Mostrar Huella. Etapa 2. Tarea 2.
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Fuente: elaboracion propia
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En esta etapa buscabamos que el estudiante arrastrara el punto B por
diferentes lugares intentando mantener la medida que ¢él eligi6 para el
angulo B, asi con ese movimiento de arrastre encontraria lugares en
los que se diera la condicién y otros en los que no. También, con el
desarrollo de esta etapa, se buscaba que el estudiante lograra identificar
y seguir la ruta que debia seguir el punto, siempre enfocando su atencién
en la medida del angulo y no en el rastro que dejaba el punto, aunque
el estudiante era libre de decidir si arrastraba a B con la opciéon Mostrar
Huella habilitada o no.

Otro resultado esperado del desarrollo de esta etapa era confrontar
al estudiante con la respuesta que habia dejado al finalizar la primera
etapa, pues en ella debid afirmar si creia o no que existieran mas puntos
en los que la medida del angulo se mantuviera. Es esperado que el
estudiante, al realizar el arrastre encontrara varios puntos que cumplan
la condicidn, ademas él, usando la herramienta Mostrar Huella, sin
quererlo ira marcando posiciones que esperamos le permitan conjeturar
sobre el camino que debe seguir el punto.

Acorde a lo indicado en parrafos anteriores, esperdbamos encontrar en
primer lugar las modalidades de arrastre: erratico, para ajustar, guiado,
de lugar mudo y en linea y, por otro lado, en cuanto a las funciones de la
variacion esperabamos encontrar contraste y separacion.

En la tercera etapa el estudiante, ademas de encontrar la configuracién
basica, tal como la dejo luego de los arrastres realizados en la etapa
previa, encuentra cierta cantidad n de puntos auxiliares dispuestos con
la medida del 4ngulo AB, C que formaban y que podian ser arrastrados
(Figura 55.a.). El enunciado para esta etapa incluyd una instrucciéon y
dos preguntas:

Explora. 3. Se han creado algunos puntos auxiliares. Muévelos a diferentes
lugares para que el dngulo que marquen tenga la medida elegida. ;Qué
figura se puede formar con los puntos? ;Es la misma figura que esperabas?
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Figura 55. Configuracion etapa 3. Tarea 2.
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Fuente: elaboracion propia

Con la realizacion de esta etapa esperabamos que el estudiante:

o Arrastrara los puntos auxiliares logrando una configuracion
similar a la que puede ser observada en la Figura 55.b. en la que se
eligié un angulo de 60°.

Contrastara posiciones para los puntos en los que se cumplia la
condicion con otras posiciones en las que no.

o Arrastrara los puntos, uno a uno, hacia un lugar (arcos de
circunferencia) en donde se favorece la condicidn, identificando

que la forma no corresponde a una circunferencia.

 Respondiera a la pregunta mencionando una forma diferente a
semicircunferencia o a una circunferencia.

Segtin lo anterior, esperabamos que el estudiante efectuara modalidades
de arrastre para ajustar.
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Para la cuarta etapa se mostrd solo la configuracion basica (Figura 26).
El enunciado para esta etapa fue:

Generaliza. 4. Elige una nueva medida para el dngulo del punto B. Escribe
la medida en la caja verde. Haz clic derecho sobre el punto B y activa la
opcién Rastro. Luego, mueve el punto B tratando de mantener la medida
elegida. ;Qué figura se forma con el rastro que va dejando el punto?

El estudiante debia, en primer lugar, elegir una nueva medida para el
angulo, en este caso elegimos una de 40° (Figura 56), luego debid activar
la opcidn rastro y arrastrar al punto B intentando mantener la medida.
Con el desarrollo de esta etapa pretendiamos que el estudiante, ademas
de lograr lo deseado en la etapa anterior, lograra validar que los puntos
que favorecian la condicién para la medida elegida no se encontraban en
solo una circunferencia, que en realidad eran dos arcos que comparten
la misma cuerda.

Se esperaba encontrar en el trabajo del estudiante modalidades de
arrastre mara ajustar y con rastro activado, adicionalmente la funcién

de variacion generalizacion.

Figura 56. Configuracion etapa 4. Tarea 2.
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Fuente: elaboracion propia
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Para la quinta etapa se present6 al estudiante la configuracion basica y
una serie de controles de seleccion que representaban cinco opciones de
conclusion. La instruccidn para esta etapa fue:

Concluye. 5. De acuerdo con lo que observaste, ;cudl de las opciones
seria la conclusion del problema? Deja seleccionada UNA, la que mds
te parezca. Apdyate en la construccion para verificar si tu seleccion es
apropiada.

El estudiante por medio de los controles de selecciéon podia elegir
la conclusién que a su parecer se ajustara mds a lo observado, a
continuacidn se mencionan las opciones.

1. SiA, By Cson puntos de una circunferencia ENTONCES todos
los angulos que forman estos puntos tienen la misma medida.

2. Sienun <ABC se mueve el punto B manteniendo la medida del
angulo, ENTONCES el punto B va formando un arco de circun-
ferencia.

3. Si AC es una cuerda de circunferencia ENTONCES todos los
puntos B que estan sobre la circunferencia, en el arco que em-
pieza en A y termina en C, forman angulos <ABC de la misma
medida.

4. Sien un <ABC se mueve el punto B manteniendo la medida del
angulo, ENTONCES el punto B va formando una circunferencia.

5. Si Ay C son puntos de una circunferencia ENTONCES todos
los puntos B que estan sobre la circunferencia forman angulos
<ABC de la misma medida.

Esperabamos que en esta etapa el estudiante efectuara modalidades de
arrastre de manera libre, pero con la idea de verificar que el camino que
debe seguir el punto B es, como algunos estudiantes lo llamaron en las
pruebas piloto, dos circunferencias unidas.

Para la etapa seis no presentamos la configuracion basica. En lugar de
ello se mostrd la configuracion que se puede ver en la Figura 57, en ella
se observan los <PFQ, <PGQ, <PHQ y <PIQ sin mostrar las medidas y
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a la derecha de estos, los controles que en este caso permitian trazar las
circunferencias a y b y modificar sus radios. El enunciado presentado en
esta etapa incluy6 una instruccién y una pregunta: Construye. 6. Mueve
los puntos para lograr que los cuatro dngulos tengan la misma medida.
Pista: Muestra las circunferencias y cambia sus radios. ;Por qué crees que
esa debe ser la ubicacion de los puntos? Explica tu respuesta.

Figura 57. Configuracidn inicial etapa 6. Tarea 2.

] Mostrar las circunferencias
7 D Circunferencia A
P . . .
P Radio de las circunferencia:
H ~ G RadioA
(o e ]
RadioB
L
A F
®

Fuente: elaboracion propia

Esperabamos que el estudiante evocara las construcciones e imagenes
de las etapas anteriores, y que de manera consciente trazara las
circunferencias e igualara sus radios para luego arrastrar sobre cada
una un par de vértices de los angulos. Todo para garantizar asi que la
medida de los angulos era la misma.

Figura 58. Posible respuesta etapa 6. Tarea 2.

Mostrar las circunferencias

Circunferencia A
Circunferencia B

Radio de las circunferencias
RadioA
Q
RadioB
@]

Fuente: elaboracion propia



Tareas digitales: recursos diddctico para favorecer a argumentacién

En esta etapa esperabamos que el discente realizara modalidades de
arrastre para ajustar, guiado y vinculado y, en lo referente a funciones de
la variacion lo esperado era fusion.

Tarea 3. Equidistancia

Con esta tarea titulada equidistancia pretendiamos que el estudiante
que superara las diez etapas lograra la identificar las caracteristicas que
definen la mediatriz de un segmento.

Figura 59. Configuracion basica etapa 1. Tarea 3.

Fuente: elaboracion propia

Para las primeras seis etapas se presenté al estudiante la configuracion
basica mostrada en la Figura 59. Compuesta por los puntos A y B a los
que se les inhabilité la seleccion para que no pudieran ser movidos por
el estudiante.

En la primera etapa se mostro la configuracion basica y simultaneamente
se presento al estudiante la siguiente instruccion:

Construye. 1. Usa las herramientas de GeoGebra para ubicar un punto
que esté a la misma distancia de los puntos A y B, respectivamente.
Explica como ubicaste el punto.

El objetivo que perseguiamos con esta primera etapa era que el
estudiante hiciera uso de las herramientas de GeoGebra para ubicar un
punto que estuviera a igual distancia a los puntos A y B. Para cumplir
con la tarea el estudiante podia hacer uso de herramientas como Medio
o Centro, Perpendicular, Angulo, Distancia o Longitud, mientras que
otras como las herramientas Mediatriz y las del menu circunferencias
fueron ocultadas.
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Se esperaba que el estudiante realizara modalidades de arrastre
erratico y para ajustar al tiempo que se presentaba una funcién de la
variacion contraste. En esta primera etapa, como no era explicito en
la instruccidn, el estudiante podia elegir si comprobar o no si el punto
creado cumplia con la condicién solicitada, sin embargo, en la segunda
etapa le solicitamos indirectamente que lo comprobara. Para la segunda
etapa, se presentd la configuracion basica y el punto o puntos que el
estudiante habia creado durante el desarrollo de la primera etapa v,
como se menciono antes, por medio de una pregunta, se le solicitd
que comprobara si el punto construido cumplia con la condicién. El
cuestionamiento presentado fue el siguiente:

Explora. 2. ;Cémo podrias comprobar que el punto que ubicaste estd a la
misma distancia de A y de B usando las herramientas de GeoGebra?

La intencién que perseguiamos es que el estudiante comprobara, por
ejemplo usando la herramienta distancia o longitud, la condicién y, en
caso que no se cumpliera, que corrigiera arrastrando al punto hasta
un lugar donde se cumpliera, es decir, se pretendia que el estudiante
contrastara lugares en los que se cumple la condicién solicitada con
lugares en los que no y en ese quehacer se pretendia que realizara
arrastres para ajustar acompanado de la funcién de variacion contraste.
Para la etapa tres, la configuracion que fue mostrada nuevamente fue la
basica junto a lo construido por el estudiante durante las etapas primera
y segunda. La instruccidn para esta etapa fue:

Anticipa. 3. ;Crees que puedes encontrar mds puntos que estén a la
misma distancia de A y de B? Si__ No__ ;o el punto que encontraste es el
unico? Explica tu respuesta.

Con esta pregunta invitamos al estudiante para que conjeturara, para su
respuesta el estudiante podia proceder desde lo intuitivo, sin embargo,
él podia apoyar su respuesta en las exploraciones hechas hasta el
momento o hacer nuevas.

En la cuarta etapa la configuracion (Figura 60) consistio en la basica a la
que le fueron agregados el punto C y las distancias de Ca A yde CaB.
En este caso se dispuso de la herramienta Mostrar Huella, asi se indicd
en las instrucciones:
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Verifica. 4. Mueve el punto rojo tratando que la distancia hasta A y hasta
B sea la misma. Al finalizar el movimiento, Habilita la opcion Mostrar
Huella. ;Qué figura se puede formar con todos los puntos azules cuando la
distancia es la misma? Explica tu respuesta.

Figura 60. Configuracion etapa 4. Tarea 3.

D Mostrar Huella B
@

o

i 1
Fuente: elaboracion propia

Como se puede inferir de la instruccién, pretendiamos que el
estudiante identificara que el lugar geométrico que siguen los puntos
que equidistan de otros dos puntos es una recta. Para esta etapa se
mantuvieron fijos los puntos A y B mientras que el punto C variaba y
con este las distancias. Al solicitar al estudiante que moviera a C por
distintos lugares manteniendo la igualdad de distancias pretendiamos
que validara o refutara la conjetura elaborada en la etapa previa. Las
modalidades de arrastre esperadas eran: para ajustar, guiado, de lugar
mudo, en linea y, las funciones de variacién contraste y separacion.

En la quinta etapa se mantuvo la configuraciéon que dejo el estudiante
luego de desarrollar la cuarta etapa (Figura 61.a.), la instruccién que
acompano esta fue:

Construye. 5. Con las herramientas de Geogebra, construye la figura que
supones se forma con todos los puntos azules, ;Cémo la construiste?

96



97

| Serie Digital Incentiva Maestros y Maestras 10 - IDEP

La intencioén era que el estudiante usara las herramientas para construir
el objeto geométrico que él pensaba se formaba, o podia formarse, con

los puntos azules, es decir, los que registraban el camino por donde fue
arrastrado C. Esperabamos encontrar que el estudiante dibujara un

segmento o una recta usando para ello los puntos mostrados al habilitar
la opcién Mostrar Huella, Figura 61 a-c.

Figura 61. Configuracion etapa 5. Tarea 3

Mostrar Huella
C

Mostrar Huella
C

1
® . 4
5 : @ 1 o°
[}
L [ ] A
@ [ @
® q
[
%
[
[
Q
A. Rastro del camino seguido por C B. Segmento dibujado con un par de
registrado con la herramienta Mostrar Huella puntos pertenecientes al camino seguido

porC

Mostrar Huella

C. Recta dibujada con un par de puntos
pertenecientes al camino seguido por C

Fuente: elaboracion propia
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En la sexta etapa la configuracion (Figura 60) fue la misma empleada en
la etapa cuatro, es decir, la basica a la que le fueron agregados el punto
Cyy las distancias de Ca A y de C a B. La instruccidn en este caso fue:

Concluye. 6. Haz clic derecho sobre el punto Rojo y activa la opcién
Rastro. Luego, mueve el punto rojo tratando que la distancia hasta A y
hasta B sea la misma. Escribe una conclusion.

La intencidén era que el estudiante verificara que el lugar buscado era
una recta, haciendo uso de arrastre con rastro activado y la funciéon de
variacion generalizacion.

La séptima etapa presento una configuracion distinta (ver Figura 62), en
este caso se mostr6 un segmento PQ, la recta mediatriz del segmento,
y las distancias de los extremos del segmento a un punto ubicado en la
mediatriz. Se present6é ademas lo siguiente:

Informacion. 7. Los puntos que estdn a la misma distancia de dos puntos
dados P y Q, se encuentran sobre una recta denominada mediatriz
del segmento PQ. En pantalla encuentras construida la mediatriz del
segmento PQ. Mueve los puntos y observa lo que sucede.

Figura 62. Configuracion etapa 7. Tarea 3.

Mediatriz

Fuente: elaboracion propia
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Mostrar la definicion de la mediatriz se constituyé como un intento
por formalizar los hallazgos que hasta el momento habian realizado
los estudiantes sobre la mediatriz como lugar geométrico que equidista
de los extremos de un segmento, formalizacién que consideramos
necesaria antes de cambiar de perspectiva para el estudio de este objeto
geomeétrico.

Esperabamos que el estudiante validara lo hallado hasta el momento
durante sus exploraciones en etapas anteriores, en esta ocasion
realizando modalidades de arrastre: erratico, limitado y vinculado,
por otro lado, se esperaba la aparicion de funciones de la variacion
generalizacion y fusion.

En la etapa ocho presentamos una configuracion interactiva, en la
que el texto cambiaba segtin se cumplieran condiciones sobre la recta
y el segmento, la configuracion inicial se muestra en la Figura 63, en
ella el segmento HI y la recta no se intersecan, la recta no forma un
angulo recto con el segmento y la recta no contiene al punto medio del
segmento. Para esta etapa, el inico punto que no podia ser arrastrado
es el punto medio del segmento HI. La indicacién que dimos para la
etapa fue: Explora. 8. Mueve los puntos para lograr que la recta cumpla
las condiciones mostradas a la izquierda. Observa lo que sucede cuando
todas las condiciones se cumplen.

Figura 63. Configuracion inicial etapa 8. Tarea 3.

La recta...
Interseca al seg 1to AB. NO
Forma un angulo recto con el segmento........ NO
Contiene al punto medio del segmento........... NO H
.\\‘l
A P
A

Fuente: elaboracion propia
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A medida que el estudiante, mediante el arrastre de los puntos, lograba
alguna de las condiciones recibia una retroalimentacion visual, un
ejemplo de ello se puede observar en la Figura 64.a. en donde hemos
procurado se cumplan dos de las condiciones.

Figura 64. Configuracion etapa 8. Tarea 3.

La recta...
Interseca al segmento AB...........coccvennransainaenn sl

Forma un angulo recto con el segmento........NO

Contiene al punto medio del segmento........... Sl H 76

A. Retroalimentacion luego de cumplir dos condiciones

La recta...

Interseca al segmento AB...........cccoeecrvercvirnnnen s S|
Forma un angulo recto con el segmento........S|
Contiene al punto medio del segmente........... 5l

B. Retroalimentacién luego de cumplir las tres condiciones

Fuente: elaboracion propia
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La unica manera que el estudiante tenia para avanzar a la siguiente
etapa era lograr se cumplieran las tres condiciones (Figura 64.b.) una
vez mas, la retroalimentacion visual se presento, por ejemplo: cambio
de color del texto de azul a verde, cambio en la mediatriz que antes era
de color rojo y en la expresion del emoji.

Las modalidades de arrastre esperadas para esta etapa eran: erratico y
para ajustar acompafiados de la funcién de variacién contraste.

La configuracion para la etapa nueve (Figura 65), incluy6 todos los
elementos excepto los textos. Se afiadié un punto S sobre la recta y las
medidas de S a H y de S a I. Simultdneamente se mostré la siguiente
instruccion:

Explora. 9. jExcelente! Lograste que la recta cumpla las condiciones.
Ahora aparece en la recta un punto especial S, muévelo ;Qué sucede con
la distancia del punto S a los extremos del segmento HI?

Figura 65. Configuracion etapa 9. Tarea 3.

Fuente: elaboracion propia

La intencién con esta etapa era que el estudiante identificara las
caracteristicas que debia cumplir una recta para que fuera la mediatriz
de un segmento. Pensamos conveniente esta tltima pues integré dos
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perspectivas de estudio para la mediatriz de un segmento, por un lado
la mediatriz como lugar determinado por los puntos que equidistan de
los extremos de un segmento y por otro las caracteristicas que una recta
debe cumplir para ser mediatriz de un segmento.

Se esperaba que el estudiante, durante la realizacién de esta etapa,
arrastrara punto S de manera que se correspondiera con la modalidad
de arrastre limitado acomparado de la funcién de variacion separacion.
Para la etapa diez de esta tarea, se continud con la configuraciéon dejada
por el estudiante al finalizar la etapa nueve. Se presento la siguiente
instruccion:

Concluye. 10. ;Qué condiciones debe cumplir la recta para que los
puntos sobre ella se encuentren a la misma distancia de los extremos del
segmento?

Esperdbamos que el estudiante evocara las condiciones que debid
garantizar en la etapa ocho, e hiciera registro de ellas en su respuesta.

Tarea 4. Circunferencia por dos puntos

Pretendiamos que el estudiante que desarrollara las siete etapas que
componen esta tarea identificara que los centros de las circunferencias
que contienen a los extremos de un segmento se encuentran en la
mediatriz de dicho segmento. Las exploraciones para esta tarea iniciaron
mostrando al estudiante una configuracion bésica, que en esta cuarta
tarea incluy6 tan solo los puntos A y B que podian ser arrastrados.

La primera etapa de la cuarta tarea mostro al estudiante la configuracion
basica (Figura 66.a.) y de manera simultanea fue mostrado en pantalla
la siguiente instruccion:

Construye. 1. Usa las herramientas de GeoGebra para construir una
circunferencia que contenga a los puntos A y B. Revisa el menti de
circunferencias y busca una de las herramientas que te sirva. Explica
como la construiste.
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Figura 66. Configuraciones etapa 4. Tarea 4.

A. basica

B. L es punto medio del segmento AC

C. Les un punto cualquiera

Fuente: elaboracion propia
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Creimos conveniente no iniciar con una etapa Anticipa pues en este
caso, la pregunta para el estudiante hubiese sido algo como ;Crees que
es posible construir una circunferencia que contenga a los puntos A y
B? Pregunta que pensamos resultaria poco retadora para los estudiantes
pues podrian relacionar, por ejemplo, los puntos A y B como los
extremos de un didmetro. Por esta razoén decidimos iniciar con un reto
de construccidn, para este caso como se evidencia en el enunciado, el
reto para el discente consistié en trazar una circunferencia que pasara
por los dos puntos. Para ello los estudiantes eran libres de explorar las
diferentes herramientas que tiene GeoGebra para la construccion de
circunferencias.

La eleccion de permitir al estudiante abordar la soluciéon de la tarea
desde distintas perspectivas, tantas como herramientas tiene GeoGebra,
hace que esperaramos exploraciones que favorecieran distintos tipos
de arrastre y distintas funciones de la variacién, sin embargo, algunas
soluciones que esperabamos aparecieran son: que el estudiante
halle el punto medio del segmento AC y luego utilice la herramienta
Circunferencia (centro punto), como la encontrada en la Figura 66.b;
otra opcidn de respuesta que esperamos es que el estudiante utilizando
la misma herramienta, como centro ubique un punto que parezca ser
el punto medio del segmento y que pase por A, luego arrastre el centro
hasta hacer coincidir la circunferencia con los puntos A y B (Figura
66.c.). En ambas opciones, se esperaba un arrastre de tipo test para
verificar la construccién y en la segunda opcidn se esperaba un arrastre
para ajustar acompanados, en este caso de la funcién de variacién
contraste.

En la segunda etapa se mostrd al estudiante la configuracién basica
junto a lo que él construy6 en la etapa anterior. Simultaneamente se
mostro el siguiente cuestionamiento:

Anticipa. 2. ;Crees que es posible construir otras circunferencias diferentes
que contengan a los puntos A y B? Si_ No_. Explica tu respuesta.

En esta etapa, esperamos que el estudiante exprese una respuesta a la
pregunta hecha, esta respuesta se constituye en una conjetura y por
tanto €l estaria utilizando los conocimientos previos o el dinamismo del
SGD como medio de justificacion.
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Durante el paso de la segunda a la tercera etapa a la configuracién dejada
por el estudiante le fue agregada una circunferencia con centro en Fy
que pasa por el punto A -la circunferencia no pasa por el punto B-, se
agregd también la herramienta Mostrar Huella, la configuraciéon puede
ser vista en la figura Figura 67.a. La instruccion para esta etapa fue:

Verifica. 3. El punto rojo es el centro de la circunferencia que contiene
al punto A. Mueve el punto rojo tratando de que la circunferencia
contenga al punto B. Al finalizar el movimiento activa la opcion Mostrar
huella. ;Qué figura se puede formar con los puntos azules cuando la
circunferencia contiene a los puntos A y B?

Figura 67. Configuracion etapa 3. Tarea 4.

Mostrar Huella

A. Inicial

J Mostrar Huella

B. Luego de arrastrar el punto F y habilitar Mostrar Huella

Fuente: elaboracion propia

Tras seguir las indicaciones, esperabamos que el estudiante identificara
y mencionara en su respuesta que el camino que sigue el punto F, centro
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de la circunferencia, cuando la circunferencia pasa por los puntos
Ay B se corresponde con una recta. Lo anterior se ejemplifico en la
figura Figura 67.b. Acorde a lo esperado, las modalidades de arrastres
que debian surgir era: erratico, para ajustar, mantenido, en linea,
adicionalmente las funciones de variacién contraste y separacion.

En la cuarta etapa de esta tarea, tan solo se mostré la configuracion
basica, es decir, los puntos A y B. La instruccion para esta etapa fue:

Explora. 4. Representa algunas circunferencias que pasen por A y B y
encuentra sus centros. Explica como lo hiciste.

El estudiante debia crear varias circunferencias y hallar sus centros. Ya
en la segunda etapa de esta tarea habia explorado algunas herramientas
para trazar circunferencias sin embargo, esperabamos que explorara con
la herramienta Circunferencia por tres puntos, pues esta le permitia elegir
los puntos A, B y otro para luego preocuparse por hallar los centros,
para ello podia usar la herramienta Medio o Centro. Otra estrategia
que el estudiante podia utilizar consistia en elegir la herramienta
Circunferencia Centro Punto seleccionando como centro cualquier
punto y que la circunferencia pasara por ejemplo por A, para luego
arrastrar el centro hasta hacer coincidir la circunferencia con el punto
B. En esta etapa, las modalidades de arrastre y funciones de variacion
que surgieran dependian de la estrategia del estudiante.

El enunciado para la quinta etapa decia: Generaliza. 5. ;Qué tienen en
comuin los centros de las circunferencias que contienen a los puntos A y B?
Utiliza herramientas de GeoGebra para verificar tii respuesta.

En cuanto a la configuracion, esta se presento tal como el estudiante
la dej6 luego de finalizar la cuarta etapa. Si bien, las etapas cuatro y
cinco de esta tarea podrian verse representadas durante el desarrollo de
la tercera, llevando incluso al establecimiento de la misma conjetura,
consideramos que la experiencia del estudiante variaba de acuerdo a si
él era quien debia realizar y verificar sus construcciones, favoreciendo
asi otros tipos de arrastre y seguramente otras funciones de la variacion,
sin embargo, consideramos que al terminar esta etapa, el discente debia
haber realizado un trabajo que le hubiera permitido experimentar la
modalidad de arrastre test y las funciones de la variacién separacion y
generalizacion.
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Figura 68. Configuracion etapa 6. Tarea 4.

Fuente: elaboracion propia

Para la etapa sexta se eligié complementar la configuracion basica
presentando al estudiante otros objetos geométricos, estos fueron:
segmento AB, punto medio del segmento AB, recta que pasa por dos
puntos cuya posicion puede ser cambiada por el estudiante, S un punto
en la recta que no podia seleccionarse, y una circunferencia con centro
en Sy que pasa por el punto A. Esta configuracion se puede observar en
la Figura 68. Al igual que en otras tareas, se incluyo6 en esta etapa una
serie de retroalimentaciones visuales. Por ejemplo, se mostr6 la medida
del dangulo que forman el segmento y la recta al intersecarse (Figura
69.a.) También se cambid de color la recta, esta pasé de rojo a verde
cuando coincidia con la mediatriz del segmento AB (Figura 69.b.) El
enunciado para esta etapa fue:

Concluye. 6. Mueve los puntos negros para lograr que la circunferencia
con centro S contenga a los puntos A y B. Escribe una conclusion.

Figura 69. Retroalimentaciones de la configuracion etapa 6. Tarea 4.

A. Retroalimentacion: medida del angulo que forman el segmentoy la recta



Tareas digitales: recursos diddctico para favorecer a argumentacién

B. Retroalimentacion: cambio en el color de la recta

Fuente: elaboracion propio

Es necesario mencionar que en la caja de texto dispuesta para que el
estudiante realizara la escritura de la conclusion se dejé indicado de la
forma Si... Entonces... por lo que esperabamos una respuesta en forma
de implicacién. En cuanto a las modalidades de arrastre se esperaban
que surgieran, erraticos, para ajustar y, las funciones de la variacién
contraste y generalizacion.

Para la etapa siete de la tarea se dej6 la misma configuracion, solo que al
llegar a esta etapa, el estudiante debi6 ubicar la recta como mediatriz del
segmento, momento en el cual el punto S original se oculté y aparece en
la recta mediatriz el punto S_1, que podia ser desplazado por sobre la
recta cuando esta coincidia con la mediatriz del segmento. La indicacion
para esta etapa fue:

Concluye. 7. Mueve el punto S sobre la recta. ;Qué sucede con la
circunferencia y los puntos A y B? Escribe una conclusion.

Nuevamente, esperabamos que el estudiante escribiera una conclusion
utilizando la forma Si... Entonces.... Aclarando que, la configuraciéon
podia ser cambiada y en algiin momento del arrastre el estudiante
podia encontrarse con una recta de color rojo, lo cual indicaba que no
coincidia con la mediatriz del segmento y por tanto no podia desplazar
al punto S1 sobre la mediatriz. La modalidad de arrastre esperada era
limitada y funcién de variacion separacion.
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Tarea 5. Cuadrilatero

En esta tarea final esperabamos que los estudiantes pudieran aplicar
lo que hubiesen entendido de las tareas anteriores. A través de esta
tarea, compuesta por seis etapas, esperabamos que ellos identificaran
la conjetura Si las mediatrices del cuadrilatero se intersecan en un solo
punto, entonces los vértices del cuadrilatero estan en una circunferencia,
o la reciproca a esta implicacion.

Figura 70. Basica etapa 1. Tarea 5.

Fuente: elaboracion propia

La configuracién basica para esta tarea consisti6 en mostrar el
cuadrilatero ABCD vy las mediatrices de sus lados, estas tltimas se
correspondian en color al segmento del cual eran mediatriz (Figura
70). En esta configuracidn, los vértices del cuadrilatero podian ser
cambiados por el estudiante durante sus exploraciones.

En la primera etapa, del tipo anticipa, decidimos preguntar al estudiante
si recordaba qué es una mediatriz de un segmento, pues este concepto
sera necesario para el desarrollo satisfactorio de esta tarea. El enunciado
completo para esta etapa era:

Anticipa. 1. Antes de iniciar, jrecuerdas qué es la mediatriz de un
segmento? Si recuerdas, observa las mediatrices de los lados del
cuadrildtero ABCD. ;Crees que es posible transformar el cuadrildtero para
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que sus mediatrices se intersequen en un solo punto? Si_ No_. Explica tu
respuesta.

La intencion, como en las demas etapas de este tipo, era que el estudiante,
bien sea desde la intuicion o realizando exploraciones, conjeturara sobre
la posibilidad o imposibilidad de cumplir con la condicién solicitada.
La experiencia durante las pruebas piloto realizadas nos mostrd que
los estudiantes, ante un de enunciado este tipo, respondian ejecutando
distintos tipos de arrastre sobre los puntos con la finalidad de modificar
la construccion para que cumpliera con lo deseado. Ellos continuaban
realizando arrastres hasta cumplir con la condicién, lo cual nos hizo
pensar que desde el principio intuian la posibilidad de cambiar la
configuracién y efectuaban cambios en esta hasta verificar y lograr una
explicar lo solicitado en el enunciado.

En esta etapa, esperabamos pues, que los estudiantes arrastraran los
vértices del cuadrilatero hasta encontrar como minimo un lugar en el
que se cumpliera que las mediatrices se intersecaran, y que escribieran
algo acerca de su exploracién. También se esperaba detectar, en el
quehacer del estudiante, arrastres erraticos y para ajustar y la funcién
de variacidn contraste. Para la segunda etapa, también del tipo anticipa,
mostramos al estudiante la configuracion basica tal como ¢l la dejo
luego de sus exploraciones en la etapa anterior. Para esta etapa el
enunciado fue:

Anticipa. 2. ;Crees que es posible mover los vértices del cuadrildtero
manteniendo la interseccion de las mediatrices en un solo punto? Explica
tu respuesta.

Ahora, solicitdbamos al estudiante pensar en la posibilidad de mover
los vértices manteniendo la condicién solicitada sobre la interseccion
de las mediatrices, por lo cual, esperdbamos que generara una
conjetura al respecto mencionando que el camino que debia seguir
es una circunferencia, para lo cual podia hacer uso de su intuicién o
del SGD. La configuracion para esta etapa y la anterior permitian la
aparicion de distintos tipos de arrastre, asi también de varias funciones
de la variacion de acuerdo al trabajo de exploracion realizado por el
estudiante, sin embargo, al finalizar esta segunda etapa se esperaba que
el estudiante haya realizado las modalidades de arrastre y funciones de
variacion mencionadas para la etapa anterior junto con las modalidades
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de arrastre mantenido, de lugar mudo y la funcién de variacién
separacion.

Sabiamos que arrastrar los vértices de un cuadrilatero manteniendo
concurrentes las mediatrices es una tarea mas dispendiosa, dependiente
en gran parte de la destreza de quien maneja el SGD, que verificar la
existencia de un lugar donde esto ocurre y, por tanto era mas facil para
un estudiante establecer como afirmativa la conjetura en la primera
etapa que hacer lo mismo con la segunda. Por lo tanto consideramos,
luego de esta segunda etapa incluir una tercera de verificacion. El
enunciado para la tercera etapa fue:

Verifica. 3. Mueve los vértices del cuadrildtero manteniendo la
interseccion de las mediatrices en un solo punto. ; Verificaste tu respuesta
anterior? SI __ No __ ;Por qué?

Esperabamos entonces que el estudiante que hubiera respondido en
la etapa previa que no es posible mover los vértices del cuadrilatero
manteniendo la interseccion de las mediatrices en un solo punto,
en esta oportunidad viera en el enunciado una nueva invitaciéon a
emprender la tarea. En caso positivo o negativo, esperdbamos también
una explicacion sobre si verificd o no la respuesta dada en la segunda
etapa, es decir, la verificacién sobre la conjetura.

Figura 71. Mostrar Huella, etapa 4. Tarea 5.

D Mostrar Huella Punto A
G Mostrar Huella Punto B
D Mostrar Huella Punto
D Mostrar Huella Pun

Fuente: elaboracion propia
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Para la etapa cuatro no se varid la configuracion, salvo que fue habilitada
la herramienta Mostrar Huella para cada uno de los vértices del
cuadrilatero (Figura 71). Como la herramienta, en etapas anteriores, fue
bien recibida y empleada por los estudiantes quienes se acostumbraron
a su manejo, habilitando y deshabilitando segin su comodidad,
decidimos en esta etapa no hacer referencia a su uso en el enunciado,
que para la etapa fue: Verifica. 4. Intenta mover solo uno de los vértices
manteniendo la interseccion de las mediatrices en un solo punto. ;Crees
que hay alguna propiedad que se deba cumplir para que las mediatrices se
intersequen en un solo punto? Explica.

Figura 72. Uso de Mostrar Huella, etapa 4. Tarea 5.
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Fuente: elaboracion propia

Con el desarrollo de esta tarea esperdbamos que los estudiantes
movieran uno a uno los vértices, manteniendo la interseccién de las
mediatrices en un solo punto, mientras que habilitaban y deshabilitaban
la herramienta Mostrar Huella a placer. De tal forma que la exploracion
hecha les permitiera verificar o, en caso de no haberlo hecho antes,
descubrir el camino por el que debian desplazar los puntos para
mantener la condicién deseada sobre las mediatrices y asi generar
una conjetura. Un ejemplo de la exploracién se puede apreciar en la
Figura 72. Acorde con lo anterior las funciones de la variacién que se
esperaban, a este punto de la tarea, eran: mantenido, guiado, de lugar
mudo, en linea, adicionalmente se esperaba la funcién de variaciéon
generalizacion.
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La configuracion para la quinta etapa se mostro igual a como la dejo el
estudiante luego de desarrollar la etapa cuatro. El enunciado para esta
etapa fue:

Concluye. 5. ;Qué condiciones debe cumplir un cuadrildtero para que sus
mediatrices se intersequen en un solo punto?

En esta etapa esperabamos que los estudiantes mencionaran que los
vértices debian estar sobre una misma circunferencia para que las
mediatrices se intersequen en el mismo punto. En este momento de
la tarea, esperabamos que los estudiantes hubiesen experimentado
diferentes caracteristicas criticas y con la respuesta a la pregunta
planteada, iniciaran la construccién de un significado para las
exploraciones realizadas, siendo asi, se deseaba que en esta etapa
apareciera la funcion de variacion fusion.

Con el danimo que los estudiantes aplicaran el resultado de sus
exploraciones en etapas previas, disefiamos esta sexta etapa en la que
se mostrdé un cuadrildtero ABCD donde podian seleccionar y arrastrar
cualquiera de los vértices, se elimind del ment de herramientas la
que crea la mediatriz de un segmento como se muestra en la (Figura
73.a.) La instruccion dada para esta etapa fue: Aplica. 6. Transforma el
siguiente cuadrildtero para que sus mediatrices se intersequen en un solo
punto. Justifica tu respuesta.

Figura 73. Configuracion etapa 6. Tarea 5.

31Nl PalES

e ¥ |

. :
1A Perpendicular

—*"_ Paralela

oi‘ Bisectriz

B

A. Configuracién inicial

Fuente: elaboracion propia
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Figura 73. Configuracion etapa 6. Tarea 5.

B. Ejemplo de respuesta esperada

Fuente: elaboracion propia

Lo esperado para esta etapa era que el estudiante usara las herramientas
de GeoGebra para trazar una circunferencia y luego arrastrara
los vértices del cuadrilatero a la circunferencia, usando como
justificacién que silos vértices del cuadrilatero se encuentran sobre una
circunferencia entonces las mediatrices se intersecan en un solo punto.
Para finalizar esta actividad, se esperaba que el estudiante luego de
construir la circunferencia, realizara arrastres sobre los vértices hasta
ubicarlos sobre la circunferencia, estos arrastres podian coincidir con
varias modalidades de arrastre, por ejemplo: para ajustar, vinculado o
limitado. Mientras que la funcion de la variacién esperada era fusion.
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Nuestro analisis

En este capitulo se presenta el analisis realizado sobre las acciones y
respuestas de los estudiantes al resolver las tareas propuestas. Para tal
efecto, se presenta una narracion de lo que hizo el alumno en la tarea,
acompafiada de algunos de los didlogos que ocurrieron a lo largo del
proceso de resolucion y las imagenes que muestran sus actuaciones en
el software. A lo largo del anilisis, se identifican las modalidades de
arrastre, las funciones de la variacion y los esquemas de argumentacién
presentes, atendiendo a las categorias planteadas en la metodologia, a
través de una terna estructurada asi: [modalidad de arrastre, funcion
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de variacion, esquema de argumentacion]; en los casos en los que no
se presenta alguno de estos elementos, hemos ubicado un cero (0). En
este apartado hemos incluido solo el andlisis de la primera tarea resuelta
por Luis; los analisis de las tareas restantes para Luis y de todas las tareas
para Nicol y Sara se encuentran en el Anexo 2, al final del trabajo. Los
nombres de los estudiantes han sido modificados para proteger las
identidades de los menores de edad.

Andlisis del trabajo de Luis en la tarea 1:
el triangulo rectangulo

En el siguiente andlisis veremos que Luis durante las exploraciones de
las diferentes etapas realizd, ademas de arrastres erraticos y para ajustar,
algunos arrastres guiados y vinculados. Los arrastres realizados por el
estudiante se correspondieron con las cuatro funciones de variacion,
aunque principalmente con la de contraste que estuvo presente en las
cuatro primeras etapas. Los argumentos presentados se correspondieron
en su mayoria con esquemas de argumentacién empiricos, unos pocos
de recuento factico y otros tantos analiticos. Los hallazgos realizados
por Luis durante el desarrollo de la tarea le permitieron responder
acertadamente las preguntas realizadas e identificar relaciones de
las que se dara cuenta en el andlisis. A pesar de haber identificado
correctamente las relaciones y de responder acertadamente durante
toda la tarea, mientras realizaba la ultima etapa, encontramos que
Luis tuvo dificultad para reconocer que un triangulo inscrito en una
semicircunferencia seguia siendo un triangulo rectangulo cuando el
vértice del angulo recto se acercaba a alguno de sus otros vértices.

El estudiante ley6 en voz alta la instruccion: Anticipa. 1. screes que
el punto B se pude ubicar en otro lugar de tal forma que el dngulo siga
midiendo 90°?

Luego procedié a mover el punto B, como fue posible realizar algunos
movimientos de arrastre sobre B, intent6 lo mismo con el punto Cy
se percato rapidamente de que no era posible asi que volvid a arrastrar
a B por diferentes lugares. Usando el scroll mouse hizo alejamiento y
acercamiento de la vista grafica (zoom in y zoom out), al final movié
la pantalla para visualizar mejor el tridngulo como se ve en la Figura
27. Hemos considerado este primer arrastre dentro de la modalidad
de arrastre erratico pues se realizd de forma aleatoria, sin un plan
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predefinido. Adicionalmente pensamos que la variacion realizada sobre
la configuracion le permitié a Luis comparar los casos en los que el
punto era susceptible de arrastre y casos en los que no, por lo tanto, se
enmarca en la funcion de variacion contraste [MAE, FVC, 0].

Figura 27. Arrastre de pantalla realizado por Luis.

Fuente: elaboracion propia

Durante los movimientos el estudiante arrastré a B siempre por
lugares en los que la medida del angulo era menor de 90°, por lo que
presumimos que llegd a pensar en la imposibilidad de encontrar otro
lugar para B en el que se cumpliera la condicion, evidencia de ello se
encuentra en las siguientes lineas de transcripcion. Consideramos que
este arrastre realizado por Luis encaja en la modalidad de arrastre para
ajustar, pues él arrastré con la intencion de encontrar una posicion en
la que se cumpla una propiedad, en este caso que la medida del angulo
sea 90°.
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1 Luis Profe... jasi era como estaba el triangulo?
2 Profesor 2 Dime.

3 Luis Si, asi era como estaba el triangulo.

4 Profesor 1 Y, ¢qué pasa?

No, no se puede... de otra forma no se puede [refiriéndose a que B no se puede ubicar en otro lugar

5 Luis de tal forma que el angulo siga siendo de 90°].

6 Profesor 1 Y, ¢{como sabes que asi era como estaba el triangulo?... jse parecia?

7 Luis Si.

El estudiante recibi6 la sugerencia de mover el punto por otros lugares
(arriba, abajo izquierda y derecha), ¢l arrastré a B de izquierda a
derecha y ‘bajé’ a B al otro semiplano determinado por la recta AC, el
arrastre lo llevé a encontrar otro lugar en el que el angulo se mantuvo
con una medida de 90° [MAPA, FVC, 0]. En este caso consideramos
que Luis hizo cambios en la configuraciéon representada en pantalla
arrastrando el punto B con la intencién de encontrar posiciones en
la que se cumpliera que la medida del angulo es 90°, lo cual lo 1llevé a
experimentar la variacién de la configuraciéon comparando los casos en
los que se cumple una condicion y aquellos en los que no.

Durante el arrastre realizado, él mencioné “Ahi va aumentando”
[haciendo referencia a que el arrastre del punto B, como se muestra en
la Figura 28, causé que la medida del angulo aumente] [MAPA, FVS,
EAE]. Consideramos esto puesto que Luis varid la apariencia de la
configuracién, mediante el arrastre continuado del punto B buscando
la medida de 90°, lo que lo llevo a identificar un patréon. En esta misma
afirmacion hecha por Luis, detectamos un esquema de argumentacién
empirico pues menciona “ahi va aumentando” basando su afirmacion
en la configuracion que tenia en GeoGebra, la cual él modificé mediante
el arrastre de B, identificando que la medida del dngulo aumentaba
conforme se acercaba al segmento AC.
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Figura 28. Arrastre que permite al estudiante relacionar el movimiento
ascendente de B con un aumento en la medida del angulo ABC.

Fuente: elaboracion propia

El estudiante volvi6 a leer la instruccién y se disponia a responder
cuando pregunt6 al profesor si debia responder usando la palabra
“creo’, a lo que el profesor regreso la pregunta respondiéndole “;crees?”
El estudiante tras reflexionar y sefialar la nueva ubicacion de B, posicion
de B en la que el dngulo sigue siendo de 90°, dice: “jpodemos decir que
eso es una afirmacion! ;No?... Algo asi” y responde por escrito: “Es una
afirmacién que el punto B se puede ubicar en otro lugar de tal forma
que siga siendo un angulo recto” [sic] [MAPA, FVC, EAE]. Pensamos
que la afirmacién hecha por Luis se corresponde con un esquema de
argumentacion empirico ya que haciendo uso del arrastre para ajustar
comprobd que existe otro lugar al que se puede arrastrar B de tal forma
que siga teniendo un dngulo recto. De igual manera pensamos que el
arrastre realizado por Luis le permitié comparar los casos en los que se
cumple la condicion deseada con aquellos en los que no.

Luego Luis dio clic en un lugar que no le permiti6 avanzar a la siguiente
etapa, en lugar de ello oprimi6 el botén encargado de reiniciar el applet.
Fue necesario indicarle como debia proceder para ingresar las respuestas
y desplazarse por el applet. Tan pronto estuvo lista la tarea para que Luis
reiniciara su desarrollo, él tomo a B y lo arrastr6 de tal manera que sin
vacilar hallé una posicion en la que se cumple la condiciéon buscada. Lo
singular en este arrastre, aun cuando se enmarca en arrastre para ajustar
y en la funcién de variacién de contraste, es que el camino que siguio
con el punto B describié la mediatriz del segmento AC. Vale aclarar
que Luis al momento en que desarroll6 esta tarea no conocia este lugar
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geométrico. Sospechamos que el arrastre que Luis hizo le permitié
verificar la relacion que identificé antes, es decir, le permitié verificar
que a medida que el punto B se acerca al segmento AC la medida del
angulo aumenta y de ser ciertas nuestras sospechas, lo hecho por Luis
se corresponde con la funcién de la variacion generalizacion, [MAPA,
FVG, EAE].

Antes de ingresar nuevamente la respuesta a la primera etapa de la Tarea
1, él arrastrd el punto B con mayor libertad, encontrando varios lugares
en los que B satisfacia la condicion [MAPA, FVC, EAE]. Finalmente,
Luis ingres6 la misma respuesta y avanzo6 a la etapa 2. Como se
menciono antes, el arrastre hecho por Luis coincide con la modalidad
de arrastre para ajustar y con la funcién de variacion contraste puesto
que la intencién que tuvo al arrastrar el punto B fue hallar algunas
posiciones en las que se cumpliera que la medida del angulo fuese 90° y
las compar6 con otras posiciones en las que no.

En la segunda etapa, Luis volvid al leer la instruccion en voz alta:
Verifica. 2. Haz clic en el punto B y muévelo para buscar otra posicion en
la que el dngulo mida 90°. Como él ya habia realizado una exploracién
que le permitid anticipar la respuesta, de inmediato busco la aceptacion,
se dirigi6 al profesor y le dijo “Profe... huy profe... [Pausa larga]...
mire es que aca dice... [Leyd en voz alta la instruccion y afirmé...] hay
muchas posiciones, yo ya miré¢” Esta afirmacién de Luis corresponde con
un esquema de argumentacion de recuento factico pues al escribir “yo
ya mire” evoco las veces que arrastré a B encontrando otras posiciones
en las que se cumple la propiedad “el angulo mide 90°” [MAPA, FVC,
EAR].

Al estudiante se le solicité que escribiera ‘eso’ [haciendo referencia a
lo que habia encontrado]. Luis se mostr6 indeciso sobre lo que debia
hacer por lo que ademads pregunto “como escribo... es que.... Tras una
pausa el docente debid intervenir y preguntd ;qué hiciste con el punto?
A lo que el estudiante respondi6 de manera no verbal, él tomé el mouse
y arrastré a B a lugares donde previamente habia encontrado que se
cumplia la condicion. En este caso, el arrastre realizado por Luis vari6
parte de la configuracién mientras otra parte permanecid invariante y
esto logrd evidenciar que en mas de una posicion de B el angulo media
90° [MAPA, FVS, 0].
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En didlogo con el docente, el estudiante también utilizé sus dedos
para senalar distintas partes de la pantalla donde previamente conocia
que el punto B podia ser arrastrado y la medida del angulo cumplia la
condicion deseada. El estudiante fue animado a escribir sus hallazgos
utilizando sus palabras, para lo cual él menciona “hay como seis”. El
profesor le recuerda que la pregunta es ssolo hay una posiciéon que
cumpla esta condicion? A lo que él estudiante responde de manera
verbal que no y escribié:

“encuentro mas de una posicion en la que el angulo mide 90°” [sic]
[MAPA, FVG, EAR]. Consideramos que la afirmacion realizada por
Luis se corresponde con un esquema de argumentacién de recuento
factico puesto que antes de expresarla, en didlogo con el docente, hizo
un recuento de lo realizado sefialando hechos evidentes de la situacion
a manera de explicacién. Adicionalmente, el arrastre realizado para
ajustar el punto B en posiciones en las que se cumpli6 la condicién le
permitio a Luis verificar que en efecto, existen varias posiciones de B en
la que la medida del angulo es 90°, lo cual corresponde con la funcién
de variacion generalizacion.

Luis avanz¢ a la siguiente etapa y ley6 en voz alta: Explora. 3. Se han
creado algunos puntos auxiliares. Muévelos a diferentes posiciones para
que el dngulo marcado sea de 90°. ;Qué figura se puede formar con
todos los puntos cuando el angulo que marcan es de 90°?

El estudiante al parecer no comprendi6 la instruccién, por lo que
se dirigi6 a la docente quien se encargd de repetir la instruccion “se
han creado algunos puntos”, a lo que el estudiante asintid. El docente
continu6 diciendo, muévelos a diferentes posiciones para que el angulo
marcado sea de 90° y continud: todos los puntos estan indicando un
angulo, tienes que moverlos para que cada uno marque ese angulo
de 90°. Finalmente, el estudiante parecié comprender la indicacién y
asiente de nuevo.

El estudiante tomé uno de los puntos auxiliares y lo arrastré sin dilacién
al otro semiplano determinado por la recta AC, buscando una posicién
similar a la observada en la Figura 28, posicién en la que él conocia
se cumplia la condicién para la medida del angulo. Luego procedié a
arrastrar los demds puntos auxiliares haciendo movimientos rapidos y
agiles a distintas partes de la pantalla. Consideramos que la cantidad
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y ubicacion de los puntos auxiliares al iniciar la etapa influy6 en la
estrategia que Luis desarroll6 y siguié con la finalidad de completar
la etapa. Distinguimos dos momentos en la estrategia elegida y que
dependieron de sus exploraciones y hallazgos previos.

El primero, que coincidié con la modalidad de arrastre erratico,
sucedi6é cuando ¢l arrastraba el punto auxiliar por lugares en los que
sus exploraciones previas no lo llevaron a encontrar un lugar en que
se cumpliera la condicién. En este caso ¢l arrastraba a B de manera
desordenada y si bien el arrastre era 4gil, también era en todas las
direcciones, intentando hallar un valor para la medida del angulo
suficientemente cercano a los 90° esta modalidad de arrastre fue
bastante empleada en cercanias a los extremos del segmento pues son
lugares en los que es dificil obtener la medida deseada. El segundo
momento en su estrategia que se corresponde con la modalidad de
arrastre para ajustar, sucedié cuando la medida era bastante cercana a
los 90° o cuando Luis arrastraba el punto auxiliar por lugares proximos
a los que en exploraciones previas habia hallado la posicién en la que
el angulo media 90°. En estos casos los movimientos no eran en todas
las direcciones, pensamos que él evocd sus exploraciones anteriores
para decidir la direccién que debia seguir con el arrastre y conseguir la
medida de 90°.

De acuerdo con la intencién de Luis durante el arrastre de los puntos
auxiliares, ademads de identificar las modalidades de arrastre erratico y
para ajustar, podemos identificar la funcién de la variacion contraste
pues es claro que el arrastre le llevo a experimentar la variacion en una
configuracion con el fin de comparar los casos en los que se cumple una
condicion y aquellos en los que no. [MAE/MAPA, FVC, 0].

Al finalizar el arrastre de los puntos auxiliares Luis obtuvo la
configuracion vista en la Figura 29.a. Luego él procedio a leer de nuevo la
instruccién y por algin motivo realizé cambios sobre su configuracion,
obteniendo la que se observa en la Figura 29.b. de inmediato llam¢ al
docente y en comunicacion con él afirmé “acd se ve como un circulo”.
El docente le menciona que de estar seguro de la respuesta puede
proceder a escribirla [MAPA, FVS, EAE]. En primera instancia, el
arrastre realizado por Luis al mover el punto auxiliar de un lugar a
otro, ajustando la medida de 90° lo ubica en la modalidad de arrastre
para ajustar, la funcion de variacion separacion se explica ya que Luis
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vari6 una dimension de la configuracion mientras otras se mantuvieron
fijas, en este caso varié uno de los puntos de la configuracién mientras
que mantuvo fija la condicién que la medida de los angulos marcados
fuera de 90° lo que le permitié identificar y afirmar “aca se ve como
un circulo’, afirmacién que es un esquema de argumentacién empirico
pues se baso en la configuracion en pantalla y que esta parece un circulo.

Figura 29. Configuracién obtenida por Luis en distintos momentos
etapa explora de la tarea 1.
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Fuente: elaboracion propia

Antes de intentar dar respuesta por escrito, Luis nuevamente realiz6
cambios sobre la configuracién arrastrando los puntos de manera
mas decidida y precisa en términos de conseguir la medida de 90°
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con la menor cantidad de movimientos —obteniendo la Figura 29.c-
, y afirma “si, eso forma como un circulo... si hay mas puntos se
forma un circulo” a lo que el docente le respondid “si existieran mas
puntos...” y lo insté a escribir sefialando que todas esas ideas debian
reportarse. Luis finalmente escribié: “Se forma un circulo” [sic]. La
afirmacion realizada por Luis puede rescribirse como: Si hay mds
[infinitos] puntos [que formen un dngulo de 90°], entonces se determina
un circulo [circunferencia]. Esto nos lleva a ubicar lo escrito por Luis
como un esquema de argumentacion analitico acompafiado de la
modalidad de arrastre para ajustar hecha para verificar que se forma
una circunferencia por lo que se corresponde con funcion de variacién
generalizacion. [MAPA, FVG, EAD].

En la etapa siguiente, Luis hizo la lectura en voz alta: Explora. 4. Mueve
el punto B a diferentes lugares y observa qué pasa con la medida del
dngulo. ;Qué condicion debe cumplir la curva para que el dngulo en B
mida 90°?

Luis realizé un arrastre sobre B descubriendo la forma que se puede
observar en la Figura 30.a. [MAE], la cual rapidamente fue convertida
mediante arrastre del punto B en la configuracién vista en la Figura
30.b. [MAPA]. El estudiante luego de una pausa larga, leyé de nuevo
las instrucciones y decidi6 explorar de nuevo arrastrando el punto B, en
esta ocasion la configuracion es la que se puede observar en la Figura
30.c. En la realizacién de estos tipos de arrastre el estudiante observo
los casos cuando el angulo media 90° y cuando no, lo cual enmarca la
exploracion en la funcién de la variacion contraste. [MAE/MAPA, FVC,
0]. En dialogo con uno de los profesores, el estudiante se mencioné que
al mover el punto B la figura se vuelve un ocho pero cuando mide 90°
la figura se parece a una circunferencia [MAE/MAPA, FVC, EAE]. La
docente le preguntd si siempre ocurria esto, a lo que Luis responde que
no, la docente le sugiri6 revisar.

El estudiante realiz6 de nuevo arrastre sobre el punto B, buscando
otra posicion en la que el angulo medido fuera de 90° y al parecer se
convencio, pues asi lo manifestd, que siempre que el angulo sea de 90°
la curva sera una circunferencia. En didlogo con el docente el estudiante
reconocio varias formas, por ejemplo lo que él llama un ocho o un ovalo
pero también dice “En ese ejemplo, para que mida 90° tiene que ser una
circunferencia” finalmente a la pregunta ;Qué condicién debe cumplir
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la curva para que el dngulo en B mida 90°? respondid: “que sea una
circunferencia”. Esta afirmacion de Luis se basé en la forma de la curva
que observo en los casos que se presentaron cuando el angulo media
90°y cuando no tenia esta medida. Es decir, a partir de los arrastres y la
Funcién de Contraste. Por lo tanto consideramos que se establecié un
esquema de argumentacion empirico [MAE/MAPA, FVC, EAE].

Figura 30. Configuracion obtenida por Luis en distintos momentos
durante el desarrollo etapa explora de la tarea 1.
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Fuente: elaboracion propia

En la etapa Generaliza. 5. Nuevamente el estudiante ley6 en voz alta las
instrucciones:

o Trazar circunferencia con didmetro AC.
o Trazar otra circunferencia.

Se presentan dos opciones para trazar diferentes circunferencias. Mueve
el punto B sobre cada circunferencia trazada y observa qué pasa con la
medida del angulo.

El estudiante antes de intentar arrastrar algin elemento de
la configuracion activé varias veces las opciones para trazar
circunferencias [presumimos que pensaba en cual opcidn elegir para
iniciar la exploracion], finalmente se decidi6 por la opcién Trazar
otra circunferencia y arrastré el punto B hasta hacerlo coincidir con
la circunferencia trazada, luego del arrastre para ajustar, Luis realiz
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el arrastre de B por toda la circunferencia al tiempo que mantuvo la
configuracion entre los objetos geométricos representados en pantalla.
Consideramos que él exploro la situacién intentado identificar alguna
regularidad relacionada con la medida del angulo y lo que le permitié
identificar tal regularidad fue variar la posicién de B mientras mantuvo
fijo el resto de la configuracién, esto ubica lo hecho por Luis en la
modalidad de arrastre guiado y permite reconocer en su quehacer la
funcion de variacion separacion [MAPA/MAG, FVS, 0].

Ahora bien, la medida del angulo no era lo tnico en lo que Luis pudo
fijarse, de hecho, por las respuestas entregadas en etapas anteriores,
él tenfa en mente que la condicién que debe cumplir una curva para
encontrar un angulo de 90° es que sea una circunferencia, asi que no
es descabellado pensar que él esperaba ese resultado y que durante el
arrastre se encontr6 con uno diferente, mas porque una vez finalizado
el arrastre de B por sobre la circunferencia que no tenia didmetro AC se
noto extranado. Si es de esta manera, el arrastre que hizo Luis tendria
la intencién, no de identificar nuevas relaciones sino, de verificar la
relacién antes encontrada, es decir, que si mueve el punto B sobre una
circunferencia obtiene angulos de 90°. Esta suposicion nos lleva a pensar
que él quehacer de Luis se corresponde con la funcién de la variacién
generalizacion en busca de verificar y que el arrastre se correspondid
con la modalidad de arrastre vinculado. [MAYV, FVG, 0].

Luego, durante el desarrollo de la tarea, Luis selecciond la opcion Trazar
circunferencia con didmetro AC y dirigi6 el punto B arrastrandolo hasta
ubicarlo sobre la circunferencia de didmetro AC, no realizé mds arrastres
como se esperaria, es decir, no arrastrd a B por sobre la circunferencia
lo que hace sospechar que no vio necesaria esta interaccion. Procedid
a contestar la pregunta de la siguiente manera: “que al trazar la
circunferencia con diametro AC puede formar un angulo de 90° pero
al...” [sic]. La respuesta de Luis nos permiti6 evidenciar, ademas de
la modalidad de arrastre para ajustar, la presencia de la funcion de la
variacion separacion pues al variar la ubicacion de B él logré identificar
un patréon del que dejé evidencia en su afirmacién, misma que se
corresponde con un esquema de argumentaciéon empirico [MAPA,
FVS, EAE]. Antes de continuar escribiendo su respuesta, Luis arrastro el
punto B sobre la circunferencia de diametro AC, se dirigi6 ala docente y
menciond “en la circunferencia AC encontramos angulos de 90° y pues
acercandose a los 90... y acd, aca si hay muchos... diferentes medidas
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[senalando Trazar otra circunferencia)”. Luego continué escribiendo
su respuesta: “que al trazar la circunferencia con diametro AC puede
formar un angulo de 90° pero al trazar la otra circunferencia se pueden
trazar angulos entre los 60° y 70° y angulos entre los 100° y los 170°”
[MAG/MAV, FVG, EAE].

La afirmacién realizada por Luis se corresponde a un esquema de
argumentaciéon empirico pues esta basada en la configuracion y
los cambios realizados sobre esta, es decir, sobre los arrastres que
justamente, como se menciond antes, encajan en una modalidad
de arrastre vinculado, lo que propicio la aparicion de la funciéon de
variacion de generalizacion pues le permitié verificar las regularidades
antes identificadas.

De la interaccion con la docente nos queda la duda de por qué Luis se
refiere a que en la circunferencia de didmetro AC encontramos angulos
de 90° y acercandose a los 90°, esta ultima parte no es lo esperado pues si
el punto B se arrastra sobre la circunferencia de didmetro AC el dangulo
ABC debe medir 90°, atribuimos esta respuesta al zoom de la pantalla
elegido por el estudiante ya que le dificulté apreciar con exactitud
cuando el punto B se encontraba cerca o sobre la circunferencia, siendo
asi, el arrastrar a B por lugares cercanos a la circunferencia, la medida
del dngulo en efecto es cercana a los 90° mas no 90° exacto.

El estudiante continud con el applet, en la etapa Concluye. 6. De
acuerdo con lo que observaste. ;Cudl de las opciones seria la conclusion
del problema? Deja seleccionada UNA, la que mads te parezca. Apdyate en
la construccion para verificar si tu seleccién es apropiada.

El estudiante marca la primera opcidon que dice: Si el segmento AC es
didmetro de una circunferencia y B es otro punto de la circunferencia,
ENTONCES, el tridngulo ABC tiene un dngulo recto en el vértice B.
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Figura 31. Construccion hecha por el estudiante Luis durante la etapa
Concluye de la tarea 1.

Fuente: elaboracion propia

El estudiante cuestion6 a la docente sobre si podia construir las
circunferencias y se le dio respuesta positiva (ver Figura 31). Luis en
sus intentos por usar la herramienta circunferencia centro punto, de
manera inadvertida elimind el punto medio del segmento AC, por lo
que sus intentos siguientes dependieron del calculo aproximado a este
punto, aunque vale aclarar que estaba disponible la herramienta Punto
Medio o Centro. De manera desafortunada, Luis da clic en el icono de
reiniciar applet.

Una vez se acondiciond el applet para que el estudiante continuara con
el desarrollo de la tarea, él utilizé la herramienta Circunferencia Centro
Punto, trazando la circunferencia con centro el punto medio de AC que
pasa por B (Figura 31). Lo que luego hizo Luis fue seleccionar y revisar
cada una de las opciones de conclusion disponibles, para ello no realiz6
ninguna construccion ni arrastre adicional. Finalmente seleccion¢ la
opcion 1y avanzé en el applet a la parte final. Desafortunadamente
como Luis, luego de construir la circunferencia no realizé arrastres
como se esperaba, por ejemplo arrastre test, entonces no podemos
asociar la construcciéon hecha con alguna modalidad o funcién de la
variacidn, sin embargo, podemos decir que la opcién de conclusion
elegida por ¢l refleja las exploraciones y afirmaciones que realiz6 en
anteriores momentos, también pensamos que Luis no realizo arrastres o
vari6 la construccion que hizo pues ya tenia en mente, con claridad, la
relaciéon que debia darse para obtener el resultado deseado.
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Luis paso6 a la siguiente etapa e hizo, como es costumbre en €|, lectura en
voz alta de la instruccion. Aplica. 7. Mueve los puntos B, Q y R para que
el triangulo representado tenga un dngulo de 90°. ;Por qué crees que esa
debe ser la ubicacion de los puntos? Explica.

Luis realizo arrastre de los puntos sobre la circunferencia, obteniendo
la configuracién que se puede apreciar en la Figura 32. Al ver la
configuracion obtenida por Luis, el profesor en dialogo con el estudiante
dijo: “yo veo que esto [el tridangulo] pasa por aqui [sefialando el
segmento RQ] ;por qué? [...] ;Por qué pasa por esos 3 puntos? [punto
R, punto medio del segmento RQ y Q] [pausa] ;esa configuracion es
casual?” Luis contestd, “no, casual no, o sea, porque en los ejercicios
anteriores pues asi estaba, como un didmetro de la circunferencia”

Figura 32. Configuracion elegida por Luis en la etapa aplica de la tarea 1.

Fuente: Elaboracion propia

Para lograr la configuracién de la Figura 32, Luis realizé un arrastre
vinculado a la circunferencia buscando que la construcciéon cumpliera
con la propiedad solicitada, siendo asi, lo hecho por el estudiante se
enmarc6 en las modalidades de arrastre vinculado y para ajustar. Por
otro lado, sabemos que el estudiante habia experimentado previamente
que al trazar la circunferencia cuyo didmetro coincide con uno de los
lados de un triangulo, se puede formar un angulo de 90°, asi que en este
caso Luis no intent6 verificar la relacion, suponemos que él se enfrentd
con un problema que le obligd a experimentar de manera simultanea
aspectos criticos, de donde surgieron dudas que le permitirian construir
un significado para el problema. Finalmente, la afirmacion realizada
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por Luis se corresponde con un esquema de argumentacion de recuento
factico combinado con uno empirico [MAPA/MAV, FVE, EAR/EAE].

Figura 33. Configuraciones obtenidas en distintos momentos etapa
aplica de la tarea 1.

Fuente: elaboracion propia

Luego del didlogo con Luis, el docente arrastré el punto Q como se
muestra en la Figura 33.a. y le preguntd sobre si se formaba o no un
angulo de 90°, a lo que él respondié “No, ahi no”. Luego el docente
arrastrd el punto R a otro lugar, como se muestra en la Figura 33.b. y
Luis responde “no, ahi tampoco” a lo que el docente le recuerda que
es didmetro como él habia dicho, el estudiante asiente y responde
arrastrando el punto P y diciendo “tendria que mover este [el punto P]
como por acd” ver la Figura 33.c.

Figura 34. Configuracion elegida por Luis durante la
etapa aplica de la tarea

Fuente: elaboracion propia
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El estudiante cuestion6 al docente sobre la posibilidad de medir el
angulo, a lo que el docente le respondié que no, que debe aplicar lo
entendido. Luis inicia la redaccion de su respuesta y escribe “porque los
puntos R y Q forman un diametro de la circunferencia” [sic]. Pasados
unos momentos, el estudiante decide completar su respuesta como se
muestra a continuacion:

“porque los puntos R y Q forman un diametro de la circunferencia y el
punto P se cuadra de tal forma que”[sic]... sin completar atin la respuesta,
el estudiante realizé un cambio en la configuracién (Figura 34).

Al estudiante le fue preguntado stiene que ser asi? Refiriéndose a si es
la tnica posicién de los puntos en la que se forma un dngulo recto. El
respondié que hay mas formas en las se obtiene un angulo de 90°, por
lo que el docente le pidié sefialar mas formas. El, con el apuntador del
mouse, sefialé las posiciones para el punto P que pueden observarse en
la Figura 35.

Figura 35. Configuraciones obtenidas en distintos momentos etapa
aplica de la tarea 1. En las que Luis con el apuntador del mouse sefiala
que se forma un angulo de 90°.

Fuente: elaboracion propia

El estudiante, con el apuntador del mouse, sefialé siempre lugares sobre
la circunferencia, asi que presumimos que logré asociar que el punto
P debe encontrarse en la circunferencia, o por lo menos no senialé una
posicion que nos hiciera pensar lo contrario.
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Figura 36. Configuracion propuesta por el profesor en la
etapa 7 de la tarea 1.

Fuente: elaboracion propia

El docente considerd importante enfrentar al estudiante con una
situacion algo extrafia, por tal motivo se le cuestiond sobre lo que
ocurrirfa si P se encuentra en la posicion sefialada en la Figura 36. El
respondié que alli no se tenia un angulo de 90°. Siendo asi, Luis termind
de redactar su respuesta y concluy6 de la siguiente manera: “porque los
puntos Ry Q forman un diametro de la circunferencia y el punto P esta
en la circunferencia (en algunas ocasiones forman angulos de 90°)” [sic].
Luis para lograr esta afirmacion se apoy?6 en la configuracion, evocando
lugares y formas que asoci6é con formar un angulo de 90°, entonces
consideramos que esta afirmacion corresponde a un esquema empirico
al igual que de recuerdo factico. Ahora, la afirmacién escrita por Luis
se puede escribir de la manera: si los puntos R y Q determinan un
didmetro de una circunferencia y P esta en [la misma] circunferencia,
entonces se forman angulos de 90° lo cual lo enmarca en un esquema
analitico.

Pensamos que para llegar a esta afirmacion Luis también debid
experimentar aspectos criticos como identificar la necesidad de tener tres
puntos sobre una circunferencia, dos de ellos que formen un didmetro,
y que el otro punto se mueva sobre la circunferencia. A pesar que él
no logré identificar que el tercer punto podria ser cualquiera sobre la
circunferencia distinto a los extremos del didmetro nos hace pensar que
se presentd la funcion de la variacion fusion. Con respecto al arrastre, él
llevé los puntos R y Q de tal forma que el segmento RQ fuera diametro,
asi que sobre estos puntos se realiz6 una modalidad de arrastre para
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ajustar mientras que el arrastre sobre P encaja en las modalidades de
arrastre guiado pues el punto P fue ubicado en diferentes lugares guiado
por la forma del triangulo obtenido. Separamos entonces la clasificaciéon
segiin dos momentos, el primero determinado por los arrastres para
ajustar el didmetro y lo que con ello consigui6: [MAPA, FVE, EAR/
EAE], mientras que el segundo momento lo determin¢ el arrastre del
punto P, consiguiendo con este arrastre el esquema de argumentacién
analitico [MAV/MAG, FVE EAD].

Andlisis del trabajo de Nicol

Tarea 1. El triangulo rectangulo

En esta tarea veremos como Nicol realizo diferentes tipos de arrastres
como erraticos, para ajustar, vinculados o limitados con el objetivo de
explorar las diferentes etapas de la tarea. La estudiante se encontraba
principalmente en la funcién de contraste, porque a lo largo de la
tarea se centr6 en comparar las posiciones que favorecen la propiedad
estudiada. Los argumentos que desarroll6 corresponden en su mayoria
a empiricos, basados en lo que observaba en la construccién. Aunque
ella establecié conclusiones acertadas en cada etapa, el final, veremos
que le costo relacionar estas conclusiones parciales para desarrollar una
general y aplicarla en la resolucion de un problema geométrico como el
de la etapa final.

Nicol inici6 la primera etapa de la tarea: Anticipa. 1. ;Crees que el punto
B se puede ubicar en otro lugar, de tal forma que el dngulo siga midiendo
90°?

Para empezar, ella seleccion6 el punto B y lo arrastré a otro lugar
en el cual el angulo B tenia la misma amplitud de 90° (Figura 74).
Consideramos que este arrastre realizado por Nicol corresponde a la
modalidad de arrastre para ajustar, porque lo que ella hizo fue mover
el punto a una posicién que favorece una propiedad; en este caso,
dicha propiedad corresponde a la medida del angulo. Adicionalmente,
entendemos que este arrastre obedece a la funcion de variacion de
contraste, dado que la alumna estaba buscando posiciones en las que
se cumple una condicion y las diferenciaba de aquellas en las que no
[MAPA, FVC, 0].



Tareas digitales: recursos diddctico para favorecer a argumentacién

Figura 74. Arrastre realizado por Nicol en la primera etapa de la Tarea 1.

an'
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Fuente: elaboracion propia

Luego, ella escribié una respuesta incompleta a la pregunta: “creeria que
(s)i**” [sic] y pasé a la etapa 2.

Verifica. 2. Haz clic en el punto B y muévelo para buscar otra posicion
en la que el dngulo mida 90°. ;Solo hay una posicion que cumpla esta
condicion? Explica como llegaste a tu respuesta.

Para abordar esta etapa, Nicol empezd a mover el punto B por muchas
partes de la pantalla, como se observa en la Figura 75 (a-c). Este
arrastre que realizo la estudiante es de caracter aleatorio; solo lo hacia
para buscar algun lugar en el que existiera la medida que necesitaba,
por lo que consideramos que este es un arrastre erratico. Ademas, este
movimiento continta perteneciendo a la funcién de contraste, dado
que se comparan los casos favorables y no favorables [MAE, FVC, 0].

Luego, al encontrar un sector de la pantalla en el que la medida parece
acercarse a 90°, ella movié el punto con un poco de mayor precision para
ajustar la configuracion a esta medida, como se observa en la Figura 75
(d-e). De esta forma, buscaba la posicion favorable y la diferenciaba de
aquellas que no favorecen la condicién. En ese sentido, estas acciones
se identifican con la modalidad de arrastre para ajustar y la funcién de
variacion de contraste [MAPA, FVC, 0].

24 Hemos complementado las palabras que escribi6 la estudiante con algunas letras
entre paréntesis.
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Figura 75. Arrastre realizado por Nicol en la segunda etapa de la Tarea
1, buscando la medida de 90°.

B

Fuente: elaboracion propia

A continuacion, Nicol escribid la siguiente respuesta para la pregunta
2: “pueden haber mas de un angulo ya que (s)i miramo(s) lo(s)
diferente(s) angulos y (s)u movimiento encontramos ma(s)” [sic]. Esta
afirmacion que escribid la estudiante se basa en la exploraciéon que ella
realiz6 previamente a través de los arrastres para ajustar y el contraste.
Dado que la estudiante explica que a través del movimiento es posible
encontrar mas angulos con esta medida, consideramos que afirmacion
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corresponde a un esquema de argumentacion de recuento factico
[MAPA, FVC, EAR]. Luego, ella avanz¢ a la etapa 3.

Explora. 3. Se han creado algunos puntos auxiliares. Muévelos a
diferentes posiciones para que el dngulo marcado sea de 90°. ;Qué figura
se puede formar con todos los puntos cuando el dngulo que marcan es de
90°? Explica tu respuesta.

Uno de los profesores se acerca a Nicol y tienen el siguiente didlogo. En
el acompaniamiento de la profesora, parece que la estudiante empieza
a realizar una lectura un poco mas detenida de las instrucciones y las
preguntas.

1 Profesor 2 Listo. Esta es la tercera, lee la pregunta y entiende la pregunta.
2 Nicol [Parece leer la pregunta] Toca mover el puntico y mirar en cudl da 90.
3 Profesor 2 Mueve todos los puntos de tal manera que midan 90.

Nicol movi6 el punto B para que marcara un angulo de 90° (Figura 76).
Nuevamente, el arrastre que realizo la estudiante, le permitid ajustar
la configuracién a la medida que ella buscaba, por esta razén, es un
ejemplo de la modalidad de arrastre para ajustar que se enmarca en la
funcion de variacion de contraste [MAPA, FVC, 0].

Figura 76. Arrastre del punto B, realizado por Nicol en la tercera etapa
de la Tarea 1.

it

Fuente: elaboracion propia
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Continuando con el proceso, Nicol parecia no entender la instruccion.
Ella crefa que era suficiente con ubicar el punto B, de manera que el
angulo determinado por este punto midiera 90°, pero no veia necesario
mover el resto de los puntos. Al dialogar con la profesora, ella empieza
a entender un poco mejor el enunciado.

4 Profesor 2 Mueve los puntos buscando que midan 90.
5 Nicol Hay uno.

6 Profesor 2 Todos tienen que medir 90.

7 Nicol {Todos?

8 Profesor 2 Tienes que mover cada uno.

En ese momento, Nicol empezd a mover los demas puntos para buscar
la medida de 90° en cada uno de los angulos que determinan. Sin
embargo, lo que estaba haciendo era mover todos los puntos a una
misma posicion o a posiciones cercanas (Figura 77).

Figura 77. Arrastre de los puntos auxiliares en posiciones cercanas al
punto B, realizado por Nicol en la tercera etapa de la Tarea 1.
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Fuente: elaboracion propia

La estudiante continué realizando arrastres para lograr que los dngulos
determinados por los puntos tuvieran la medida de 90°, por esta
razon estos contintian siendo arrastres para ajustar. Ella ain no estaba
interesada en buscar una propiedad o relacion entre dichos puntos; por
lo tanto, se mantuvo en la funcién de contraste [MAPA, FVC, 0].

Nuevamente, al hablar con la profesora, ella empez6 a replantear sus
estrategias.
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Nicol

iTodos quedan en el mismo punto!

10

Profesor 2

¢{Tu crees?

1u

Nicol

Si porque es que...

12

Profesor 2

¢Estas segura? ;Por qué no exploras en otro lado?

13

Nicol

Porque hacia alla me da mas y hacia alld me da menos y hacia alld me da menos [indica con las manos
diferentes direcciones a las que ha movido el punto].

14

Profesor 2

Yo te aconsejaria que exploraras en otro lado. Tu te estas yendo solo hacia un lado.

¢Por qué no revisas del otro lado del tridangulo? No sé, revisa.

En este didlogo se observa que la estudiante afirma que todos los puntos
que favorecen la medida de 90° estan ubicados en la misma posicion
[9]; para justificar esta afirmacidn, ella explica algunos arrastres que
ha realizado [13], en los cuales ha detectado que la medida del angulo
aumenta o disminuye en ciertas direcciones, por lo cual ella cree que solo
ahi da 90°. Como la estudiante hace referencia a los pasos que ha ejecutado
para justificar su afirmacion, clasificamos esta aseveracién como un
esquema de argumentacion de recuento factico. Por otro lado, dado que
la estudiante esta centrandose en caracterizar los puntos que favorecen la
medida para identificar patrones invariantes, creemos que ella se encuentra
en la funcion de variacion de separacion [MAPA, FVS, EAR].

Posteriormente, Nicol tomd uno de los puntos auxiliares y lo empezd
a mover a otros lugares de la pantalla. Se observo que intenté moverlo
muy cerca del vértice A del triangulo, ya que alli se acercaba la medida
a 90° (Figura 78). De esta forma, de nuevo la estudiante vuelve a
ejecutar un arrastre para ajustar que se enmarca dentro de la funcién de
variacion de contraste [MAPA, FVC, 0].

Figura 78. Arrastre de los puntos auxiliares en posiciones cercanas al
punto A, realizado por Nicol en la tercera etapa de la Tarea 1.

.

DEECEE 5

oF A

Fuente: elaboracion propia
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Durante un intervalo de tiempo, Nicol estuvo moviendo los puntos en
el interior del tridngulo y sobre sus lados, de manera que no encontraba
posiciones en las que las medidas fueran de 90°. Luego, arrastr6é un
punto fuera del tridngulo y observé que la medida disminuia, asi que
siguié el movimiento hasta que obtuvo el angulo de 90°. Esto logrd
hacerlo con tres puntos (Figura 79).

Figura 79. Primera configuracion obtenida por Nicol en la tercera
etapa de la Tarea 1.

@+ For+ 5

Fuente: elaboracion propia

Posteriormente, ella decidi6 tomar uno de los puntos que habia ubicado
sobre el vértice B y lo movid a otra posicién en donde marcaba 90°
(Figura 80). En estos arrastres, la estudiante continu6 ajustando puntos
para que cumplieran con la medida deseada. Cabe sefialar que, aunque
la figura ya parecia indicar una relacién entre estos puntos, la estudiante
no se fijaba en esta relacién, por lo cual continuaba en una funcién de
contraste y no pasaba a la separacion [MAPA, FVC, 0].

Figura 80. Configuracion final obtenida por Nicol en la tercera etapa
de la Tarea 1.

Fuente: elaboracion propia
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En este momento, la estudiante se dirigié a uno de los profesores.

15 Nicol Profesora, jya!

16 Profesor 2 Muy bien.

17 Nicol ¢{En serio?

18 Profesor 2 Listo. Entonces, ahora tienes que responder la pregunta que te estan haciendo. Tui ya sequiste la instruccion.
19 Nicol Si.

20 Profesor 2 Ahora responde la pregunta, ;qué dice la pregunta?

21 Nicol {Qué figura se puede formar con todos los puntos cuando el angulo que marcan es de 90°?
22 Profesor 2 {Qué figuras ves ahi en esos puntos? ;Qué parece que forma?

23 Nicol Un tridngulo.

24 Profesor 2 ¢{Cudl tridngulo?

25 Nicol Es como un circulo. No, es un semicirculo.

26 Profesor 2 Escribe tu respuesta.

Nicol escribié su respuesta a la pregunta: “la figura formada es un
semicirculo conformado por diversos angulos de 90°” [sic]. Esta
conclusién de la estudiante se bas6 en la apariencia de la configuracién,
obtenida a partir de los arrastres para ajustar, por lo cual corresponde a
un esquema de argumentacién empirico. Asi mismo, reconocemos que
en el desarrollo de la respuesta se evidencia la busqueda de patrones
invariantes, lo cual corresponde a la funcién de separacion [MAPA,
EVS, EAE]. Luego, la alumna avanzé a la siguiente etapa.

Explora. 4. Mueve el punto B a diferentes lugares y observa qué pasa con
la medida del dngulo. ;Qué condicién debe cumplir la curva para que el
dngulo en B mida 90°?

Para iniciar esta etapa, Nicol empez6 a mover el punto B a diferentes
posiciones (Figura 81). Nuevamente, la estudiante inicié la etapa
explorando la situacién mediante una modalidad de arrastre erratico, de
manera que parecia encontrarse dentro de la funcion de separacion, al
variar una dimension mientras las otras permanecian fijas, en busqueda
de regularidades [MAE, FVS, 0]. En este momento, volvié a tener un
didlogo con la profesora.
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Figura 81. Arrastre realizado por Nicol al iniciar la cuarta etapa de la
Tarea 1.

........ o m
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b :
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Fuente: elaboracion propia

27 Profesor 2 Bueno, ;qué pasd? Vamos en la 4. ;Ya leiste?
28 Nicol Si. Mueve el punto B a diferentes lugares y observa qué pasa con la medida del dngulo. Pues, se extiende.
29 Profesor 2 Ok, ¢si lo mueves?
30 Nicol Si.
31 Profesor 2 Muévelo a otro lugar. ;A qué te refieres con eso de que se extiende?
32 Nicol 0O sea, cambia la forma del éngulo.
33 Profesor 2 ¢{La forma del angulo?
34 Nicol Eh, del del...
35 Profesor 2 ¢De qué? ;A qué te refieres? ;Qué cambia la forma?
36 Nicol [Parece estar pensando]
37 Profesor 2 Sefidlame a qué te estas refiriendo. ;Qué es lo que esta cambiando de forma?
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. O sea, si muevo esta parte (ubica el cursor sobre el punto), se va a extender esto
38 Nicol . =
[se referia a los arcos ACy CA].
39 Profesor 2 Ok. La linea que estd en negro y la linea que esta punteada, ¢a eso te estas refiriendo?
40 Nicol Aja.
. Ok. Lo que te estan diciendo es que lo muevas y mires qué condicion debe cumplir la curva...
41 Nicol 3 < <
¢de cudl curva nos estaran hablando?
42 Nicol De esta [sefiala la figura formada por los arcos AC ya].
De esa, ino? ;Qué condicion debe cumplir la curva para que el dangulo mida 90?
43 Profesor 2 A N
Entonces, ahora busca en dénde mide 90.

Nicol arrastré el punto hasta una posicion en la que el angulo midiera
90° (Figura 82). Este arrastre se basa en el ajuste de la configuracién a
una medida, enmarcado en la funcion de contraste. La estudiante atin
no se fijaba en la propiedad particular de la figura como tal [MAPA,
FVC, 0]. Luego, continud el didlogo con la profesora.

Figura 82. Arrastre final realizado por Nicol en la cuarta etapa de la
Tarea 1.

Fuente: elaboracion propia

44 Profesor 2 Y qué observas en la curva? ;Qué condicion deberia cumplir?

45 Nicol Ser perfecta. ;No?

Escribe lo que estas diciendo. Tu ya viste que pasa algo cuando es de 90 y cuando no es de 90 no pasa.

46 Profesor2 Trata de explicarlo ahi con tus palabras.

47 Nicol Cuando mide 90, el dngulo es perfecto y cuando no mide...

48 Profesor 2 ¢Elangulo?

49 Nicol Eh, el circulo... es perfecto. Cuando se pasa al angulo de 90, el circulo se...
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50 Profesor 2 Se qué?

51 Nicol Se distorsiona.

52 Profesor 2 Escribe eso...Escribelo con tus palabras.

53 Nicol {Seguro?

Parece que, en el didlogo con la profesora, Nicol va refinando sus
respuestas a través de las preguntas que esta le hace. Luego de este
didlogo, ella pensé durante unos minutos y escribio la siguiente
respuesta: “para que la circunferencia sea perfecta debe cumplir al
tener un angulo de 90 cuando el dngulo de la circunferencia mide
mds o menos la circunferencia es disperfecta” [sic]. Esta conclusion
de la estudiante se bas6 en la forma que observo en los casos que se
presentaron cuando el angulo media 90° y cuando no tenia esta medida.
Es decir, a partir de los arrastres para ajustar y la funcién de contraste,
ella establecié un esquema de argumentacion empirico [MAPA, FVC,
EAE]. Es importante destacar que la alumna expresé su respuesta a
partir de un lenguaje poco formal. Entendemos que por “circunferencia
perfecta” se refiere a que la figura forma una circunferencia y que por
“circunferencia disperfecta” senala que las dos curvas no forman una
circunferencia. Luego, avanz¢ a la etapa 5.

Generaliza. 5. Se presentan dos opciones para trazar diferentes
circunferencias. Mueve el punto B sobre cada circunferencia trazada y
observa qué pasa con la medida del dngulo. Explica tu respuesta.

Nicol inicid esta etapa moviendo el punto B y activando las dos opciones
de circunferencia que se proporcionan en la tarea (Figura 83). Al dialogar
con la profesora, ella empez6 a explorar un poco mas la situacion.



Figura 83. Primera exploracion de Nicol en la quinta etapa de la Tarea 1.
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Fuente: elaborcion propia

Se presentan dos opciones para trazar diferentes circunferencias.

>4 Profesor2 ¢Ya las exploraste? ;Ya miraste qué pasa con cada una?

55 Nicol Una, queda el angulo por dentro y el otro, queda por fuera.

56 Profesor 2 Ok.

57 Nicol Si ponemos esta, el angulo queda por fuera (activo la segunda circunferencia).
58 Nicol Dice: mueve el punto B sobre cada circunferencia. ¢Ya hiciste eso?

59 Profesor 2 Aja.

60 Nicol ¢El punto ya lo moviste? ;Y si lo pones ahi qué pasa?

Ahora, Nicol arrastrd el punto al interior de la circunferencia, el profesor

le indic6 que debia ser “sobre” (Figura 84).
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Figura 84. Arrastre realizado por Nicol en la quinta etapa de la Tarea 1.

| o* O o1

]1 rezar cincunfeiencia con diamets 4G

Fuente: elaboracion propia

61 Profesor 2 Sobre, ahi no lo estas poniendo sobre, ;qué es para ti “sobre"?
62 Nicol Eh... [arrastro el punto sobre la circunferencia]
63 Profesor 2 Ahi esta sobre.

Luego, ella arrastré el punto realizando un recorrido sobre la
circunferencia (Figura 85). Cabe sefialar que el punto no estaba atado,
por lo que este movimiento era aproximado y no siempre daba una
medida exacta en el dngulo. Este arrastre se realizé sobre una figura y
le permiti verificar que sobre esta circunferencia la medida del angulo
siempre era aproximadamente 60°. Por esta razén, el movimiento
corresponde a la modalidad de arrastre vinculado. Es importante sefialar
que la estudiante pudo ejecutar este tipo de arrastre a partir de las
orientaciones de la profesora. Ademas, dado que este arrastre se realiza
para verificar un patrén, corresponde a la funcién de generalizacién
[MAV, FVG, 0].
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Figura 85. Arrastre sobre la segunda circunferencia realizado por
Nicol en la quinta etapa de la Tarea 1.

Fuente: elaboracion propia

Luego, Nicol continué hablando con la docente.

64 Profesor 2 ¢Qué pasa con ese angulo cuando esta sobre esa circunferencia?

65 Nicol Que se queda sobre 60.

66 Profesor 2 ¢Y en la otra circunferencia? Explora la otra circunferencia.

Consideramos que la afirmacion de la alumna, en la que sefiala que la
medida del dngulo sobre esta circunferencia es de 60° [65], constituye
un esquema de argumentacioén empirico, ya que se basé en los hechos
encontrados o en la configuracion. Para lograr llegar a esta afirmacion,
la estudiante realizé un arrastre vinculado. Adicionalmente, dado que
la estudiante hizo este arrastre para poder responder la pregunta del
profesor [64], entendemos que este se enmarca dentro de la funcién
de variacidn de separacidn, pues a través de este arrastre la estudiante
se centra en una dimension de variacion, mientras otras permanecen
fijas, en busqueda de un patrén invariante; en este caso, ese patron es la
medida [MAV, FVS, EAE].

A continuacién, Nicol activé la primera circunferencia y puso el
punto sobre esta. Luego, empez6 a arrastrarlo, realizando un recorrido
aproximado sobre la circunferencia (Figura 86). Igual que en el caso
anterior, algunas veces la medida no era exactamente 90°, dado que
el punto no estaba vinculado a la curva. Nuevamente, la estudiante
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realizé un arrastre vinculado, ahora sobre la otra circunferencia, sin
que el punto estuviera enlazado. Este arrastre le permitio verificar que
sobre esta circunferencia la medida del angulo es igual a 90°, es decir, se
encontraba en la funcién de generalizaciéon [MAV, FVG, 0].

Figura 86. Arrastre sobre la primera circunferencia realizado por
Nicol en la quinta etapa de la Tarea 1.

3__!'.]"
-,

Fuente: elaboracion propia

Asi, continud el didlogo con la docente:

67 Profesor 2 ¢Cudl es la diferencia entre una circunferencia y la otra?

Que en una circunferencia podemos ver que no da para un éngulo de 90y en la otra,

e licel por donde pasamos, si da los 90 grados.

69 Profesor 2 Ahora tienes que escribir.

Al igual que en la conversacion anterior, la estudiante construy6 una
afirmacion [68] basada en hechos encontrados o en la configuracion.
Es decir, esto corresponde a un esquema de argumentaciéon empirico.
Se observa que esta afirmacidon se basa en el arrastre vinculado
ejecutado previamente. Ademas, en esta afirmacion, la estudiante estd
contrastando posiciones que favorecen la medida buscada, en este caso,
esas posiciones estan relacionadas con las circunferencias, por lo que se
enmarca en la funcién de variacion de contraste, aunque esta funcion es
inducida por el planteamiento de la tarea [MAV, FVC, EAE].

Para terminar esta etapa, Nicol escribid la respuesta a la pregunta, asi:
“cuando observamos las diferentes circunferencias podemos observar
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que en una de ellas el angulo es disperfecto y en el otro los angulos
son exactos” [sic]. Esta respuesta se basa en los hechos encontrados
en los arrastres vinculados ejecutados antes, por lo tanto, constituye
un esquema de argumentacién empirico [MAV, FVC, EAE]. No
obstante, es importante hacer énfasis en que este argumento ignora las
caracteristicas de las circunferencias. Es decir, la estudiante no menciona
nada respecto a la ubicacion de los didmetros de cada circunferencia en
relacion con los puntos A y C. Luego, la alumna avanzo a la etapa 6
(Figura 87).

Concluye. 6. De acuerdo con lo que observaste, ;cudl de las opciones seria
la conclusion del problema? Deja seleccionada UNA, la que mds te parezca.
Apoyate en la construccion para verificar si tu seleccion es apropiada.

En esta parte Nicol realizé una lectura muy rapida y seleccioné la
primera opcién. No hizo exploraciones sobre la construccién, por lo
que creemos que pudo haber respondido al azar. No logramos asociar
esta accion en relacion a las categorias que hemos definido porque no es
claro en qué se baso la alumna para dar esta respuesta.

Figura 87. Respuesta de Nicol en la sexta etapa de la Tarea 1.
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ate parezca &)
Apdyate en la construccién para verificar situ seleccion ¢s apropiada
516l segmants AC eaam ENTONCES, ol nieg ]

Deja sefeccionada UNA, la que

Fuente: elaboracion propia

Aplica. 7. Mueve los puntos B, Q y R para que el tridngulo representado
tenga un dngulo de 90°. ;Por qué crees que esa debe ser la ubicacion de los
puntos? Explica.
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Nicol comenz6 este altimo apartado, moviendo el punto R sobre la
circunferencia. Luego, movié los puntos P y Q sobre la circunferencia,
formando un tridangulo como el de la Figura 88.

Figura 88. Respuesta de Nicol en la séptima etapa de la Tarea 1.

Fuente: elaboracion propia

Finalmente, ella escribe la siguiente respuesta: “El punto P Q R forman
un angulo de 90 cuando lo ubicamo(s) de diversas formas para crear
diferente(s) vi(s)tas de el” [sic].

En estas ultimas acciones de Nicol se observa que ella realiz6 arrastres
limitados de los puntos P, Q y R, dado que estos puntos pertenecian
a la circunferencia, es decir, estos arrastres estaban inducidos por la
actividad misma [MAL, 0, 0]. Aparentemente la forma del triangulo
que configurd la alumna parece indicar que R es un dngulo recto.
Sin embargo, vemos que el segmento PQ no contiene al centro de la
circunferencia, lo que nos hace creer que Nicol realiz este arrastre
guiandose por la forma aproximada que le queria dar a la configuracién
mas que por la idea de que uno de los lados del tridngulo debia coincidir
con un didmetro de la circunferencia. El arrastre realizado por ella
corresponde a un arrastre para ajustar y, dado que ella esta considerando
varias dimensiones de la configuracién, creemos que se encontraba
en la funcion de fusién. Ahora bien, como la respuesta no nos brinda
claridad sobre el argumento que plantea la alumna para convencerse
de que esta debe ser la configuracién adecuada, no identificamos un
esquema en la misma [MAPA, FVE 0].
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Tarea 2. Angulo con medida constante

En esta tarea se observara que Nicol realizé principalmente arrastres
para ajustar y algunos arrastres guiados. Veremos que a la estudiante
le costaba usar la herramienta Mostrar Huella, aunque, a partir de un
uso un poco limitado de ella logré identificar una regularidad. En la
ultima parte se mostrara como con el apoyo del docente, la estudiante
desarroll6 argumentos analiticos. Cabe sefialar que estos argumentos se
encontraban ain muy centrados en lo que se observa en el programa.

Nicol inici6 la actividad leyendo el enunciado de la primera etapa:
Anticipa. 1. Mueve el punto B y elige una medida para el dngulo B.
Escribe la medida que elegiste en la caja verde. ;Crees que el punto B se
puede mover a otro lugar, manteniendo la misma medida que elegiste?
sPodrias decir en cudntas posiciones se puede ubicar el punto B?

A continuacidn, ella empezé a arrastrar el punto B, hasta que consiguid
una medida de 90°, esta fue la medida que registré en la caja (Figura
89). Dado que este arrastre se realiza para darle una medida a la
configuracion, pero sin mantener esta medida a lo largo del movimiento,
corresponde a un arrastre para ajustar. Asi mismo, como se modifica
una dimension de variaciéon en busqueda de la medida requerida,
mientras las demas permanecen fijas, catalogamos esta acciéon dentro
de la funcién de separacion [MAPA, FVS, 0].

Figura 89. Primer arrastre de Nicol en la primera etapa de la Tarea 2.

Fuente: elaboracion propia

Luego, Nicol empez6 a mover el punto B a diferentes posiciones,
buscando una medida de 90° (Figura 90). De esta manera, la estudiante
continuaba realizando arrastres para ajustar, pero esta vez contrastando
las posiciones que le favorecian la medida que habia elegido con aquellas
que no le favorecian. Asi, en la respuesta a la pregunta ;Crees que el
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punto B se puede mover a otro lugar, manteniendo la misma medida que
elegiste?, Nicol selecciond la opcidn Si. Para terminar esta etapa, ella
escribio la siguiente respuesta a la pregunta final: “podemos ubicar mas
de 4 angulos de 90” [sic]. Esta respuesta se basa en los resultados que
observo la estudiante en los arrastre realizados, por lo que corresponde
a un esquema de argumentacioén empirico [MAPA, FVC, EAE].

Figura 90. Arrastre de Nicol, buscando la medida de 90°, en la primera
etapa de la Tarea 2.

Fuente: elaboracion propia

Posteriormente, Nicol avanzé a la segunda etapa: Verifica. 2. Mueve el
punto B tratando de mantener la medida de 90°%. Luego de mover el punto
B por distintas partes manteniendo la medida del dngulo, habilita la opcion
Mostrar Huella. ;Qué figura se forma con la huella del punto B?

La estudiante activo la opcidn Mostrar Huella, lo cual le permitié
visualizar el recorrido que ella habia realizado con el punto, previamente
(Figura 91). Sin embargo, parecia que ella no entendia que primero
debia mover el punto manteniendo la medida de 90° y, luego, debia
activar la opcion Mostrar Huella. De esta forma, lo que esta herramienta
le proporcionaba no le daba ninguna informacion sobre el camino que
debia recorrer el punto para mantener dicha medida en el angulo.

25 Esta medida depende de la medida ingresada por el alumno en la primera etapa.
En este caso, como Nicol eligié volver a trabajar con 90°, esta es la medida que
aparece en la segunda etapa de la tarea.



En este momento, la estudiante tuvo el siguiente didlogo con uno de los
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Figura 91. Primer uso de la herramienta Mostrar Huella

por parte de Nicol.
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Fuente: elaboracion propia

profesores:
70 Nicol El mio es de 90.
n Profesor 1 ¢Vas a trabajar con angulo de 90°?
72 Nicol Si.
73 Profesor 1 ¢lgual que ayer, que el pasado?
74 Nicol Si. Pero no entiendo.
75 Profesor 1 {Qué pasa?
76 Nicol Es que dice que le dé en la opcion [activa la herramienta Mostrar Huella] y vea (Figura 92.a.)
77 Profesor 1 {Qué pasa?
78 Nicol ¢Ahi qué?
79 Profesor 1 Por eso, voy a ocultarla [desactiva la opcion Mostrar Huella].
Arrastra el punto, de tal forma que mantenga la medida de 90.
80 Nicol [Empieza a arrastrar el punto B, pero sin mantener la medida, simplemente a otro lugar (Figura 92.b.)
81 Profesor 1 Concéntrate en que mantenga la medida. Ahi no tiene 90.
82 Nicol [Continua arrastrando el punto, pero sin mantener la medida]
83 Profesor 1 Arréstralo de tal forma que siempre mida 90. Pues intentando que...
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Figura 92. Arrastre realizado por Nicol en la etapa 2 de la Tarea 2, al
conversar con uno de los profesores.
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Fuente:elaboracion propia

Nicol no comprendié que debia realizar el arrastre guiado manteniendo
dicha medida del angulo, ella solo realizaba arrastres para ajustar la
medida del dngulo a 90°, en diferentes lugares de la pantalla. Durante
un lapso de tiempo, se observo que ella arrastré el punto por diferentes
lugares, de manera aleatoria (Figura 93.a. y Figura 93.b.) [MAE, 0, 0], y,
luego, volvié a un lugar donde la medida era 90° [MAPA, FVC, 0]. Por
ultimo, volvio a activar la opcién Mostrar Huella (Figura 93.c.).

Figura 93. Exploracion final de Nicol en la etapa 2 de la Tarea 2.
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Fuente: elaboracion propia

Para terminar esta etapa, Nicol escribié la siguiente respuesta:
“Encontramos diversas formas atraves de un angulo de 90” [sic]. Esta
respuesta no da claridad de las formas que observo la alumna, por
esta razdn, no identificamos algin esquema de argumentacion en ella.
Luego, la estudiante avanzo a la etapa 3.
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Explora. 3. Se han creado algunos puntos auxiliares. Muévelos a diferentes
lugares para que el dngulo que marquen sea de 90°%. ;Qué figura se puede
formar con los puntos? ;Es la misma figura que esperabas?

Parece que la estudiante ley6 la indicaciéon mentalmente y, luego, movid
el punto B por diferentes lugares, de manera aleatoria, (Figura 94.a.)
[MAE, 0, 0], algunas veces sobre los puntos auxiliares (Figura 94. b-c.)
[MAPA, 0, 0]. Se observo también que intenté mover el punto para
lograr ajustar a la medida de 90° (Figura 94.d.) [MAPA, FVC, 0]. Esto lo
realiz6 durante algunos segundos, aparentemente no habia entendido la
instruccion.

Figura 94. Exploracién de Nicol en la etapa 3 de la Tarea 2.
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Fuente: elaboracion propia

26 Al igual que en la etapa anterior, esta medida se modificaba de acuerdo con la
medida ingresada por la alumna en la etapa inicial de la tarea.
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Entonces, ella escribi6 la siguiente respuesta: “formamos un triangulo”
[sic] y avanzd a la siguiente etapa. No se tiene claro porqué ella registré
esta respuesta.

Generaliza. 4. Elige una nueva medida para el dngulo del punto B.
Escribe la medida en la caja verde. Haz clic derecho sobre el punto B y
activa la opcion Rastro. Luego, mueve el punto B tratando de mantener la
medida de __. ;Qué figura se forma con el rastro que va dejando el punto?

Nicol eligié la medida de 60° y la registrd en la caja verde. Luego, ella
empez6 a arrastrar el punto B, buscando posiciones en las que este punto
favoreciera la medida elegida. De esta forma, encontré 4 posiciones en
las que el angulo tenia dicha medida (Figura 95). Por lo tanto, estos
fueron arrastres para ajustar la configuracion a la medida de 60°, que
se obtuvieron contrastando posiciones del punto que favorecian y no
favorecian esta medida [MAPA, FVC, 0].

Figura 95. Arrastre realizado por Nicol para obtener la medida de 60°
en la etapa 4 de la Tarea 2.

Fuente: elaboracion propia

Luego, Nicol escribié como respuesta que la figura que se forma con los
puntos, al mantener la medida, es un cuadrado [sic]. Suponemos que ella
considerd que las 4 posiciones que encontr6 en los arrastres para ajustar
son los vértices de un cuadrilatero. Por lo tanto, su conclusion se basa en
los hechos particulares que observo previamente a través de una funcion
de contraste. Es decir, corresponde a un esquema de argumentacion
empirico [MAPA, FVC, EAE]. Asi, avanzo a la siguiente etapa.

Concluye. 5. De acuerdo con lo que observaste, ;Cudl de las opciones seria
la conclusion del problema? Deja seleccionada UNA, la que mds te parezca.
Apoyate en la construccion para verificar si tu seleccion es apropiada.
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En esta etapa, Nicol ley6 el enunciado y selecciondé las opciones 2, 1,
5y 4. Se observo que leyd cada una de estas opciones y luego arrastr6
un poco el punto B. Sin embargo, parece que no hace un analisis de la
situacion. Por lo cual, dejo como respuesta la opcion 4 y avanzé a la
etapa 6 (Figura 96).

Figura 96. Respuesta de Nicol en la etapa 5 de la Tarea 2.
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Fuente: elaboracion propia

Construye. 6. Mueve los puntos para lograr que los cuatro dngulos tengan
la misma medida. Pista: Muestra las circunferencias y cambia sus radios.
sPor qué crees que esa debe ser la ubicacion de los puntos? Explica tu
respuesta.

Nicol empezd a explorar esta etapa de la tarea, mostrando y ocultando
las circunferencias y cambiando sus radios, como se observa en la Figura
97 (a-b). También, arrastré los puntos E, G, H e I, como aparece en la
Figura 97 (c-d). Sin embargo, parecia que no tenia ninguna estrategia al
realizar estas acciones.
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Figura 97. Arrastres de Nicol en la etapa 6 de la tarea 2.
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Fuente: elaboracion propia

157



Tareas digitales: recursos didactico para favorecer a argumentacion

En este momento, ella hablé con uno de los profesores.

84 Nicol Ya me confundi.
85 Profesor 2 Bueno, ¢tu ya acabaste?
86 Nicol Ya, a conciencia.

Pero, entonces, yo no sé qué contestaste en los otros puntos. Déjame ver una cosa.
[La profesora se devuelve a las preguntas anteriores en el applety nota que la estudiante no

& Rroiesor2 hizo los arrastres anteriores]. ;Segura? ¢Hiciste este ejercicio? [Se refiere al arrastre con la
herramienta Mostrar Huella de la etapa 2]. ;Qué medida elegiste?
88 Nicol 90.
90. Aqui la idea era...Es que tus compafieros estan explorando esta parte, por eso lo digo...
89 Profesor 2 X e "
Buscar el dngulo de 90. ;Hiciste lo que te dijo el profesor con esta tecla?
90 Nicol No.
91 Profesor 2 Bueno, vamos a intentar hacer el ejercicio.

La profesora le sugiri6 a la estudiante que moviera el punto B,
tratando de mantener la medida de 90°, pero pulsando la tecla SHIFT
y realizando el movimiento con las flechas. Al hacer esto, es posible
realizar un arrastre mas preciso del punto, conservando la medida.

Intenta hacer esto que te estoy comentando. ¢Listo? Y cuando hayas recorrido un buen camino
92 Profesor 2 . " . X
manteniendo la medida le das Mostrar Huella a ver qué se te formé.
93 Nicol Yo ya sé que se formo.
94 Profesor 2 ¢Ya sabes? ;Segura?
95 Nicol Si.

La estudiante realizo el recorrido con la estrategia de arrastre sugerida,
manteniendo medidas de 90° o cercanas a esta (Figura 98). Asi, Nicol
realizd un arrastre guiado, manteniendo la medida de 90°. En este caso,
la estudiante es consciente de que debe buscar una regularidad a través
de dicho arrastre; por esta razon, consideramos que ella pasa de la
funcidén de variacion de contraste a la de separacion [MAG, FVS, 0].
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Figura 98. Arrastre realizado por Nicol, manteniendo la medida de
90°, en la etapa 2 de la Tarea 2.
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Fuente: elaboracion propia
Luego, Nicol activé la opcion Mostrar Huella (Figura 99) y, aunque esta
no tenia aun la forma adecuada, la estudiante cambio sus respuestas
de las etapas 2, 3 y 4, indicando que la forma de la figura era una
circunferencia.
Verifica. 2. Respuesta: “una circunferencia” [sic].

Explora. 3. Respuesta: “una circunferencia” [sic].

Generaliza. 4. Respuesta: “una circunferencia” [sic].
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Figura 99. Huella dejada por el punto B, luego de que Nicol realiz6 el
arrastre manteniendo la medida de 90°, en la etapa 2 de la Tarea 2.
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Fuente: elaboracion propia

En este punto, podemos suponer varias cosas. Puede ser que Nicol se
haya fijado solo en los tltimos puntos del recorrido, los cuales se resaltan
con amarillo en la Figura 100, o que el ver este término (circunferencia)
en la etapa del Concluye, la haya dado algunas ideas sobre la respuesta
que debia dar. En el primer caso, diriamos que su respuesta se basa en
un esquema de argumentacion empirico, que resulté del arrastre guiado
realizado [MAG, FVS, EAE]. En el segundo, no existiria un argumento
como tal; en su lugar, la estudiante estaria adivinando la respuesta.

Figura 100. Circunferencia en la huella dejada por el punto B, luego de
que Nicol realiz6 el arrastre en la etapa 2 de la Tarea 2.
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Fuente: elaboracion propia
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Luego, en la etapa 5, la estudiante realizé un arrastre del punto B
manteniendo la medida de 90°, pero no modificé su eleccion de la
opcion 4. De esta forma, regreso a la etapa 6. En este momento tuvo una
conversacion con otro de los profesores.

96 Profesor 1 ¢Como harias? Ahi te dicen “muestra las circunferencias’, muéstralas.

97 Nicol [Activa las dos circunferencias]

98 Profesor 1 Y, a ver, ;qué mas dice? Cambia los radios. ;Tendrias que cambiarlos para algo?

99 Nicol Para mirar si las circunferencias... Para ver si los puntos si quedan en las circunferencias.
100 Profesor 1 ¢Y no sera que los puntos toca moverlos a un lugar?

101 Nicol ¢Para que queden dentro de la circunferencia?

102 Profesor 1 Si, pero, ;como?

103 Nicol Ah

¢Esas circunferencias son cualquier circunferencia? ;O tienes que ajustarlas para que funcione

104 Profesor 1 de alguna forma particular? A ver, el objetivo es el siguiente...

105 Nicol Meter todos los punticos dentro de la circunferencia.

106 Profesor 1 Que los angulos tengan la misma medida, ahi lo dice.

107 Nicol Ah.

108 Profesor 1 Usa lo que... Pues, los anteriores ejercicios para lograr eso.
109 Nicol [Parece pensativa]

110 Profesor 1 ¢Ya estas pensando como poder conseguirlo?

11 Nicol Claro.

A partir de esta conversacion, Nicol decidié activar la circunferencia
A y ubicar los puntos H e I sobre ella (Figura 101). Es decir, arrastrd
estos dos puntos sobre esta figura para ajustar la configuracion y que
cumpliera con una condicién que ella buscaba. De esta forma, la
estudiante estaba ejecutando un arrastre para ajustar y contrastando
las posiciones que le favorecian dicha condicion de aquellas que no
[MAPA, FVC, 0].
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Figura 101. Primera exploracion de Nicol en la etapa 6 de la Tarea 2.
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A continuacidn, vuelve a conversar con el profesor.

112 Profesor 1 ¢Como sabes que tienen la misma medida? ;Visualmente? [Refiriéndose a los angulos representados]
13 Nicol Si.

114 Profesor 1 Listo. Responde.

115 Nicol {Qué respondo?

116 Profesor 1 Aver, jpor qué crees que esa debe ser la ubicacion de los puntos?

117 Nicol Porque cada uno tiene la misma medida.

118 Profesor 1 {Por qué?

119 Nicol Porque cada uno tiene la misma medida.

120 Profesor 1 Dale. No sé, jtu estas segura?

121 Nicol No sé.

122 Profesor 1 Si quieres podrias mirar antes qué hiciste para para poder confirmar las cosas.

En este momento, Nicol volvid a revisar sus respuestas en las etapas
anteriores por sugerencia del profesor. Entonces, volvié a la etapa 6,
activo las dos circunferencias y ubico los puntos sobre ellas (Figura

102).
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Figura 102. Respuesta final de Nicol en la etapa 6 de la Tarea 2.
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Nuevamente, vuelve a dialogar con el profesor. Ella lo llama para
mostrarle su respuesta.

123 Profesor 1 ¢Y como supiste?

124 Nicol Porque decia que mostrara las dos circunferencias.

125 Profesor 1 Si.

Y al mostrar las dos sirve, la interseccion son los dos triangulos.

128 B [creemos que se refiere a los triangulos HQF y GPI que se observan en la Figura 102].
127 Profesor 1 Pero tu pusiste que midieran lo mismo los radios de las circunferencias.

128 Nicol Si.

129 Profesor 1 ¢Por? jAlguna cuestion en particular?

130 Nicol Para que los dngulos fueran iguales.

En este didlogo se observa que la estudiante se fijaba en los tridngulos
[126] que se formaron al ubicar los puntos sobre las circunferencias.
Creemos que estos tridngulos dan la impresion de ser iguales y que, de
esta forma, es posible concluir que los dngulos que se estdn analizando
sean iguales. Por esta razdn, consideramos que el arrastre que hace la
estudiante es un arrastre guiado para darle una forma particular a la
figura; ademas, la estudiante se esta fijando en varias dimensiones de
variaciéon al mismo tiempo (cada uno de los vértices de los dngulos),
lo cual puede considerarse dentro de la funcién de variaciéon de fusion
[MAG, FVE 0].
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Luego de esto, la estudiante escribid la siguiente respuesta a la pregunta:
“al poner lo dos radios de las circunferencias en la misma medida
podemos ver que los angulos toman la misma medida y crea un
punto de intercepcién” [sic]. Aunque esta conclusion no esté del todo
completa, observamos en ella unas condiciones que se deben cumplir
para que los angulos sean iguales. Por lo tanto, reconocemos en ella un
esquema de argumentacion analitico basado en el arrastre guiado y la
funcién de variacion de fusidn, sefialada antes [MAG, FVE EAD]. La
conclusion de la alumna se podria redactar como: Si los radios de las
circunferencias tienen la misma medida, entonces los dngulos tienen la
misma medida y se intersecan.

De esta forma, Nicol acabo la actividad. Luego de esto, tuvo el siguiente
didlogo con el profesor:

131 Profesor 1 0 sea que si los radios son diferentes...

132 Nicol No se encuentra un punto de interseccién y tampoco se sacan los angulos exactos.

133 Profesor 1 ¢Exactos es qué? ;lguales?

134 Nicol Si, que todos los angulos midan igual.

135 Profesor 1 Ok, o sea, si las circunferencias tienen el mismo radio, si son iguales, entonces si se encuentran...

136 Nicol Dan las medidas iguales.

137 Profesor 1 {Cudles medidas?

138 Nicol Ay, todos los angulos son iguales.

139 Profesor 1 L'Cémo.estén fgvmgdos es0s éngulos?lc'De cualquier fgrma? Ven, qevuelve la parlnalla. [Vue'lven amirar
la configuracion final en la etapa 6 (Figura 102)]. ;Cuales son los angulos? Por ejemplo, némbralos.

140 Nicol H.FQ?

141 Profesor 1 iH?

Nicol parece confundida por un momento, entonces revisa nuevamente
la construccion y afirma que los angulos que tienen la misma medida
son los H, E G e I. Luego el profesor le pregunta:

Vi N : s
142 Profesor 1 Ysiyo lo_muevo. Po_r ejemplo,_para aca [El profesor arrastra el punto G
sobre la circunferencia verde (Figura 103.a.)]
143 Nicol Sigue teniendo la misma medida.
144 Profesor 1 ¢Y por aca? [El profesor arrastra el punto fuera de la circunferencia verde (Figura 103.b.)]
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145 Nicol No.

146 Nicol O sea, si lo saco.

147 Nicol Tiene menos medida.

148 Nicol ¢Menos? La medida es menor.

149 Nicol Si.

150 Nicol ¢Y silo pongo acé? [El profesor arrastra el punto dentro de la circunferencia verde (Figura 103.c.)]
151 Nicol Es mas.

152 Nicol Es mayor. ;Y por a'cé? Ahi. [El profesor ?rrastra el p'unto'sobre la circunferencia verde, pero en un lugar

muy cercano a la interseccion de las circunferencias (Figura 103.d.)]

153 Nicol Es menor la medida.
154 Nicol ¢{Pero no decias que tenia que estar en la circunferencia?
155 Nicol Ay, profe.
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Figura 103. Arrastres realizados por uno de los profesores

al dialogar con Nicol.
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En este dialogo se observa que el docente es quien realiza una serie
de arrastres para que la estudiante elabore ciertos argumentos.
Reconocemos las siguientes interacciones:

o Cuando el docente realiza el arrastre vinculado sobre la
circunferencia (Figura 103.a.), Nicol concluye que, si el punto se
mueve sobre la circunferencia, la medida del angulo se mantiene
igual a la de los demas.

 Cuando el docente realiza el arrastre para ajustar la posicion del
punto fuera de la circunferencia (Figura 103.b.), Nicol concluye
que, si el punto esta fuera de la circunferencia, la medida del
angulo es menor a la de los demas.

« Y, cuando el docente realiza el arrastre para ajustar la posicion del
punto dentro de la circunferencia (Figura 103.c.), Nicol concluye
que, si el punto esta dentro de la circunferencia, la medida del
angulo es mayor a la de los demas.

En todas estas afirmaciones se observa que la estudiante estd ejecutando
esquemas de argumentacion analiticos, ya que sus conclusiones tienen
una estructura condicional (si-entonces). Ademas, estas afirmaciones
tienen origen en la variacion de la apariencia de una configuracion,
en ese sentido, creemos que la estudiante logro llegar a una funcién
de variacion de generalizacion a través de los arrastres para ajustar y
vinculados ejecutados [MAPA/MAYV, FVG, EAD]. Cabe senalar que,
dado que en la presentacion grafica no estaban disponibles las medidas,
Nicol no podia acudir a esta evidencia empirica para desarrollar su
argumento.

Nicol parecia confundida respecto a que la medida en este punto fuera
la misma en la ubicacion que se ve en la Figura 103.d. Luego, modificd
su respuesta y afirmé que, en cualquier lugar de la circunferencia,
la medida del angulo seria la misma. No obstante, al finalizar, ella
manifestd que queria mantener la ubicacién de los puntos como se
observaba en la Figura 102, para que se formaran los dos triangulos.
Por esta razon, consideramos que ella seguia buscando la forma de estos
dos triangulos isdsceles para justificar visualmente la congruencia de los
angulos [MAG, FVE EAE].

166



| Serie Digital Incentiva Maestros y Maestras 10 - IDEP

167

Tarea 3. Equidistancia

En el desarrollo de esta tarea se veran especialmente las dificultades que
tenia Nicol para realizar construcciones con el programa GeoGebra.
En las actividades anteriores, resultaba mds sencillo abordar la tarea
porque se partia de una construccién dada, pero, en esta, el origen
de la tarea se basa en una construcciéon que debe realizar el alumno.
Adicionalmente, se observara que la alumna tuvo mas facilidades para
realizar arrastres para ajustar (aquellos que requieren buscar darle una
medida o forma particular a la configuracion) que para realizar arrastres
guiados (aquellos en los que se debe mantener la propiedad a lo largo
del arrastre) y, en consecuencia, se perdia el uso de la Herramienta
Mostrar Huella. Al finalizar, veremos que la alumna logro establecer una
conclusion parcial, basada en los arrastres para ajustar realizados en una
configuracion dada en la etapa 8.

Nicol inici6 la primera etapa de la tarea: Construye. 1. Usa las herramientas
de GeoGebra para ubicar un punto que esté a la misma distancia de los
puntos A y B, respectivamente. Explica como ubicaste el punto.

Se observa que la estudiante no efectudé ningun procedimiento
sobre la vista grafica para ubicar el punto que se le solicitaba en la
instruccidn. Luego, escribid la siguiente respuesta: “Utilizando las
herramientas encontramos un angulo de 90 grados” [sic] (Figura 104).
Por lo observado, creemos que ella no estaba concentrada en realizar la
tarea. En consecuencia, esta accion no se puede analizar a la luz de las
categorias de analisis.

Figura 104. Respuesta de Nicol en la primera etapa de la tarea 3.

Fuente: elaboracion propia
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A continuacion, ella avanzé a la segunda etapa: Explora. 2. ;Cémo
podrias comprobar que el punto que ubicaste estd a la misma distancia de
A y de B usando las herramientas de GeoGebra?

En este momento, Nicol seleccioné la herramienta segmento del menu
de GeoGebra y trazé el segmento con extremos en los puntos A y B
(Figura 105.a.). Luego, sigui6 usando la misma herramienta para ubicar
un punto sobre el segmento AB; lo que hizo la alumna fue representar
un segmento sobre AB tal que uno de sus extremos era un punto que
nombro6 como T (Figura 105.b.). Creemos que ella queria ubicar el punto
que se solicitaba en el punto 1, pero no sabia qué otras herramientas usar.

Figura 105. Construccion realizada por Nicol en la segunda
etapa de la Tarea 3.

Fuente: elaboracion propia

Al hacer esto, la estudiante regresd a la primera etapa de la tarea y
modificé su respuesta; esta vez escribio: “Utilizando un segmento
encontramos un punto en comun que es T unidos por un segmento”
[sic]. Luego, volvi6 a la etapa 2 y escribid la siguiente respuesta:
“utilizando un segmento” [sic]. Asi, avanzé a la etapa tres. Hasta este
momento, la alumna no ha ejecutado arrastres y, por lo tanto, no ha
experimentado la variacion. Su respuesta, aunque no responde a lo
solicitado, corresponde a un argumento de recuento factico pues se basa
en los pasos que ella realizd en el software [0, 0, EAR].

Anticipa. 3. ;Crees que puedes encontrar mds puntos que estén a la
misma distancia de A y de B? ;o el punto que encontraste es el tinico?
Explica tu respuesta.
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Nicol no efectudé ningtin procedimiento sobre la construccion, en las
casillas selecciond la opcidn Si y contestd lo siguiente: “porque esta
ubicado en un segmento y en un segmento encontramos diversos
puntos” [sic] (Figura 106). Nuevamente, la estudiante no hace uso
de las modalidades de arrastre y, en consecuencia, no experimenta
la variacién. Sin embargo, su respuesta puede entenderse como un
argumento analitico que, en este caso, no conduce a una conclusién
valida. Dado que la estudiante entiende que, dado un segmento, es
posible encontrar infinitos puntos en él, entonces considera que es
posible encontrar mas puntos que cumplan la condicion [0, 0, EAD].
De esta forma, la alumna pasé a la siguiente etapa.

Figura 106. Respuesta de Nicol en la etapa 3 de la tarea 3.

3, (Crees que puedes encantrar mas puntas que estén a la misma distancia de & y de B 2] s [ Jne
40 el punto gue enconlraste es el unico? Explica tu respuesta,
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Fuente: elaboracion propia

Verifica. 4. Mueve el punto rojo tratando que la distancia hasta A y hasta
B sea la misma. Al finalizar el movimiento, Habilita la opcion Mostrar
Huella. ;Qué figura se puede formar con todos los puntos azules cuando la
distancia es la misma? Explica tu respuesta.

La estudiante leyé por un momento la instruccion. Luego, realizé el
arrastre del punto C, al parecer usando las flechas del teclado porque
primero lo hizo de arriba hacia abajo, en linea recta, como se observa en
la Figura 107 (a-c). Luego, hizo el arrastre de izquierda a derecha, como



Tareas digitales: recursos diddctico para favorecer a argumentacién

aparece en la Figura 107 (d-f). Todo esto, mientras el cursor permanecia
estatico en la pantalla y sin seguir la instrucciéon de mantener las
medidas iguales. A continuacion, la estudiante activé la opcion Mostrar
Huella (Figura 108), pero estd no le daba ninguna informacion, puesto
que no habia hecho lo que se le pedia en la instruccion.

Como vemos, estos arrastres no parecen tener de fondo una estrategia
para cumplir con las condiciones solicitadas, por lo tanto, creemos que se
trata de un arrastre erratico. Ahora bien, dado que ella estaba modificando
una dimensién de la configuracion, mientras las otras permanecian
estaticas, consideramos que se encuentra en la funcién de separacion,
aunque no tuvo éxito al no seguir las indicaciones [MAE, FVS, 0].

Figura 107. Arrastres ejecutados por Nicol en la cuarta etapa

de la Tarea 3.
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Fuente: elaboracion propia
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Luego de unos segundos, la estudiante escribié como respuesta: “Un
segmento” [sic]. Sin embargo, esta respuesta parece no tener fundamento
en lo que ella observaba, por lo que no podemos estudiarla con base en
las categorias. Posteriormente, Nicol avanzé a la siguiente etapa.

Figura 108. Herramienta Mostrar Huella en la cuarta etapa de la Tarea 3.
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Fuente: elaboracion propia

Construye. 5. Con las herramientas de Geogebra, construye la figura que
supones se forma con todos los puntos azules, ;Como la construiste?

Parece que Nicol no entendi6 la instruccion, consideramos que esto
se debe a que no sigui6 las instrucciones del paso anterior, entonces
lo que ella hace es arrastrar el punto C y volver a activar la opcioén
Mostrar Huella. Luego, ella decide volver a la etapa anterior y cambiar
su respuesta por: “un triangulo” [sic] (Figura 109). No tenemos claridad
respecto a qué la llevo a responder esto, por lo cual no analizamos esta
respuesta con base en las categorias.
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Figura 109. Cambio de respuesta de Nicol en la etapa 4 de la Tarea 3.
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Fuente: elaboracion propia

En este momento Nicol, por error, reinicio el applet. Con lo cual, todas
sus respuestas se borraron. Antes de volver a la etapa 5, ella registro
rapidamente las siguientes respuestas:

Construye. 1. Respuesta: “LOS UBIQUE MEDIANTE UN
SEGMENTO” [sic].

Explora. 2. Respuesta: “PORQUE A TRAVES DEL SEGMENTO
PODEMOS COMPROBAR QUE AHI MAS UN PUNTO” [sic].

Anticipa. 3. Respuesta: Selecciond la opcién Si y escribié:
“SI PORQUE AL ENCONTRAR MAS PUNTOS EN UN
SEGMENTO?” [sic]. Luego, cambié su respuesta por la opciéon No
y escribié: “PORQUE SI MIRAMOS DE UNA PARTE TIENEN
QUE TENER LA MISMA MEDIDA Y AL SER UN SEGMENTO
Y SE PARTEN EN UN PUNTO CADA MEDIDA VA CA(M)
BIANDO CON LA SIMULTANEA APARICION DE DIVERSOS
PUNTOS?” [sic].

Verifica. 4. Nicol realizé un arrastre del punto, sin mantener
las medidas iguales, alrededor de los dos puntos dados y
activo la herramienta Huella (Figura 110). Posteriormente,
escribio: “LA FIGURA QUE VEMOS FORMADA ES UNA
CIRCUNFERENCIA” [sic].
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Figura 110. Segunda exploracién de Nicol en la etapa 4 de la tarea 3.
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En estas respuestas notamos que Nicol mantiene sus argumentos en sus
respuestas. En la respuesta de la etapa 1, el esquema de argumentacion
sigue siendo de recuento factico, puesto que explica cdmo obtuvo
el punto [0, 0, EAR]. En la respuesta de la etapa dos, parece que la
alumna sigue creyendo que puede ubicar mas puntos que cumplan
la condicién, dado que en un segmento hay infinitos puntos. Este
argumento parece ser de caracter analitico, aunque esta mal aplicado [0,
0, EAD]. Sin embargo, las respuestas de las etapas 3 y 4 no parecen ser
lo suficientemente claras como para desarrollar su analisis.

Ahora, Nicol avanzo, de nuevo, a la etapa 5. Ella volvio a explorar los
mendus de herramientas y, al parecer, no encontr6 nada. Luego, respondid
lo siguiente: “LA CONSTRUCCION DE UNA CIRCUNFERENCIA SE
REFIERE LA FORMACION DE DIVERSOS PUNTOS FORMANDO
UNA CIRCUNFERENCIA CON DIVERSAS HERRAMIENTAS?” [sic].
Notamos que la estudiante seguia respondiendo si tener un fundamento
en lo grafico y sin ejecutar las ordenes de los enunciados. Sus respuestas
parecen relacionarse con las conclusiones encontradas en las tareas
previas, en las que el desarrollo de la tarea conducia a descubrir algunas
relaciones del angulo con una circunferencia. Luego, la estudiante pasé
ala etapa 6.

Concluye. 6. Haz clic derecho sobre el punto Rojo y activa la opcion
Rastro. Luego, mueve el punto rojo tratando que la distancia hasta A y
hasta B sea la misma. Escribe una conclusion.

Nicol empez6 esta etapa seleccionando el punto rojo y arrastrandolo de
manera horizontal y vertical. No obstante, esto lo hacia sin conservar
la igualdad entre las distancias del punto rojo hasta los puntos Ay By
sin activar la opcidn Rastro. Asi que, este arrastre se puede interpretar
como erratico y la variacion se enmarcaria en la funcién de separacion,
al concentrarse en una sola dimensién de variacién [MAE, FVS, 0]. Sin
realizar algiin procedimiento exitoso, ella registrd la siguiente respuesta:
“En conclusion cada que movemos el punto rojo para encontrar todos
los puntos podemos encontrar una circunferencia” [sic] (Figura 111).
Por el proceso desarrollado, sigue siendo dificil categorizar la respuesta
de la alumna ya que, adicionalmente, no hay evidencias graficas que
permitan asociar el proceso con una circunferencia. Asi, avanzé a la
etapa siete.
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Figura 111. Respuesta de Nicol en la etapa 6 de la tarea 3.
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Fuente: elaboracion propia

Informacion. 7. Los puntos que estdn a la misma distancia de dos puntos
dados P y Q, se encuentran sobre una recta denominada mediatriz
del segmento PQ. En pantalla encuentras construida la mediatriz del
segmento PQ. Mueve los puntos y observa lo que sucede.

Nicol sigui6 la instruccién dada en el enunciado y movié el punto C
sobre la recta mediatriz (Figura 112), lo cual corresponde a un arrastre
de cardcter limitado, ya que se realiza sobre un lugar geométrico al
que pertenece el punto. Asi mismo, la alumna estaba en la funcién de
separacion, ya que variaba una dimensién de la configuraciéon mientras
las otras permanecian fijas [MAL, FVS, 0]. Sin embargo, luego escribié
una respuesta que no se le solicitaba, ya que alli solo debia escribir su
nombre para continuar. Por esta razon, creemos que es evidente que ella
no estaba realizando una correcta lectura de las preguntas. La respuesta
que escribio fue: “sucede que cuando disminuimos las medidas o las
aumentamos toman la medida de un segmento” [sic] (Figura 113).
Nuevamente, resulta incomprensible qué motivé a la alumna a registrar
esta respuesta. Luego, Nicol avanz¢ a la etapa 8.
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Figura 112. Exploracion de Nicol en la etapa 7 de la tarea 3.

Fuente: elaboracion propia

Figura 113. Respuesta de Nicol en la etapa 7 de la tarea 3.
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Fuente: elaboracion propia

Explora. 8. Mueve los puntos para lograr que la recta cumpla las
condiciones mostradas a la izquierda. Observa lo que sucede cuando
todas las condiciones se cumplen.

Nicol empez6 a explorar la situacién moviendo el punto I, de manera que
el segmento se intersecara con la recta (Figura 114.b.), lo cual corresponde
a un arrastre para ajustar, dado que se busca que el segmento cumpla
la condicién de intersecarse con la recta [MAPA, 0, 0]. Luego, sigui6
arrastrando este punto, para que la recta y el segmento se intersecaran
en el punto medio de este ultimo (Figura 114.c.), lo cual corresponde
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también a un arrastre para ajustar [MAPA, 0, 0]. A continuacidn, ella
movi6 los puntos B y A para obtener un angulo recto formado por el
segmento y la recta (Figura 114.d.), realizando un nuevo arrastre para
ajustar [MAPA, 0, 0]. Sin embargo, al realizar esta ultima accion, se
perdié la interseccion por el punto medio del segmento: por esta razon,
Nicol arrastro la recta hasta obtener esta tltima condicion (Figura 114.e.).
Este ultimo arrastre lo realiz6 manteniendo la medida del angulo recto, a
lo largo del movimiento, por lo que se trata de un arrastre guiado [MAG,
0, 0]. Luego, ella avanzé a la siguiente etapa.

Figura 114. Arrastres realizados por Nicol en la etapa 8 de la tarea 3.

Fuente: elaboracion propia



Explora. 9. jExcelente! Lograste que la recta cumpla las condiciones.
Ahora aparece en la recta un punto especial S, muévelo ;Qué sucede con
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la distancia del punto S a los extremos del segmento HI?

Nicol empez6 a arrastrar el punto S sobre la recta verde (Figura 115).

Figura 115. Arrastres realizados por Nicol en la etapa 9 de la tarea 3.
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Fuente: elaboracion propia

conversacion.

156 Nicol No pasa nada, aumentan las medidas.

157 Profesor 2 ¢Aumentan cémo? ;No hay nada? ;No hay nada que tu veas ahi que sea curioso?

158 Nicol No.

159 Profesor 2 En estas dos medidas. [Se refiere a las medidas indicadas en los segmentos punteados].

160 Nicol [Arrastra nuevamente el punto S sobre la recta] No, no pasa nada.

161 Profesor 2 L'Qyé sucede con la siistanf:ia del punto S a los extremos? ;Qué sucede con la distancia del punto S
acay del punto S aca? [Sefiala los puntos He ]

162 Nicol Nada.

163 Profesor 2 ¢Como asi que nada?

164 Nicol Yo no veo que pase nada. Es en serio, vea, el puntico estaba ahi cuando lo inicié (Figura 116.a.).

165 Profesor 2 Si.

166 Nicol Y cuando lo subimos hacia alla... (Figura 116.b.)

167 Profesor 2 {Qué pasa con las medidas? Si subes, ;qué pasa?

168 Nicol Ay, si... {Disminuyen?
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169 Profesor 2 ¢Pero qué relacion hay entre esas medidas?

170 Nicol ¢Que ambas son paralelas?

17 Profesor 2 ¢Paralelas?

172 Nicol No, no.

173 Profesor 2 ¢Distancias paralelas?

174 Nicol Ay, profe, pero es que no... [Piensa por un momento]. Son iguales, las distancias son iguales.

En esta conversacion se observa que Nicol realiz un arrastre limitado
del punto S sobre la recta (Figura 116) y que, en primera instancia,
observo que al mover este punto las medidas de las distancias aumentan
o disminuyen. En este caso la estudiante describié lo que estaba
observando en el movimiento, por lo que consideramos que se trata de
un esquema de argumentacion empirico, aunque bastante inducido por
las preguntas del profesor. Ademas, Nicol se encontraba variando una
dimension, mientras que otras permanecian invariantes y en busqueda
de patrones, por lo que la funcién que enmarca estas acciones es la
separacion [MAL, FVS, EAE].

Figura 116. Arrastres realizados por Nicol durante la conversacién con
la docente en la etapa 9 de la tarea 3.

Fuente: elaboracion propia

Luego de esta conversacion, Nicol escribid la siguiente respuesta: “LAS
DISTANCIAS SON IGUALES?” [sic] y pasé a la tltima etapa.

Concluye. 10. ;Qué condiciones debe cumplir la recta para que los
puntos sobre ella se encuentren a la misma distancia de los extremos del
segmento?



Sin realizar ninguna exploracién en la construccién, Nicol escribié
la siguiente respuesta: “DEBEN CUMPLIR CON UNA MISMA
MEDIDA” [sic]. En este momento, uno de los profesores se acerco vy, al
ver la respuesta, empezé a realizar mas preguntas a la estudiante.
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175 Profesor 1 Aver, ;qué condiciones debe cumplir la recta?
176 Nicol [Sefiala la respuesta]
177 Profesor 1 ¢{Yya? Una recta no tiene medida. Una recta es infinita.
178 Nicol Ay, profe.
179 Profesor 1 Aver, mira bien la pregunta. ;Qué condiciones debe cumplir la recta? Sefiala la recta.
180 Nicol Es esta, ;no? [Sefiala el segmento HI] (Figura 117). No ese es un...
181 Profesor 1 Segmento.
182 Nicol Eso, esta es una recta [sefiala la recta AB].
[El profesor se aleja un momento]
183 Profesor 1 Mira, en primer lugar, ;qué fue lo que cuadraste? Es que mira la pregunta.
184 Nicol La medida.
185 Profesor 1 Tu estas mostrando ahi, ;qué me estabas sefialando?
186 Nicol Eléngulo.
187 Profesor 1 0O sea que el angulo es relevante.
188 Nicol {Qué es eso?
189 Profesor 1 Es importante. ;Qué mas es importante?
190 Nicol La medida entre las dos.
191 Profesor 1 ¢Qué mas es importante? ;Como consigues la medida?
192 Nicol Que sea... ay, ;como es que se dice? Eh.
193 Profesor 1 Entonces, devuélvete. [El profesor se devuelve a la etapa 8 de la actividad].
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Figura 117. Configuracion que obtuvo Nicol en la etapa 10 de la tarea 3.
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Fuente: elaboracion propia
194 Profesor 1 [EL profesor modifica la configuracion] ;Qué es lo que falta ahi? (Figura 118.a.)
195 Nicol Que tengan un angulo en coman, ;no?
196 Profesor 1 ¢Yya? Porque si tienen. Mira. [Sefiala el dngulo determinado por la recta y el segmento].
197 Nicol Ah, ya.
198 Profesor 1 Mira.
199 Nicol Ay, no puedo creer que me esté quedando grande, profe.
200 Profesor 1 Pues te falta algo. ;Qué te falta?
201 Nicol ¢Qué compartan un punto?
202 Profesor 1 Si?
203 Nicol Ay, profe.

La estudiante explord la construccion hasta obtener las tres condiciones,
nuevamente. Finalmente, vuelve a la etapa 10 y escribe la siguiente
respuesta: “DEBE TENER UN LADO EN COMUN UN ANGULO Y
LA MISMA MEDIDA” [sic] (Figura 118.b.). Observamos que Nicol
realiz6 de una manera muy apropiada los arrastres requeridos en
esta ultima etapa de la tarea, pero tiene dificultades para concluir lo
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Figura 118. Revi
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s. La respuesta final corresponde a un esquema de
e recuento factico, puesto que la alumna solo describid
ndiciones que debia cumplir la recta, pero de manera
EAR]. De esta forma, Nicol termind su ejecucion de

sién de Nicol y el profesor sobre la etapa 8 de la tarea 3.
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Fuente: elaboracion propia
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Y ahora, los resultados

En este capitulo se interpretan los resultados obtenidos en el analisis
que se presento en el capitulo 6 respecto a la resolucion por parte de
los alumnos de las tareas propuestas. Para realizar esta interpretacion
recurriremos a representaciones graficas que nos permitiran evaluar de
manera cualitativa la evolucidn de las acciones los alumnos, en funcion
de las categorias de andlisis propuestas, asi como analizar las relaciones
entre estas categorias. De esta forma, contrastaremos los resultados
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obtenidos en las tareas con las proyecciones esperadas al disefiarlas
y compararemos el desempefo de los alumnos en cada una de ellas.
Las representaciones graficas también serviran para contrastar si las
relaciones reportadas entre las categorias de analisis se presentaron en el
quehacer de los estudiantes durante el desarrollo de las tareas, esto es: (i)
las relaciones entre funciones de la variaciéon y modalidades de arrastre
reportadas por Leung (2008), (ii) las relaciones entre modalidades de
arrastre y procesos ascendentes y descendentes (Arzarello et al., 2002).
A partir de este analisis de resultados esperamos poder determinar qué
caracteristicas de las tareas digitales disefiadas favorecen el desarrollo de
la argumentacion y, de esta forma, dar respuesta en el capitulo siguiente
a los objetivos planteados al iniciar este trabajo.

Analisis por estudiante

En este apartado veremos como evolucionaron las acciones de los
estudiantes en términos de las modalidades de arrastre ejecutadas, las
funciones de variacion evidenciadas y los esquemas de argumentacion
desarrollados. Dado que las tareas disefiadas estaban planteadas de
modo que se esperaba favorecer algunas modalidades de arrastre o
funciones de la variacion, el analisis se realizara en comparacioén con
esta proyeccion (ver seccion de Contexto educativo). Ahora, en sintonia
con Arzarello et al. (2002) y Leung (2008), se reconoce que se puede
evidenciar una jerarquia entre las modalidades de arrastre o entre las
funciones de la variacidn, al respecto queremos sefalar que nuestro
interés no esta centrado en medir hasta qué punto las acciones de los
alumnos se corresponden con una determinada jerarquia, pues las
tareas no se diselaron para promoverla al no ser problemas abiertos
como los descritos por estos autores. No obstante, hemos definido una
posible escala entre estos elementos atendiendo a los planteamientos de
los autores mencionados y a los de otros autores como complemento
(Arzarello et al., 2002a; Baccaglini-Frank & Mariotti, 2010; H. Flores,
2007; Harel & Sowder, 1998; Leung, 2003, 2008; Lopez-Real & Leung,
2006). Esta escala se presenta en la Figura 37. A través de estas escalas
se organizan las diferentes modalidades, funciones o esquemas, desde
niveles basicos a unos mas elaborados.
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Figura 37. Escalas para las categorias de andlisis definidas.
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Fuente: elaboracion propia

Analisis de los resultados de Nicol. La Figura 38 muestra la evolucién
de las modalidades de arrastre ejecutadas por Nicol en el desarrollo de
las tareas en comparacion con la proyeccion realizada en el diseno”.
Cada intervalo del eje horizontal corresponde a una etapa de la tarea.
De manera analoga, se presentara de manera grafica la evolucion de las
funciones de variacion y los esquemas de argumentacion evidenciados
en el trabajo de Nicol y los demas estudiantes.

Como se observa en las proyecciones, las tareas fueron disefiadas para
que los estudiantes empezaran a desarrollar modalidades de arrastre
y funciones de variacidn basicas y, gradualmente, fueran avanzando
hacia tipologias mas elaboradas de estas categorias en cada etapa.
Luego de alcanzar niveles superiores y de acuerdo a la proyecciéon del
disefio de las tareas cuyas etapas finales eran de aplicaciéon o conclusion,
se esperaba que los alumnos alternaran entre diferentes niveles de
modalidades de arrastre y funciones en la resolucién de la tarea. En

27 Vale la pena sefialar que al disefar las tareas se anticipéd qué modalidades de
arrastres y funciones de variacion se podrian presentar en cada etapa, pero no se
estableci¢ el tipo de argumentos que se desarrollarian ya que consideramos que
esto es algo que depende en gran medida de los alumnos y no es facil de inducir
a través de las tareas. Por esta razdn, en las graficas se observa la proyeccion para
las modalidades de arrastre y las funciones de variacion que se esperaban en cada
momento.



particular, en el trabajo de Nicol se observa que la estudiante logré
alcanzar niveles superiores en las modalidades de arrastre en las tareas
1, 2y 4 (ver Figura 38) y que, especificamente en las dos primeras tareas,
la estudiante tuvo una evolucion en los tipos de arrastre usados. Sin
embargo, como se reportd en el analisis, la alumna tuvo un desempefio
bajo, especialmente en las tareas 3, 4 y 5, lo cual se refleja en la poca
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correspondencia de sus acciones con lo proyectado respecto al arrastre.

Figura 38. Modalidades de arrastre ejecutadas por Nicol
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Figura 39. Funciones de variacion evidenciadas en el trabajo de Nicol
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Adicionalmente, se observa que Nicol pudo ejecutar modalidades de
arrastre de primer nivel como erratico, limitado, para ajustar (en mayor
medida) y guiado (en menor medida) y de nivel superior como el
arrastre vinculado y el arrastre test (estos dos ultimos en un nimero
reducido de ocasiones), pero no realiz6 arrastres mantenidos, de lugar
mudo, en linea o con rastro activado, que requieren de una experticia
para mantener una propiedad a lo largo del arrastre. Consideramos
que esto es evidencia de la dificultad que conlleva el arrastrar un
punto manteniendo mas de una propiedad durante el movimiento,
dificultad que fue mencionada por Leung, Chan, & Lopez-real (2000)
al documentar el didlogo entre estudiantes y docentes al resolver un
problema abierto en un SGD. De hecho, se observa que Nicol, a lo largo
del trabajo, usa en su mayoria arrastres para ajustar como estrategia
para abordar las tareas, lo cudl no le permite evidenciar del todo las
relaciones y propiedades inmersas en las tareas y que dependian del
descubrimiento de lugares geométricos, a través de otros tipos de
arrastre mas sofisticados. Esto mismo se podria analizar a la luz de lo
planteado por Arzarello et al. (2002), recordemos que estos autores
mencionan que las modalidades de arrastre se pueden clasificar en
dos tipologias: ascendentes y descendentes (ver seccion Sistemas de
Geometria Dindmica y la herramienta arrastre). En lo desarrollado por
Nicol vemos que ella pasa de las primeras modalidades ascendentes
(arrastre errdtico, guiado o limitado) a las ultimas descendentes (arrastre
test), dejando un vacio en aquellas modalidades que demuestran una
transicion entre las dos tipologias (arrastre de lugar mudo, en linea o
con rastro activado). Desde nuestra perspectiva, esto puede ser una
causa del bajo éxito de la estudiante en algunas de las tareas.

En relacion con las funciones de variacion (ver Figura 39), en la primera
tarea Nicol realizé un progreso casi igual al esperado, que solo difirié
con la proyeccion en la fusion que se present6 una etapa después. En
la segunda tarea, esta estudiante realizé contraste y fusiéon de acuerdo
con lo anticipado, pero no desarroll6 la separacion y la generalizacién
cuando se esperaba, lo cual corresponde con la dificultad para hacer
los arrastres relacionados con el lugar geométrico que se menciond
antes. En las tres dltimas tareas, vemos que el desempefio de la alumna
fue totalmente diferente a lo que se planed. Aunque al ver la grafica
correspondiente podriamos afirmar que las acciones de Nicol se
alternaron entre la separacion y la fusion, en este caso esta interpretacion
no resulta muy completa. Una revision en detalle del analisis del trabajo
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de esta alumna en estas tareas revela que la separacion tuvo lugar
cuando ella ejecutd arrastres érraticos o limitados en la exploracion de
la situacion, mientras que la fusion se desarrollé cuando la situacion
misma demandaba que la estudiante se fijara en varias variables de la
configuracion al mismo tiempo, como ocurria en la tarea 5, donde desde
la construccion inicial se proporcionaba la figura del cuadrilétero con
sus mediatrices. En consecuencia, se podria decir que Nicol evidenci6
un trabajo dentro de estas funciones, pero en un nivel bajo influeciado
por la ejecucion de arrastres basicos.

En esta misma linea, y retomando uno de los aspectos del trabajo
desarrollado por Leung (2008), analicemos como se relacionan las
modalidades de arrastre y las funciones de variacion en el proceso del
trabajo de Nicol. La Figura 40 muestra las relaciones que se presentaron
entre estas categorias y la frecuencia con la cual se repitieron dichas
relaciones.

Figura 40. Relacion entre las modalidades de arrastre y las funciones
de variacion en el proceso de Nicol en las cinco tareas.
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La grafica muestra que las acciones de esta alumna se desarrollaron en
las cuatro funciones de variacion, pero no en todas las modalidades de
arrastre. Como se reportd antes, la mayoria de los arrastres de Nicol
se enmarcaron en la modalidad de arrastre para ajustar y dentro de
una funcion de contraste, lo cual resulta natural dado que las tareas
promovian desde su génesis el descubrimiento de posiciones que
favorecieran una propiedad y su comparacion con aquellas que no. Sin
embargo, en el caso de esta estudiante es notoria la reducida cantidad
de acciones en otros tipos de arrastres y funciones. En relacién con lo
propuesto por Leung (2008), vemos que efectivamente la modalidad de
arrastre erratico se corresponde en su mayoria con el contraste y que
el arrastre vinculado y el arrastre test, aunque se presentaron en las
primeras funciones de variacion, fueron muy significativos en la funcién
de generalizacion. Esta ultima consideracion se basa en la especificidad
de lo obtenido por Nicol cuando desarrollé las combinaciones [MAYV,
FVG] y [MAT, FVG], ya que en esos casos la estudiante logré verificar
conjeturas como lo describe Leung (2008). Por ejemplo, en el caso de
la tarea 1 - etapa 5, Nicol realiz6 un arrastre vinculado para verificar
que, si el vértice del angulo se ubicaba sobre cualquier lugar de una
circunferencia determinada, entonces su medida era de 60° mientras
que, al ubicarlo sobre cualquier lugar de otra circunferencia, obtenia
una medida de 90°, realizando asi una generalizacion. Por su parte, en
la tarea 4 — etapa 5, Nicol us6 el arrastre test para construir la figura
que aparentemente formaban los centros de las circunferencias que
contenian a los dos puntos dados, nuevamente desarrollando una
generalizacion. Por esta razén consideramos importante la relacion
entre estas modalidades y esta funcion de variacion.
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Figura 41. Esquemas de argumentacién desarrollados por Nicol en las
cinco tareas.
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Consideremos ahora los esquemas de argumentacion desarrollados
por Nicol (ver Figura 41). En este caso, observamos que la mayoria
de argumentos desarrollados por la alumna corresponden a esquemas
de argumentacion empiricos (EAE) y, en segundo lugar, de recuento
factico (EAR). En el caso de los esquemas empiricos, estos tuvieron
como garante en su mayoria, a la apariencia de la figura obtenida en
la pantalla. Mientras que, para los argumentos de recuento factico, la
alumna mencionaba las acciones que habia ejecutado en el software
para justificar sus ideas. En tercer lugar, se encuentran los esquemas
de argumentacion analiticos (EAD). Recordemos que este tipo de
esquemas responden a una estructura deductiva de la forma si-entonces.
En el caso de Nicol, cuando ella logré establecer argumentos de este
tipo, solo en dos de los casos lo hizo de manera auténoma, en otros dos
casos los argumentos tenian la estructura, pero no eran correctos y en el
caso restante, el argumento se construy6 bajo la guia del docente. Con
esto queremos evidenciar la dificultad que implica desarrollar este tipo
de argumentos.
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Figura 42. Relacion entre las modalidades de arrastre, las funciones de
variacion y los esquemas de argumentacion en el proceso de Nicol en
las cinco tareas.

Fuente: elaboracion propia

Por otro lado, aunque en la literatura estudiada para el presente trabajo
solo encontramos asociaciones entre las modalidades de arrastre y las
funciones de variaciéon como la que propone Leung (2008), resulta
importante estudiar las relaciones que se presentan entre las tres
categorias para nuestro trabajo, ya que nos interesa evidenciar las
caracteristicas de las tareas digitales que promueven la argumentacion.
Para el trabajo desarrollado por Nicol, estas relaciones se observan en
la Figura 42. En esta grafica se observan tinicamente los casos en los
que se presentaron tres elementos (modalidad de arrastre, funcién de
variacién y esquema de argumentacion) al mismo tiempo. A partir de
esta representacion podemos ver que las triadas que mds se repitieron
en el trabajo de Nicol fueron [MAPA, FVC, EAE], [MAPA, FVE EAE]
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y [MAV, FVC, EAE]. Esto se relaciona con lo descrito lineas atras
respecto a que el trabajo de esta alumna se centré en las modalidades y
funciones inferiores y superiores y que mostré ausencia de modalidades
o funciones intermedias. Podria decirse que para Nicol era dificil
desarrollar la etapa de transicion de estas categorias. Por su parte, los
esquemas se concentran mas en los niveles superiores, al ser de caracter
empirico en su mayoria.

En la grafica, también podemos empezar a identificar zonas en las que se
encuentran apiladas las triadas y otras en las que estas no se presentan,
por ejemplo (i) la zona determinada por los esquemas de argumentacion
autoritarios y simboélicos permanece desprovista de triadas. (ii) La zona
de modalidad de arrastre para ajustar, en relacion a todas las funciones
de la variacién se encuentra relacionada con alguno de los esquemas de
argumentacion. Este analisis sera recursivo en el trabajo de los demas
estudiantes, y sera ttil para establecer algunas diferencias.

Por otro lado, en el caso de esta alumna, y aunque no pareciera
tener relacidn con nuestros intereses investigativos, consideramos
importante mencionar que, debido a otras situaciones, la estudiante no
se encontraba bien animicamente cuando desarrolld las dltimas tres
tareas y que, desde nuestra perspectiva, esto impacté negativamente
en su desempefio. En ese sentido, concluimos que aparte de hacer un
buen disefio para las tareas, es necesario tener en cuenta otros aspectos
relacionados con el contexto de los alumnos para interpretar su trabajo
en clase.

Analisis de los resultados de Luis. Al igual que con la estudiante
Nicol, en lo que sigue se presenta el analisis del quehacer del estudiante
Luis durante las 5 tareas, haciendo referencia a modalidades de
arrastre (Figura 43), funciones de la variacion (Figura 44) y esquemas
de argumentaciéon producidos (Figura 46). Algo para senalar del
comportamiento de este estudiante es que durante el desarrollo de
las tareas mostrd especial interés por hacer saber a los docentes sus
hallazgos, esta motivacion lo llevoé a efectuar trabajo adicional como el
mostrado al finalizar la Tarea 2, en la que dedicé un espacio para realizar
la construccion del problema estudiado durante la primera tarea.
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Del trabajo desarrollado por Luis podemos mencionar que, en términos
generales las modalidades de arrastres proyectadas se cumplieron,
aunque es necesario aclarar que algunos de estos arrastres sucedieron
una etapa antes o después de lo proyectado (Figura 43). Como se
puede observar en esta figura, Luis tuvo una evolucién rapida en la
ejecucion de las distintas modalidades de arrastre, ejecuté modalidades
de arrastre test o vinculado durante el desarrollo de todas las tareas
exceptuando la Tarea 3. Luis, antes de realizar arrastres vinculados o
tipo test, ejecutd otras modalidades de arrastre por ejemplo: mantenido,
de lugar mudo, en linea o arrastre con rastro activado. Solo en las Tareas
1y 3 pasé de arrastres erraticos, para ajustar, o guiados, a una de estas
modalidades avanzadas de arrastre. De acuerdo a las evidencias, nos es
posible caracterizar a Luis como un estudiante que efectué diversidad
de modalidades de arrastres durante su interaccion con las tareas lo que
le permitid, por ejemplo, ser mas recursivo en la creacion de estrategias
para validar o refutar conjeturas.

Figura 43. Modalidades de arrastre ejecutadas por Luis
en las cinco tareas.
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Figura 44. Funciones de variacion evidenciadas en el trabajo de Luis
en las cinco tareas.
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En cuando a las funciones de la variacion realizadas por Luis y aquellas
proyectadas en el disefio de las tareas (Figura 44), al compararlas
encontramos que estas coinciden o fueron reportadas una etapa antes
o después de lo proyectado, a excepcion de lo ocurrido durante el
desarrollo de la Tarea 3, en la que Luis no logré efectuar las modalidades
de arrastre que se correspondieran con las funciones de la variacion
generalizacion y fusién como era lo esperado. Es necesario reportar que
aunque el estudiante alcanz6 en la tercera etapa de la tarea 2 la funcién de
la variacién fusidn, esta situacion respondié mas a los hallazgos de Luis
para la primera tarea que a las exploraciones hechas hasta ese momento,
exploraciones que incluso reforzaron los hallazgos de la primera tarea, en
la que la respuesta estaba relacionada con la figura de una circunferencia.
De manera desafortunada, Luis no se percaté de la forma de ‘dos
circunferencias unidas” hasta la dltima etapa (Figura 44). Pensamos
que este hecho se relaciona con la ausencia de funciones de la variacion
generalizacion de las etapas cuarta y quinta de esta segunda tarea.
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Figura 45. Relacion entre las modalidades de arrastre y las funciones
de variacion en el proceso de Luis en las cinco tareas.
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Fuente: elaboracion propia

Continuando con el analisis de las modalidades de arrastre y las
funciones de la variacion, en la Figura 45 se muestran las relaciones
entre estas categorias que surgieron durante el proceso de desarrollo de
Luis para las cinco tareas propuestas junto a la frecuencia de aparicién
de cada relacién. Al respecto, se evidencia la relacién y alta frecuencia
entre la funcion de variacion contraste y las modalidades de arrastre
erratico, para ajustar y guiado, dejando casi en ceros la frecuencia para
las demas relaciones que involucran la funcion contraste. Las relaciones
entre la funcion de variacion separacion con las modalidades de arrastre
guiado, limitado y para ajustar son las que mayor frecuencia presentan,
mientras que la separacion y modalidades de arrastre como mantenido,
de lugar mudo, en linea, rastro activo, vinculado y test se presentan pero
con menor frecuencia. Las relaciones entre las funciones de la variaciéon
generalizacion y fusiéon que fueron evidenciadas en el trabajo de Luis
fueron menos frecuentes que las de separacién y contraste y, las dos
parecen relacionarse, en mayor frecuencia con las modalidades de
arrastre para ajustar, de lugar mudo, vinculado y test. Algunas de las
relaciones, halladas en el trabajo de Luis, entre funciones de variacién
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y modalidades de arrastre habian sido reportadas también por Leung
(2008), por ejemplo: [MAE, FVC], [MAG, FVC], [MAG, FVS], [MAL,
FVS], [MAV, FVG], [MAT, FVG], [MAV, FVG] y [MAT, FVG].

Considerando ahora los esquemas de argumentacion desarrollados
por Luis (Figura 46), el trabajo desarrollado por este estudiante, al
igual que con la estudiante Nicol, nos permite afirmar que la mayoria
de argumentos desarrollados por él corresponden a esquemas de
argumentacion empiricos, seguidos por los de recuento factico
y en tercer lugar los analiticos. Si bien Luis produjo esquemas de
argumentacion simbolicos y de autoridad, estos fueron casos aislados.
Aunque existe una similitud en los trabajos de Nicol y de Luis en cuanto
a los esquemas de argumentacion mads frecuentes, el trabajo de él se
diferencia pues la cantidad de argumentos producidos y verbalizados
desborda ampliamente los producidos por los otros dos estudiantes.

Figura 46. Esquemas de argumentacion desarrollados por Luis
en las cinco tareas.
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En la Figura 47 se reportan las triadas que fueron evidenciadas en el
quehacer de Luis, alli se observa que las triadas [MAPA, FVC, EAE],
[MAT, FVE, EAD] fueron las mas reportadas, cada una con una
frecuencia de aparicion de seis, seguidas por [MAPA, FVC, EAR] y
[MAL, EVS, EAE] con cinco apariciones. La figura permite evidenciar
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zonas de mayor concentracién de las triadas, zonas donde se encuentran
relaciones esporadicas y zonas desprovistas de relaciones o donde hay
relaciones de muy baja frecuencia, por ejemplo:

i. En la zona de los esquemas de argumentacién de autoridad y
simbdlicos solo aparece una triada,

ii. En la zona FVC con modalidades de arrastre mantenido, de
lugar mudo, en linea, con rastro activado, vinculado y test se
encuentra desprovista de esquemas de argumentacion,

iii. La zona de modalidad de arrastre para ajustar y guiado, en
relacion a todas las funciones de la variacion se encuentran
relacionadas con alguno de los esquemas de argumentacion,

iv. La zona aledafia a las coordenadas [MAT, FVE, EAD] se
encuentra poblada, aunque con menor frecuencia. Lo mismo
sucede con la zona cercana a [MAPA, FVC, EAE].

Figura 47. Relacion entre las modalidades de arrastre, las funciones de
variacion y los esquemas de argumentacion en el proceso de Luis en las
cinco tareas.

Fuente: elaboracion propia
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Analisis de los resultados de Sara. La Figura 48 muestra las
modalidades de arrastre ejecutadas por Sara durante el desarrollo de
las tareas en comparacion con la proyeccion del disefo de las tareas. En
el trabajo de la estudiante se logra identificar que Sara lleg6 a niveles
superiores en las modalidades de arrastres en las tareas 2 y 4 y que,
desde la primera tarea y de manera constante utiliz6 arrastres de primer
nivel como erratico, limitado, para ajustar (en mayor medida) y guiado
(segunda mayor medida) acompafiados de otros que nos permiten
afirmar una evolucion en la ejecucion de arrastres como mantenido, de
lugar mudo, en linea, y con rastro activo hasta llegar, como se menciono,
a arrastres de nivel superior como vinculado (en una ocasion) y test (en
tres ocasiones). Sin embargo, a pesar de que Sara ejecuté modalidades
de arrastre de todo tipo, es evidente que durante el desarrollo de las
tareas la estudiante no realizé la cantidad de arrastres proyectada. En
algunas ocasiones, los arrastres que permiten pasar de un primer nivel
a un nivel superior fueron ejecutados en etapas previas y en menor
cantidad, en otras ocasiones sencillamente no los ejecuté como fue el
caso del arrastre de lugar mudo en la tarea 2 y los arrastres en linea y de
lugar mudo de la tarea 3. Respecto a aquellas modalidades de arrastre
que permiten una transicion entre los arrastres de primer nivel y los
de nivel superior es necesario reconocer que el uso de la herramienta
Mostrar Huella propicid esa transiciéon con éxito en las tareas 2 y 4
permitiendo a la estudiante descubrir y describir correctamente el lugar
geométrico y, que en la tarea 3, el arrastre con rastro activado fue el que
propicid ese descubrimiento.

Figura 48. Modalidades de arrastre ejecutadas por Sara en las cuatro
primeras tareas.
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Figura 49. Funciones de variacion evidenciadas en el trabajo de Sara
en las cuatro primeras tareas.
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En relacién con las funciones de variacion (ver Figura 49), en la primera
tarea, Sara realizo un progreso casi igual al esperado, salvo que en la
proyeccion se esperaba la ejecucion de la funcion generalizacion en la
cuarta etapa y la estudiante solo se evidencié una etapa despues, similar
situacion se presentd con la fusidn que se presentd hasta la ultima
etapa siendo esperada en la antepenultima. En la segunda tarea, esta
estudiante realizé separacion de acuerdo con lo anticipado y desarrolld
contraste antes de lo proyectado pero no desarroll¢ la generalizacion
cuando se esperaba pues el uso de la herramienta Mostrar Huella no
fue desisivo y la estudiante debid esperar hasta ejecutar la modalidad
de arrastre con rastro activado para alcanzar el nivel de generalizacion
esperado. En la tercera tarea, la estudiante no presentd contraste, ella
desde el inicio de la etapa realizo la funcién de la variacion separacion,
tampoco ejecut6 generalizacion pero si lleg6 sobre el final de la tarea
a ejecutar la funcion de la variacion fusiéon (una etapa luego de lo
esperado) y sin estar acompafiada de modalidad de arrastre vinculado
o test. Durante la cuarta actividad, el desempefo de Sara fue similar
a lo proyectado, aclarando que en algunas ocasiones la funcién de la
variacion reportada se esperaba fuera desarrollada una etapa antes o
despues de lo ocurrido.

A continuacioén analizamos cémo se relacionan las modalidades de
arrastre y las funciones de variacién en el proceso del trabajo de Sara.
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Las relaciones que se presentaron entre estas categorias y la frecuencia
con la cual se repitieron dichas relaciones puede ser observada en la
Figura 50.

Figura 50. Relacion entre las modalidades de arrastre y las funciones
de variacion en el proceso de Sara en las cinco tareas.

Fuente: elaboracion propia

La grafica muestra que las acciones de Sara se desarrollaron en las cuatro
funciones de variacién, pero no en todas las modalidades de arrastre.
Como se reporto6 antes en los trabajos de Luis y de Nicol, la mayoria
de los arrastres realizados por Sara se enmarcaron en la modalidad de
arrastre para ajustar acompafada por una funcion de contraste, resultado
apenas natural ya que todas las tareas promovian el descubrimiento
de posiciones que favorecieran una propiedad y su comparaciéon con
aquellas que no. Sin embargo, en el caso de esta estudiante es notorio
que la funcién de variacion fusion esté acompariada por arrastres para
ajustar y guiados tal como lo reporta Leung (2008), quien sefialé que la
fusion se puede ejecutar con diferentes modalidades de arrastre siempre
que permitan variar continuamente las partes de la configuracion. Se
logra observar también que las modalidades de arrastre erratico, para
ajustar y guiado se corresponden en su mayoria con la funcién contraste
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y que el arrastre guiado se presenta frecuentemente acompafiado
por la funcién de separacion. Los arrastres vinculados y test, solo se
presentaron junto a la funcién de generalizaciéon como lo describe
Leung (2008).

Figura 51. Esquemas de argumentacién desarrollados por Sara en las
cuatro primeras tareas.
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Consideremos ahora los esquemas de argumentaciéon desarrollados
por Sara (ver Figura 51). Observamos que la cantidad de esquemas
de argumentacion producidos por la estudiante corresponden, en su
mayoria a esquemas de argumentacion empiricos (EAE) y, en segundo
lugar, de recuento factico (EAR) y en tercer lugar los analiticos (EAD)
lo cual coincide con lo reportado en los casos de los estudiantes Nicol y
Luis. Recordemos que este tipo de esquemas responden a una estructura
deductiva de la forma si-entonces y, en el caso de Sara, cuando ella logré
establecer argumentos de este tipo lo hizo de manera auténoma en las
primeras etapas de la primera tarea, luego los argumentos analiticos
producidos finalizando la primera tarea y durante la segunda surgieron
en didlogo con la docente, siendo este ultimo un argumento erréneo. El
argumento que surgi6 al finalizar la tercera tarea lo expresé de manera
incompleta pero aun asi en la afirmacién hecha por Sara es posible
observar los elementos que corresponden a la estructura condicional si-
entonces similar al primero de los reportados en la tarea 4, lo restantes
responden a las respuestas producidas por la estudiante al hallar los



Tareas digitales: recursos didactico para favorecer a argumentacion

centros de las circunferencias construidas y el ultimo al expresar a
la docente las condiciones que debe cumplir la recta que contiene
los centros de las circunferencias que equidistan de dos puntos, en
ambos se manifestaron dificultades para expresar las afirmaciones
evidenciando nuevamente la dificultad que implica desarrollar este tipo
de argumentos.

Figura 52. Relacion entre las modalidades de arrastre, las funciones de
variacion y los esquemas de argumentacion en el proceso de Sara en
las cinco tareas.

Fuente: elaboracion propia

En la Figura 52 se reportan las triadas que fueron evidenciadas en
trabajo realizado por Sara, alli se observa que la triadas [MAPA, FVC,
EAR] fue la més reportada apareciendo cuatro veces, seguidas por las
triadas [MAE, FVC, EAR], [MAPA, FVC, EAE], [MALM, FVS, EAE]
y [MAG, FVS, EAE] con tres apariciones. La figura permite evidenciar
zonas de mayor concentracion de las triadas, zonas donde se encuentran
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relaciones esporadicas y zonas desprovistas de relaciones o donde hay
relaciones de muy baja frecuencia, por ejemplo:

i. En la zona de los esquemas de argumentacion de autoridad y
simbdlicos solo aparece una triada, al igual que lo reportado en el
trabajo de Luis.

ii. En la zona FVC con modalidades de arrastre mantenido, de
lugar mudo, en linea, con rastro activado, vinculado y test se
encuentra casi desprovista de esquemas de argumentacion,

iii. La zona de modalidad de arrastre para ajustar y guiado, en
relacion a todas las funciones de la variacion se encuentran
relacionadas con alguno de los esquemas de argumentacion,

iv. Las zonas cercanas a las coordenadas [MAPA, FVC, EAR] y
[MAPA, FVC, EAE] se encuentran pobladas.

Respecto del trabajo de los tres estudiantes, establecimos algunas
caracteristicas recurrentes y otras que diferencian el trabajo de cada
alumno. Respecto a lo reportado en (i), es una caracteristica comun,
ya que la zona mencionada se encuentra libre de triadas o a lo mas se
presenta una. (ii) es una caracteristica comun para Luis y Sara, diferente
para Nicol quien presentd dos triadas [MAV, FVC, EAE]. (iii) de nuevo,
lo reportado es comun para Luis y Sara pero diferencia el trabajo de
Nicol, pues ella no cuenta con triadas en toda la franja de la modalidad
de arrastre guiado. Finalmente en (iv) se diferencia el trabajo realizado
por Luis del realizado por Nicol y Sara, en el caso de Luis, se encontraron
dos zonas pobladas, una correspondiente a la triada [MAT, FVE EAD]
y sus cercanias lo que nos permite afirmar que realizé modalidades de
arrastre, funciones de la variacion y esquemas de argumentacion de
nivel superior y, la triada [MAPA, FVC, EAE] y sus cercanias que nos
indica que Luis realiz6 varias modalidades de arrastre y funciones de la
variacion de nivel inicial. En los casos de Nicol y Sara, la zona poblada
es cercana a la triada [MAPA, FVC, EAE]| y ambas estudiantes carecen
de zona poblada correspondiente a modalidades y funciones de nivel
superior.
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Conclusiones

Presentamos en este capitulo las conclusiones que se derivan del trabajo
realizado. Estas conclusiones se relacionan con los estudiantes que
participaron del estudio, las tareas disefiadas y los objetivos planteados.
Al finalizar, se propondran algunas posibles proyecciones que se derivan
de la presente propuesta y que permitirian complementar, contrastar o
ampliar lo aqui discutido en futuras investigaciones.
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Conclusiones relativas a los estudiantes

Dado, que en el capitulo anterior presentamos un analisis intra, es
decir, con énfasis en los resultados obtenidos para cada estudiante, nos
parece importante presentar ahora algunas conclusiones acerca de las
relaciones y comparaciones entre los alumnos que participaron de la
investigacion. En los resultados analizados observamos que, en general,
los estudiantes pudieron desarrollar mas modalidades de arrastre
inferiores o superiores, pero pocas intermedias®. Consideramos que
estas modalidades corresponden a una zona de transicion que no fue
sencilla de recorrer para los estudiantes, mas aun si se tiene en cuenta
que esta experiencia fue de los primeros trabajos con un SGD para ellos,
por lo cual consideramos que estas modalidades de arrastre intermedias,
aunque fueron pocas, resultaron vitales para que los estudiantes
reconocieran lugares geométricos, lo cual era en parte la solucién de
las tareas. En el caso de Nicol, no se presentaron estas modalidades; en
el caso de Luis, se presentaron en menor frecuencia si se comparan con
las demas modalidades de arrastre; y en el caso de Sara, fueron pocas
las modalidades intermedias al igual que las superiores. Reconocemos
que, en los casos en los que se usaron, estas modalidades fueron
trascendentales para el descubrimiento de propiedades y, por ende, el
acercamiento a conjeturas y argumentos.

Por otro lado, en lo relacionado con las funciones de variacidn, si nos
fijamos en la escala definida para estas funciones (1. Contraste; 2.
Separacion; 3. Generalizacion; 4. Fusion), podemos concluir que entre los
tres alumnos se present6 con mayor frecuencia el contraste; en segundo
lugar, se encuentra la separacion; en tercer lugar, la generalizacion vy,
por ultimo, la fusiéon. Consideramos que esto concuerda con la relacion
ascendente entre estas tres funciones propuesta por Leung (2008).
Es decir, a mayor complejidad en la funcion, se evidencia una menor
frecuencia en su ejecucion.

Por dltimo, observamos que la tendencia en la aparicion de las
modalidades de arrastre se comporté igual para los tres alumnos. El tipo

28 Como se describid, las modalidades consideradas como inferiores fueron el arrastre
erratico, en linea, para ajustar y guiado; las modalidades intermedias fueron el
arrastre mantenido, de lugar mudo, en linea y con rastro activado; y las modalidades
superiores fueron el arrastre vinculado y el arrastre test.
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de esquemas al que mas recurrieron los estudiantes para justificar sus
respuestas fueron empiricos (EAE), en segundo lugar, se posicionaron
los esquemas de argumentacion de recuento factico (EAR) y, en tercer
lugar, los esquemas de argumentacién analiticos (EAD). Para los
esquemas de argumentaciéon simbdlicos y autoritarios encontramos
unos pocos casos aislados. Esta tendencia, igual para los tres estudiantes,
resulta ser interesante, mas si tenemos en cuenta que los tres alumnos
manifestaron actitudes diferentes a la hora de comunicar sus ideas. Luis
estaba constantemente interesado en compartir sus hallazgos, Sara lo
hizo en menor cantidad, mientras que Nicol muy pocas veces tenia la
intencion de dar a conocer sus ideas.

Conclusiones relativas a las tareas disenadas

La teoria de variacion indica que uno de los objetivos de la educacién
consiste en ayudar a los alumnos a experimentar fendmenos de manera
poderosa (Orgill, 2012). Atendiendo a este planteamiento, el disefio de
las tareas buscaba promover el acercamiento a fenémenos geométricos
de manera poderosa por parte de los alumnos. En los resultados
obtenidos observamos que este objetivo se cumpli6 en el caso de Luis,
quien ejecuto variedad de arrastres enmarcados en todas las funciones
de variacién y con una alta frecuencia, lo cual derivé en la produccién
de multiples argumentos, muchos de ellos muy acertados; ademas, el
proceso de resolucion de Luis le llevd a descubrir relaciones presentes
en las tareas estudiadas y que no habiamos contemplado como posibles
respuestas. Esto mismo ocurrié en menor medida en el caso de Sara,
a quien la variedad de arrastres la condujo a argumentos correctos o
parcialmente correctos en muchos casos, y muy pocas veces en el caso
de Nicol.

Retomando lo relacionado con las tareas, concluimos que, como
se observé en el capitulo 6, estas lograron promover variedad
de argumentos, los cuales se basan en la ejecucién de diferentes
modalidades de arrastre y el desarrollo de diferentes funciones de
variacion. Cuando hubo ausencia de dichas modalidades y funciones,
disminuy¢ la cantidad de argumentos desarrollados por los alumnos,
asi como su validez e importancia dentro de la resolucion de la tarea,
esto fue lo que le ocurrié a Nicol, de quien reportamos un desempeiio
por debajo de lo esperado y que atribuimos a la dificultad que tuvo la
estudiante para ejecutar los arrastres intermedios proyectados en el
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disefio de las tareas. Asi mismo, si bien las tareas se planearon para el
desarrollo de la argumentacion individual, vimos que esta se potencid
cuando se interactuaba con otra persona, en este caso el docente. En
la intervencion de los profesores se vieron potenciados los argumentos
que producian los alumnos, aunque su participacion fue basicamente
para cuestionarlos e intentar aclarar sus respuestas para efectos del
estudio realizado. Por tal motivo, destacamos que el papel del profesor
sigue siendo importante, aunque se propongan tareas digitales como
las sefialadas en este trabajo. Este mismo papel podria cumplirlo otro
estudiante, al trabajar en grupo.

Otro de los aspectos a destacar de las tareas estd relacionado con la
herramienta desarrollada en este trabajo: Mostrar huella. En el trabajo
realizado por Sara y Luis, el uso de esta herramienta fue importante
para lograr visualizar el lugar geométrico que cumplia una condicién.
De hecho, el uso de la herramienta posibilitaba realizar los arrastres
de nivel intermedio que, como hemos discutido, evidenciaron mayor
dificultad para los alumnos. Adicionalmente, en el caso de Luis y Sara,
la herramienta les permiti6 construir un lugar geométrico a partir de los
puntos que conformaban la trayectoria resultante. Es necesario destacar
que esto es algo que no permite desarrollar la opcién Mostrar Rastro
que trae el programa GeoGebra por defecto y que, incluso, el lugar
geométrico que provee esta opcion se puede borrar facilmente. Por
estas razones, concluimos que la herramienta result6 ser de gran ayuda
para cumplir los objetivos de las tareas. Incluso pensamos que esta
herramienta puede mejorarse, por ejemplo, introduciendo variacién
de color en los puntos para identificar los mas proximos al lugar que
cumple una propiedad o los mds recientes, caracteristica que resultaria
favorable tanto al estudiante que interactie con el SGD como al docente
que revise el trabajo. También creemos que la herramienta requiere de
mayor tiempo de trabajo para que los alumnos se apropien de ella y la
apliquen con mayor eficacia en otras tareas de este tipo.

En lo que respecta a la plataforma Moodle, encontramos en ella una
potente herramienta de gestion y recoleccion de informacién para
el desarrollo de la presente investigacion, al permitirnos compartir
las tareas con los alumnos a través de Internet y al posibilitar el
almacenamiento de sus respuestas y de los cambios efectuados sobre los
objetos de la tarea a través del archivo de GeoGebra que resultaba del
trabajo de cada uno. En consecuencia, concluimos que el uso integrado
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de estas dos herramientas constituye un instrumento de gran utilidad
para el desarrollo y evaluacion de tareas digitales y para la realizaciéon de
diferentes investigaciones en las que se implementen SGD.

Por ultimo, en relacidn con las preguntas de opcién multiple que se
incluyeron en algunas etapas para que los alumnos eligieran la conclusién
que mas se aproximaba a sus exploraciones o descubrimientos, notamos
que estas no siempre dan cuenta del proceso real desarrollado por el
alumno. En algunos casos, los estudiantes dedicaron tiempo a analizar
cudl era la opcién que mejor describia las propiedades y relaciones
encontradas, mientras que, en otros, los alumnos seleccionaron alguna
opcion al azar sin considerar lo que habian hecho previamente en la
tarea. En consecuencia, consideramos que las preguntas abiertas son
una opcidén mas acertada para trabajar con los estudiantes este tipo
de tareas donde se pretende promover y estudiar sus esquemas de
argumentacion. Recordemos que, como se vio en el planteamiento del
problema, muchas de las tareas digitales que existen en las propuestas
actuales de las editoriales colombianas y el Ministerio de Educacién
Nacional, tienen como base la estructura de pregunta con respuesta de
seleccion multiple.

Conclusiones relativas a los objetivos planteados

Al iniciar este trabajo se contemplaron cuatro objetivos especificos
relacionados con (1) el desarrollo de una revision bibliografica para
fundamentar el disefio y la evaluacion de tareas que promovieran la
elaboraciéon de conjeturas y la argumentacidn, (2) el disefio de dichas
tareas digitales con GeoGebra, (3) la implementacién de las tareas
mencionadas con un grupo de estudiantes de grado séptimo y (4) la
descripcion de las caracteristicas de las tareas digitales de geometria que
promueven los procesos mencionados.

En cuanto al primer objetivo, hemos concluido que las modalidades de
arrastre propuestas por Arzarello et al.(2002), las funciones de variacion
adaptadas a la Educacion Matematica por Leung (2003, 2008) y Leung
y Yip-Cheung (2006) y los esquemas de argumentacion retomados por
Flores (2007) del trabajo de Harel y Sowder (1998), resultaron ser una
combinacidn util para el desarrollo y andlisis de las tareas pues, como
se seflald lineas atrds, se observo que la relacion entre las modalidades
y las funciones, con base en la cual se disefiaron las tareas, potenci6 la
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elaboracion de variedad de argumentos en los alumnos. En relacién con
los objetivos dos y tres, concluimos que el software GeoGebra permitié
disefar tareas, que no correspondian a los problemas abiertos planteados
por estos autores, pero que promovieron la variedad de modalidades de
arrastre propuesta por ellos y, por ende, que desarrollaran las funciones
de variacion en los estudiantes seleccionados, dando cabida a la
elaboracion de los diferentes tipos de argumentos que, muchas veces,
se identificaban en las respuestas que ellos ingresaban en el software y
quedaban registradas en Moodle.

Para finalizar este apartado, y en relaciéon con el cuarto objetivo,
mencionaremos algunas caracteristicas de las tareas digitales de
geometria propuestas que fueron claves para promover la elaboracién
de conjeturas y argumentos. En primer lugar, estas tareas deben darles
la posibilidad a los estudiantes de experimentar la variacién para
descubrir variantes e invariantes y, en consecuencia, tener acceso a los
fendmenos geométricos involucrados que los aproximen a los conceptos
o propiedades sobre los que se espera que aprendan, lo cual se puede
lograr a través de diversas modalidades de arrastre. En segundo lugar,
las tareas deben proveer algin grado de retroalimentacion al que se
debe dirigir la atencion de los estudiantes y que les dé respuestas sobre la
validez de lo que estan conjeturando o argumentando. Particularmente,
este segundo aspecto lo vimos potenciado en nuestras tareas cuando
los alumnos debian lograr que una figura cumpliera unas ciertas
condiciones para avanzar a la siguiente etapa (como en la tarea 3 — etapa
8). Asi mismo, las tareas deben permitir el desarrollo de respuestas de
tipo abierto, en las que los alumnos puedan expresar sus argumentos,
ya que vimos que este tipo de preguntas permiten dar cuenta real de
los procesos desarrollados por los estudiantes a diferencia de las de
seleccion multiple. Y, por ultimo, que el alumno tenga la posibilidad
de revisar y corregir sus respuestas en etapas previas, pues esto facilita
que establezca relaciones entre las diferentes etapas de las tareas o que
cuestione constantemente sus respuestas.

Proyecciones investigativas

De las conclusiones de este trabajo también se desprenden algunas
preguntas o asuntos de interés que se pueden abordar en futuros
trabajos. Por ejemplo, dado que estas tareas se aplicaron para estudiantes
trabajando de manera individual, se plantea la posibilidad de analizar el
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resultado de aplicarlas para alumnos que trabajen en grupo. En tal caso,
smejorarian los arrastres ejecutados, las funciones evidenciadas y los
esquemas de argumentacion producidos?

Adicionalmente, surge la idea de desarrollar un trabajo distinto en el
que previamente los alumnos se entrenen en el uso de las diferentes
modalidades de arrastre o, especificamente, en el de la herramienta
Mostrar huella. Esto requeriria un mayor tiempo, pero podria analizarse
posteriormente qué efectos se tienen al resolver tareas cdmo las
propuestas.

En relacion con la herramienta Mostrar huella desarrollada, dado que
el arrastre no siempre arrojara el lugar deseado al depender de las
habilidades de los estudiantes al ejecutarlo, el uso de colores deberia ser
una opcién para mejorar esta herramienta de manera que los puntos
tengan (i) tonalidades variadas de acuerdo con la proximidad que
tengan con el lugar geométrico que se busca o (ii) un color que resalte
los puntos mas proximos al punto que es arrastrado con la finalidad de
distinguir facilmente los arrastres recientes de los mas antiguos.

Finalmente, luego de analizar los resultados obtenidos consideramos
que las tareas disefiadas pueden mejorarse en su programacion para
lograr que solo se pueda avanzar si la respuesta es correcta y, en caso de
que no sea asi, se retroalimente con mayor frecuencia lo hecho por el
estudiante, de forma tal que sea posible darle orientaciones mas certeras
para avanzar en el proceso. Esto fue algo en lo que se intenté avanzar
en nuestra propuesta. Sin embargo, esta retroalimentacion no es facil y
demanda considerar todas las posibles respuestas.
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circunferencia realizado por Nicol en la quinta
etapa de la Tarea 1.

Figura 86. Arrastre sobre la primera
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etapa de la Tarea 1.
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Figura 87. Respuesta de Nicol en la sexta etapa de
la Tarea 1.

Figura 88. Respuesta de Nicol en la séptima etapa
de la Tarea 1.

Figura 89. Primer arrastre de Nicol en la primera
etapa de la Tarea 2.

Figura 90. Arrastre de Nicol, buscando la medida
de 90°, en la primera etapa de la Tarea 2.

Figura 91. Primer uso de la herramienta Mostrar
Huella por parte de Nicol.

Figura 92. Arrastre realizado por Nicol en la
etapa 2 de la Tarea 2, al conversar con uno de los

profesores.

Figura 93. Exploracién final de Nicol en la etapa 2
de la Tarea 2.

Figura 94. Exploracion de Nicol en la etapa 3 de la
Tarea 2.

Figura 95. Arrastre realizado por Nicol para

obtener la medida de 60° en la etapa 4 de la Tarea 2.

Figura 96. Respuesta de Nicol en la etapa 5 de la
Tarea 2.

Figura 97. Arrastres de Nicol en la etapa 6 de la
tarea 2.

Figura 98. Arrastre realizado por Nicol,
manteniendo la medida de 90°, en la etapa 2 de la
Tarea 2.
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Figura 100. Circunferencia en la huella dejada por
el punto B, luego de que Nicol realizé el arrastre en
la etapa 2 de la Tarea 2.

Figura 101. Primera exploracion de Nicol en la
etapa 6 de la Tarea 2.

Figura 102. Respuesta final de Nicol en la etapa 6
de la Tarea 2.

Figura 103. Arrastres realizados por uno de los
profesores al dialogar con Nicol.

Figura 104. Respuesta de Nicol en la primera
etapa de la tarea 3.

Figura 105. Construccion realizada por Nicol en la
segunda etapa de la Tarea 3.

Figura 106. Respuesta de Nicol en la etapa 3 de la
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Figura 107. Arrastres ejecutados por Nicol en la
cuarta etapa de la Tarea 3.

Figura 108. Herramienta Mostrar Huella en la
cuarta etapa de la Tarea 3.

Figura 109. Cambio de respuesta de Nicol en la
etapa 4 de la Tarea 3.

Figura 110. Segunda exploracion de Nicol en la
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Figura 113. Respuesta de Nicol en la etapa 7 de la
tarea 3.

Figura 114. Arrastres realizados por Nicol en la
etapa 8 de la tarea 3.

Figura 115. Arrastres realizados por Nicol en la
etapa 9 de la tarea 3.

Figura 116. Arrastres realizados por Nicol durante
la conversacién con la docente en la etapa 9 de la
tarea 3.

Figura 117. Configuracién que obtuvo Nicol en la
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176

177

178

179

181

182



Tareas digitales: recursos diddctico para favorecer a argumentacién

indice de tablas

Tabla 1. Tipos de tareas digitales observadas en la
revisién.

Tabla 2. Distribucion de las tareas digitales en las
tipologias definidas.

Tabla 3. Ejemplos de las modalidades de arrastre
propuestas por Arzarello et al. (2002).

Tabla 4. Definiciones de los patrones o funciones
de la variacidn.

Tabla 5.Categorias relativas a las modalidades de
arrastre

Tabla 6. Categorias relativas a las funciones de la
variaciéon

Tabla 7. Categorias relativas a los esquemas de
argumentacion

16

18

42

60

85

85

86

220



Serie Digital Incentiva Maestros y Maestras 10 - IDEP

221

Bibliografia

Alvarez-Niio, L. C. y Arias-Ortiz, C. (2014). Los ambientes virtuales
de aprendizaje (AVA) como facilitadores del proceso de ensefianza y
aprendizaje de la geometria analitica en la educacion media. Revista
de educacion y desarrollo, 30, 63-70.

Arellano, C. (2013). La argumentacion de alumnos de bachillerato al
resolver problemas matemadticos. Universidad Auténoma de Querétaro.

Arzarello, E, Olivero, E, Paola, D. y Robutti, O. (2002). A cognitive
analysis of dragging practises in Cabri environments. Zentralblatt
fiir Didaktik der Mathematik, 34(3), 66-72. https://doi.org/10.1007/
BF02655708

Baccaglini-Frank, A. y Mariotti, M. A. (2010). Generating conjectures
in dynamic geometry: The maintaining dragging model. International
Journal of Computers for Mathematical Learning, 15(3), 225-253.
https://doi.org/10.1007/s10758-010-9169-3

Flores, C., Gémez, A. y Flores, H. (2010). Esquemas de argumentacién
en actividades de Geometria Dindmica. Acta Scientiae, 12(2), 22-42.

Flores, H. (2007). Esquemas de argumentacion en profesores de
matematicas del bachillerato. Educacién Matemdtica, 19(1), 63-98.

Franco, B. y Moreno, G. (2011). La argumentacién como niicleo de la
actividad demostrativa. Universidad Pedagogica Nacional.

Garcia, M. D. M. (2011). Evolucién de actitudes y competencias
matemadticas en estudiantes de secundaria al introducir geogebra en el
aula. Universidad de Almeria.

Gonzalez, M. (2009). A propésito del libro de texto escolar en la sociedad
de la informacién. Revista Educacién y Pedagogia, 21, 125-138.

Gutiérrez, A. (1991). La investigacion en Didéctica de las Matematicas.
En A. Gutiérrez (Ed.), Area de conocimiento Diddctica de la
Matematica (pp. 149-195). Madrid: Sintesis.



Tareas digitales: recursos diddctico para favorecer a argumentacién

Harel, G. y Sowder, L. (1998). Students’ proof schemes: Results from
exploratory studies. CBMS Research in Collegiate Mathematics
Education. I11.

Hattermann, M. (2010). The drag-mode in three dimensional dynamic
geometry environments — Two studies. En CERME 6-WORKING
GROUP 5 (pp. 786-795).

Leung, A. (2003). Dynamic Geometry and the Theory of Variation.
Proceeding of the 27th Conference of the International Group for the
Psychology of Mathematics Education, 3, 197-204.

Leung, A. (2008). Dragging in a dynamic geometry environment
through the lens of variation. International Journal of Computers for
Mathematical Learning, 13(2), 135-157. https://doi.org/10.1007/
s10758-008-9130-x

Leung, A. (2011). An epistemic model of task design in dynamic
geometry environment. ZDM - International Journal on Mathematics
Education, 43(3), 325-336. https://doi.org/10.1007/s11858-011-0329-2

Leung, A., Baccaglini-Frank, A. y Mariotti, M. A. (2013). Discernment
of invariants in dynamic geometry environments. Educational Studies
in Mathematics, 84(3), 439-460. https://doi.org/10.1007/s10649-013-
9492-4

Leung, A., Chan, Y. y Lopez-real, E (2000). Instrumental Genesis in
Dynamic Geometry Environments. Hong Kong.

Leung, A.y Yip-Cheung, C. (2006). Exploring Necessary and Sufficient
Conditions in Dynamic Geometry Environments. The International
Journal for Technology in Mathematics Education, 13(1), 37-43.

Lopez-Real, E y Leung, A. (2006). Dragging as a conceptual tool
in dynamic geometry environments. International Journal of
Mathematical Education in Science and Technology, 37(6), 665-679.
https://doi.org/10.1080/00207390600712539

222



Serie Digital Incentiva Maestros y Maestras 10 - IDEP

223

Mariotti, M. A. (2006). Proof and proving in Mathematics Education.
En A. Gutiérrez y P. Boero (Eds.), Handbook of Research on the
Psychology of Mathematics Education (pp. 173-204). Rotterdam:
Sense Publishers.

Medina, I., Manrique, V. y Sua, C. (2017). Mdédulo de GeoGebra para
Moodle: Herramienta para docentes y docentes investigadores.
Cursillo llevado a cabo en el 23 encuentro de geometria y sus
aplicaciones, Bogota - Colombia: Universidad Pedagdgica Nacional.

Ministerio de Educacién Nacional. (2006). Estdndares Bdsicos de
Competencias en Matemadticas. Estandares Bdsicos de Competencias en
Lneguaje, Matematicas, Ciencias y Cuidadanas, 46-95.

Olivero, E (2002). The Proving Process within a Dynamic Geometry
Environment. University of Bristol.

Orgill, M. (2012). Variation theory. En Encyclopedia of the Sciences of
Learning (pp. 2608-2611). Springer.

Osorio, M. (2012). Unidad 3: Formas de entender la tecnologia en un
proceso ensefianza-aprendizaje: Formacion presencial mediada por
la tecnologia, formacién combinada y formacion virtual. En Asesoria
para el uso de las TIC en la formacién. Bogota: SENA.

Romero, J. L. (2011). El libro de texto digital en la ensefianza. Revista
digital innovacion y experiencias educativas, 43, 1-9.

Samper, C. y Molina, O. (2013). Geometria plana: un espacio de
aprendizaje (1a ed.). Bogota: Universidad Pedagdgica Nacional.

Samper, C., Molina, O., Perry, P. y Camargo, L. (2013). Geometria plana:
un espacio de aprendizaje. Bogota: Universidad Pedagdgica Nacional.

Samper, C., Perry, P., Camargo, L., Molina, O., y Echeverry, A.
(2010). Geometria dinamica: Su contribucién a la comprension de
condicionales de la forma si-entonces. Educaciéon Matematica, 22(3),
119-142.



Tareas digitales: recursos diddctico para favorecer a argumentacién

Scheuer, O,, Loll, E, Pinkwart, N. y McLaren, B. M. (2010). Computer-
supported argumentation: A review of the state of the art. International
Journal of Computer-Supported Collaborative Learning, 5(1), 43-102.
https://doi.org/10.1007/s11412-009-9080-x

Toulmin, S. (2007). Los usos de la argumentacion. Journal of Chemical
Information and Modeling (Vol. 53). https://doi.org/10.1017/
CBO0O9781107415324.004

224



A
1o

La presente propuesta tiene origen en algunas inquietudes
que han surgido en nuestros ambitos laborales, el sector
editorial y el contexto escolar, relacionadas con la transicién
del libro de texto en papel al libro de texto digital y con las
tareas que promueven la formulacion de conjeturas y la argumen-
tacion en geometria, respectivamente. El trabajo tiene origen
en el andlisis de las tareas digitales que, como resultado del
auge actual de la tecnologfa, han venido desarrollando las edito-
riales colombianas y el Ministerio de Educacién Nacional
para el area de matematicas y, en particular, para geometria.
En el andlisis mencionado se evidencio que las tareas
encontradas carecian de elementos que promovieran la argumen-
tacion y la conjeturacion en geometria, por tal motivo se
proyecté como objetivo principal de nuestro trabajo determinar
qué caracteristicas debian tener las tareas digitales de geometria
para favorecer estos procesos.

Instituto para la Investigacion Educativa y el Desarrollo Pedagogico, IDEP
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Poliedros regulares D) IMPRIMIR

1 ¢Conoces los cinco poliedros regulares?

, = B Sus ocho caras son

\.’ Icosaedro tridngulos equilateros.
=

Sus cuatro caras son

“ —> Octaedro —» tridngulos equilteros.

cuadrados.

~~—r
éas —> S, — Sus seis caras son

Sus veinte caras son
& Tetraedro b triangulos equilateros.

Sus doce caras son

i Cubo - pentagonos requlares.

INICID | | CORREGIR | | [FINALIZAR |
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-4 {Como cambian las unidades de capacidad?

CONTENIDO

Actividad 1

Escriba de manera abreviada las siguientes expresiones.
Para las cifras decimales utilizar la coma

- EQUIVALENCIA

DIEZ GALONES [ ‘ ]
BE AGUA 15| | deagua \ Lt

OCHO GALONES — \
DE JUGO 8 | dejugo Lt

CATORCE GALONES ) . —
DE GASOLINA 14 degasolina Lt
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Semejanza
Determina si cada afirmacion es verdadera o falsa.

Dos poligonos con diferente numero de vértices no pueden ser semejantes.
@ Verdadero
Falso

Para que dos poligonos sean semejantes deben estar en la misma posicion.

Verdadero

@ Falso

La preimagen de una rotacion es semejante con su imagen.
@ Verdadero

Falso
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Tabla 5. Categorias relativas a las modalidades de arrastre

“semi-arrastrable’, es
decir, un punto que
se encuentra
enlazado a un objeto.
Dicho punto solo se
puede mover sobre el
objeto al que
pertenece.

sobre una figura
que lo contiene.

modificar la posicion de los vértices para que el tridngulo ABC sea rectdngulo.

Cuando el estudiante mueve los puntos A, By C sobre la circunferencia, para explorar la
situacion en busqueda de regularidades, se dice que esta haciendo arrastre limitado.

Categoria Definicion Intencién Indicadores Ejemplos Codigo
Arrastre erratico Mover los puntos Explorar la Arrastrar un punto (1) Dados dos dngulos <ABCy <ADC, determinar las posibles posiciones que MAE
base de una situacion para o una figura de pueden tener A, B, C y D, de manera que se cumpla que m <ABC=2:m <ADC.
construccion de descubrir manera aleatoria
manera aleatoria, sin regularidades o Elestudiante puede mover los puntos A, B, Cy D, de manera aleatoria, para explorar
un plan predefinido, propiedades. la situacion, en busqueda de regularidades. En este caso se dice que estd haciendo
para descubrir arrastre erratico.
configuraciones D
interesantes o
regularidades en las
figuras.
59°
B
@\ .
A 120°
Arrastre limitado Mover un punto Arrastrar un punto (2) Dado un tridngulo ABC y una circunferencia que contiene a los puntos A, By C, MAL
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Categoria Definicion I i6 Indicad Ejemplos Cadigo
Arrastre guiado Mover un punto de Explorar la Arrastrar el punto (3) Dado un tridngulo ABC, determinar las posibles posiciones que puede tener MAG
una figura para darle situacion para manteniendo la el punto C para que el tridngulo sea isésceles.
una forma particular descubrir configuracion entre
0 mantener una regularidades o los objetos El estudiante puede mover el punto C a lo largo de una trayectoria, manteniendo
medida® propiedades. geométricos iguales las longitudes de los segmentos ACy BC, para obtener el triangulo
representados en isdsceles. En este caso, se realiza un arrastre guiado por las longitudes de dos de los
pantalla (forma) o la lados del triangulo.
medida deseada. o
35
35
A
B
28
Arrastre mantenido'® Mover un punto para Arrastrar un punto (4) Construir una circunferencia que contenga a dos puntos A y B dados. MAM
que la figura manteniendo una
mantenga una propiedad que no El estudiante construye una circunferencia con centro en un punto arbitrario Cy que
propiedad, no corresponde al contenga al punto A. Luego, empieza a arrastrar el punto C a lo largo de una
necesariamente a lo camino que sigue trayectoria, manteniendo la interseccion de la circunferencia con el punto B. El
largo de un camino el punto. arrastre es mantenido porque el estudiante busca que se conserve la interseccion, la
preconcebido. cual es una propiedad que no corresponde al camino que sigue el punto C.
8

15  Esta definiciéon toma como base lo planteado por Leung (2008), quién sefiala que el arrastre guiado puede tener como objetivo darle una forma a una figura o mantener una medida en ella.

16  Baccaglini-Frank y Mariotti (2010) proponen esta modalidad de arrastre como el modo en el que se arrastra un punto de una figura, no necesariamente a lo largo de un camino preconcebido,
con la intencidn especifica del usuario de mantener una propiedad particular. Nosotros realizamos una adaptacion de esta propuesta, entendiendo que existen propiedades que no

necesariamente estan relacionadas con el punto que se esta arrastrando; cuando se busca mantener este tipo de propiedades, hablamos de arrastre mantenido.
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Categoria Definicion Intencién Indicadores Ejemplos Codigo
Arrastre del lugar Mover un punto base Identificar el Arrastrar un punto, (3) El estudiante identifica que el camino que debe seguir el punto se aproxima a MALM
mudo para que la figura camino que debe sin la opcion rastro una lineay, en consecuencia, realiza el arrastre buscando seguir una trayectoria

mantenga una sequir el punto activada, lineal. Aunque el lugar que describe el punto no es visible, el estudiante puede

propiedad para que se manteniendo una evidenciar su forma. Por lo tanto, este es un arrastre de lugar mudo.

descubierta. El punto cumpla una propiedad

que se mueve sigue propiedad descubierta

un camino, incluso si descubierta. relacionada con este.

el estudiante no se da

cuenta de esto. El

lugar no es visible

para el estudiante,

que no siempre se da

cuenta de que esta

realizando el arrastre

alo largo de un lugar.

Arrastre en linea Mover un punto e ir Arrastrar un punto (3) El estudiante arrastra el punto C, buscando mantener la congruencia entre los MAEL
marcando con otros manteniendo una lados ACy BC. Al mismo tiempo, va marcando con puntos las posiciones de C que
puntos las posiciones propiedad favorecen la congruencia. Asi, realiza el arrastre en linea, lo cual permite visualizar una
de dicho punto que descubierta aproximacién del camino que debe seguir el punto para cumplir con la propiedad.
favorecen una relacionada con
propiedad este y ubicar c.
descubierta. puntos auxiliares (6} ‘
en los casos donde Y

esta se satisface.
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lograr que una
construccion cumpla
con una propiedad
deseada.

hasta una posicion
en laque una
propiedad se
cumpla.

Categoria Definicion Intencién Indicadores Ejemplos Codigo
Arrastre con rastro Mover un punto de Identificar el Arrastrar un punto, (3) El estudiante activa la opcion rastro del punto Cy, luego, lo arrastra conservando MARA
activado? una figura, con la camino que debe con la opcion rastro la congruencia entre los lados ACy BC. De esta forma, se realiza el arrastre con

opcion rastro sequir el punto activada, rastro activado.

activada, de manera para que se manteniendo una

que sea posible cumpla una propiedad

visualizar el camino propiedad descubierta

que ha recorrido el descubierta. relacionada con este.

punto.

1.5
A C 15
B
2.8

Arrastre para ajustar’® | Mover un punto para Arrastrar un punto (1) El estudiante mueve el punto D hasta una posicién que favorezca la propiedad MAPA

deseada (m <ABC=2-m <ADC). Asi, el arrastre para ajustar permite que la figura
cumpla una propiedad, aunque esta figura no sea robusta.

D

/\

60°
B

N

A 120°

Esta modalidad se tomé de la propuesta de Baccaglini-Frank & Mariotti (2010). Cambiamos el término traza por rastro, para hacer referencia a la herramienta de GeoGebra.

Esta modalidad la definimos a partir de la estrategia arrastre para ajustar (drag-to-fit) planteada por Lopez-Real y Leung (2006). De acuerdo con estos autores, algunos problemas de
construcciéon en un SGD se pueden resolver a partir de este tipo de estrategia. Si bien los autores no la conciben como una modalidad de arrastre, nosotros la reinterpretamos para definirla

como tal.
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semi-arrastrables
para comprobar si la
figura mantiene las
propiedades iniciales.
Sies asi, entonces se
considera que la
figura pasa la prueba.
Sino, esto indica que
la figura no fue
construida segun las
caracteristicas
iniciales que el
estudiante queria que
tuviera.

objeto o propiedad
que se percibe y
arrastrar los puntos
de los que depende
esta figura para
comprobar si cumple
con las propiedades
deseadas en distintas
instancias.

Categoria Definicion I 0 Indicad Ejemplos Codigo
Arrastre vinculado Mover un punto Verificar si la forma Construir una figura (3) El estudiante construye la mediatriz del segmento AB porque considera que, para MAV
sobre una figura.'® descubierta para el que parece obtener un triangulo isésceles, el punto C debe pertenecer a la dicha mediatriz, de
camino que representar la forma acuerdo con las exploraciones que ha realizado antes. Luego, realiza el arrastre
recorre el punto es del camino que sigue vinculado del punto C sobre esta recta, lo cual lo puede hacer de manera
la correcta. el puntoy, luego, aproximada o enlazandolo a esta. Asi, verifica su conjetura.
arrastrar el punto
sobre la figura. El
punto puede o no
estar enlazado a la c
figura.
32
32
A
B
28
Arrastre test Mover puntos Realizar una (2) El estudiante plantea el siguiente procedimiento para construir el tridngulo MAT
arrastrables o construccion del rectangulo de manera robusta:

Primero, construir una circunferencia de didmetro AB. Luego, ubicar otro punto C sobre
esta circunferencia. Por Gltimo, construir el triangulo ABC.

Mediante el arrastre test, él verifica que el tridangulo cumpla con las propiedades
deseadas.

C

O

90°

19 Realizamos una adaptacion de la propuesta de Arzarello et al. (2002), ampliando la definicién de arrastre vinculado. En nuestro caso, consiste en arrastrar un punto sobre una figura, de manera
que el punto puede o no enlazarse a dicha figura.
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Tabla 6. Categorias relativas a las funciones de la variacion

variacion?, mientras otras se
mantienen fijas, con el fin de
identificar patrones o propiedades
invariantes.

de una configuracién manteniendo
una forma o medida en ella,
mientras los demas elementos de
esta se mantienen fijos.

« Variar la posicion un elemento de
una configuracion con la opcién
rastro activada o marcando
posiciones que cumplan con una
condicion.

« Variar la posicion un elemento
hacia una posicion en la que se
cumpla una condicion.

Categoria Definicion Indicadores Ejemplos Codigo
Contraste Experimentar la variacion en una « Variar la posicion de un elemento Consideremos la siguiente situacion: FvC
configuracion con el fin de de una configuracion para encontrar
comparar los casos en los que se posiciones en las que una condicion El dngulo ABC tiene una medida de 60°. ;Crees que el vértice B se puede ubicar
cumple una condicion y aquellos se cumple y compararlas con las en otras posiciones de modo que se mantenga la medida del angulo?
en los que no. posiciones en las que no.
El estudiante arrastra el vértice B a diferentes posiciones, buscando obtener la
« Variar la posicion de un elemento medida de 60°. Al hacer esto, el alumno tiene la posibilidad de comparar las
de una configuracion, dandole una posiciones de B que favorecen la condicion y aquellas que no la favorecen, lo cual
forma o una medida particular a la corresponde a una experiencia de contraste.
configuracion, para buscar casos
particulares que favorecen que una
condicion se cumpla y casos que no.
A
Posicion Posicion no Posicion
favorable favorable favorable
Separacion Experimentar una dimension de « Variar la posicion de un elemento El estudiante arrastra el punto B, pero manteniendo la medida de 60° a lo largo del FVS

movimiento, de modo que experimenta la dimension de variacion determinada por este
punto, mientras las otras permanecen fijas. Asi, el alumno se encuentra dentro de la
funcion de separacion. En GeoGebra esto se puede realizar con o sin el rastro activado.

B
B
60°
60°
c c
A
Posicion Variacion de la dimension
inicial dada por el punto B

20  Una dimension de variacién es un aspecto de un conjunto que puede ser sometido a variar. En una figura construida en un SGD, los puntos que se pueden
arrastrar para modificar la figura son diferentes dimensiones de variacion.
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Categoria

Definicion

Indicadores

Ejemplos

Codigo

Generalizacion

Experimentar variando las
apariencias de una configuracion,
con el fin de verificar patrones o
propiedades invariantes.

« Variar la posicion de un elemento
de la configuracion para observar
diferentes apariencias de ella y, asi,
verificar qué propiedades se
cumplen a través del arrastre.

« Construir una configuracion que
aparentemente cumpla con las
condiciones que se buscan y variar
la posicion de un elemento de la
configuracion para verificar que
cumple con las condiciones
deseadas a través del arrastre.

« Construir un objeto geométrico y
variar la posicion de un elemento
sobre este para verificar que, al

hacerlo, se mantiene una propiedad.

El estudiante construye una circunferencia que aparentemente corresponde a la
trayectoria que debe seguir el punto B para mantener la medida del dngulo en 60°.
Entonces, él varia la posicion de B sobre dicha circunferencia y verifica que en el arco
AC se mantiene la medida deseada, pero que esto mismo no ocurre en el arco CA.

VG

Fusion

Experimentar diferentes
caracteristicas criticas de una
configuracion al mismo tiempo,
con el fin de construirun
significado? relacionado con esta.

« Variar la posicion de uno o varios
elementos de una configuracion
para explorar como cambian
diferentes caracteristicas de la
misma.

« Variar la posicion de un elemento
de una configuracion atendiendo a
varias caracteristicas que se puedan
modificar en ella.

En un nivel de exploracién mucho mas avanzado, el estudiante construye dos
circunferencias y varia la posicion del punto B sobre ellas o varia la posicion de los
puntos Ay C para experimentar las diferentes dimensiones de variacion que tiene la
situacion planteada y elaborar conclusiones generales. El alumno puede establecer
que los angulos que subtienden el mismo arco, son congruentes.

FVF

21

Segtin Orgill (2012), para que en la conciencia del aprendiz aparezca un determinado significado relacionado con un fenémeno, es necesario que €l se fije en las
caracteristicas criticas de dicho fendmeno. Desde nuestra interpretacion del trabajo de Leung (2003, 2008), las caracteristicas criticas de un fenémeno pueden
ser los aspectos de una configuracion geométrica que se pueden experimentar como dimensiones de variacion.
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Tabla 7. Categorias relativas a los esquemas de argumentacion

Categoria Definicion Indicadores? Ejemplos® Codigo
Autoritarios Los argumentos del estudiante se « Basar el argumento en lo que (1) Ubicar un punto que esté a la misma distancia de dos puntos dados A y B. EAA
basan en los argumentos hechos aparece en un libro de texto, lo que sCudntos puntos diferentes se pueden ubicar que cumplan esta condicién?
por una autoridad. dice el profesor u otro compafiero.

Respuesta: “infinitos puntos porque el profesor dijo que entre dos puntos Ay B hay
infinitos puntos”.

Aunque la respuesta no es una justificacion adecuada para la situacion, el alumno
basa su respuesta en algo que menciono el docente.

Simbélicos Los argumentos del estudiante se « Construir el argumento sin llegar (2) En un circulo cualquiera traza una cuerda. ;Qué caracteristica comiin tienen EAS
basan en el lenguaje y los simbolos realmente a las conclusiones a las las mediatrices de las cuerdas de un circulo? Explica tu respuesta.
matematicos de una forma poco que se quiere llegar.
consistente. Respuesta: “Las perpendiculares mediatrices de las cuerdas de un circulo pasan por el
« Mencionar conceptos poco claros centro, lo vimos en pantalla”
o inventados como rectangulo
equilatero o trapecio regular. En la respuesta se combina un esquema empirico con uno simbdlico, este tltimo

cuando se dice “las perpendiculares mediatrices”. Con decir mediatrices ya se esta
implicando la perpendicularidad.

22 En este caso, los indicadores responden a qué usa el estudiante como garante del argumento, de acuerdo con lo descrito por Toulmin (2007), y a los planteamientos de Flores (2007) respecto
a estos esquemas.

23 Los ejemplos 2 al 5 se tomaron del trabajo de Flores (2007) quien, ademas, sefiala que las practicas argumentativas de un individuo pueden mostrar una combinacién de estos esquemas, tal
y como se muestra en estos ejemplos.



Serie Digital Incentiva Maestros y Maestras 10 - IDEP

se basan en hechos fisicos o en
un dibujo.

hecho fisico que constituye el
argumento por si mismo y no un

mediatrices de las cuerdas de un circulo? Explica tu respuesta.

apoyo para la ion

« Validar la conjetura apelando al
dibujo o a los hechos fisicos.

p : “Las perpendiculares mediatrices de las cuerdas de un circulo pasan por el
centro, lo vimos en pantalla”.

En la repuesta de (3) también se presenta un esquema de argumentacion empirico ya
que con la funcion de arrastre comprobd el paralelismo de los lados de algunos
triangulos. Quien responde midié angulos correspondientes y comprobé que la
igualdad de las medidas se conservaba con el arrastre.

Categoria Definicion Indicadores? Ejemplos? Codigo
De recuento factico Los argumentos del estudiante « Exponer una serie de pasos a (3) Construye un tridngulo y une los puntos medios de sus lados. ;Como son los EAR
son una exposicion de los pasos manera de algoritmo. tridngulos que se forman? Explica tu respuesta.
que realizo, a manera de
explicacion o justificacion de « Mencionar en la respuesta un Respuesta: “Construir un triangulo cualquiera y unir sus puntos medios de sus lados. De
algun resultado obtenido. recuento de lo realizado o repetir ahi se forman triangulos congruentes, porque al comparar triangulo con triangulo se
hechos evidentes de una situacion toman como referencia los segmentos paralelos y que al mover un vértice de un
amanera de explicacion. triangulo los angulos son correspondientes e iguales con respecto a la referencia de que
hay dos triangulos iguales (del mayor sale uno pequefio)”.
Se trata de un esquema factico, combinado con uno empirico. Quien responde hace un
recuento de lo que hizo con su construccion.
(4) Considera un trapecio y sus dos diagonales. Por el punto medio de una de las
diagonales se traza una recta paralela a los lados paralelos del trapecio. ;En donde
intersecard esta recta a la otra diagonal y a los lados no paralelos? ;Por qué?
Respuesta: “La interseca en el punto medio, tanto a la otra diagonal como a los lados no
paralelos. Porque es paralela y pasa por el punto medio”.
Su explicacion consiste en repetir parte del enunciado del problema.
Empiricos Los argumentos del estudiante « Hacer referencia al dibujo o el (2) En un circulo cualquiera traza una cuerda. ;Qué caracteristica comiin tienen las EAE
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Categoria

Definicion

Indicadores?

Ejemplos

Codigo

Analiticos

Los argumentos del estudiante
siguen una cadena deductiva,
que no necesariamente conduce
auna conclusion valida.

« Utilizar deducciones dgicas con
el fin de validar las conjeturas (las
proposiciones en este tipo de
esquema se pueden escribir de la
forma si - entonces).

(2) Respuesta: “Mediatriz es el lugar geométrico de puntos que equidistan de los
extremos del segmento. Si desde el centro se trazan radios a los extremos de la
cuerda, como son iguales, el centro equidista de tales extremos, por tanto, esta sobre
la mediatriz”.

(5) Construye un cuadrado y justifica tu construccion.

Respuesta: “El segmento CD es mediatriz de AB, porque todos los puntos equidistan
deAyB. (Sic)

El esquema utilizado es analitico, podriamos parafrasearlo del siguiente modo:
Silos puntos equidistan de Ay B, entonces el segmento CD es mediatriz de AB. Sin

embargo, la argumentacion tiene poco que ver con la justificacion de la construccion.

Tal vez podria ser sélo el principio de ésta”.

EAD
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Modalidades de arrastre

Figura 37. Escalas para las categorias de analisis definidas.

MAT Modalidad de arrastre test
MAV Modalidad de arrastre vinculado
I"I-'IARA Modalidad dz arrastre conrastro
MAEL Modalidad dz arrastre enlinea
I"\-'IALM nodalidad de arrastre del lugar mudo
I\"L":'LM Modalidad de arrastre mantenido
MAG Modalidad de arrastre guiado
WA Modalidad d= arrastre para ajustar
MAL Modalidad de arrastre limitado
MAE Modalidad de arrastre errdtico

Funciones de variacion

FVF

Ii

Funcion de
variacion fusion

EVG

Funcion de variacion
generalizacion

FVS

Funcion de variacian
sEparacion

FVC

Funcion de variacion
contraste

Esquemas de argumentacion
]

EAD

Esguema de argums
analitico

EAE

Ezguema de argume:
Eempirico

Lakix

EAR

Ezguema de argumentaci

de recuento factico

EAS

Ezguema de argumentaci

simbdlico

EAA

Esquema de argumentac

autoritario
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