SISTEMATIZACI()N DE UNA EXPERIENCIA DE
MATEMATICAS CONTEMPORANEA EN EL AULA*

Investigador: Ricardo Castafieda Tinoco
Asesor: Dino de Jesus Segura

Formas alternativas en la ensefianza de las matemadticas
enriquecidas con las matemdticas contemporaneas

En la actualidad se sigue enseiiando en la escuela la aritmética de hace 300
anos, el dlgebra de hace 1000 afios y el calculo de hace 500 afios. Las ma-
teméticas contemporaneas son presentadas jcuando se presentan!, como
apéndices al margen, curiosidades sin ningin valor y, en muchos casos, sin
ninguna relacién con la matematica tradicional. Muchas veces, estas mate-
maticas no se presentan por desconocimiento o porque se consideran dema-
ciado complejas para estudiarse en secundaria. Sin embargo, la realidad es
que en ellas se esconde todo un universo de bellas figuras y una serie de
conceptos e ideas que pueden ayudar al estudiante a estimular las vivencias
de conocimiento en matematicas. En este punto es donde se ubica el proyecto
“Sistematizacion de una experiencia de matemaéticas contemporanea en el aula”’'
como una alternativa de hacer matematicas desde la contemporaneidad, en
donde el azar, el caos, la iteracién, los sistemas dindmicos, los fractales, las
teselaciones, la programacion y utilizacién de los ordenadores se convierten
en el centro de la actividad. Ademads, las matemadticas tradicionales aparecen
como particulares, el manejo de algoritmos es una circunstancia que se da en
el desarrollo de la optimizacién de algunos procesos. Lo importante en estas
formas de trabajo es legar a entender conceptos, algunos de vital importancia
en los nuevos desarrollos de la ciencia y la tecnologia.

El proyecto trata de responder a la necesidad de encontrar nuevas formas de
trabajo en la ensefianza de las mateméticas que se adecte a la evoluciényy a los

* Esta investigacion particip6 en el convenio 05-96. El informe final se encuentra en el Centro de Docu-
mentacién del I1DEP.

' Los diferentes laboratorios y taileres se realizaron en la Escuela Pedagégica Experimental (E.P.E), en los
anos 1994-1996, en los grados 82 a 112, con grupos de 23 alumnos, de ambos sexos, con edades entre los
15y 18 anos. La E.P.E es un colegio privado ubicado en el kilémetro 4.5 via La Calera.
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nuevos paradigmas orientados en esta disciplina. Uno de estos nuevos para-
digmas gira en torno al concepto de demostracion matemética. Los ordenadores
estdn cambiando la utilizacién de algoritmos. Un ejemplo es el de la conjetura
de los cuatro colores que afirma que cualquier mapa planar se puede colorear
con cuatro colores, de manera que dos regiones contiguas tengan colores
diferentes. Esta demostracion fue desarrollada en 1976 por Kenneth Apple y
Wolfgan Haken. La descripcién que hacen estos dos investigadores resulta inte-
resante porque revela cémo su interaccion con el programa del ordenador, les
ensend de forma extrafia asuntos sobre el problema que no habian previsto. El
ordenador asumio el papel de un colaborador casi humano, mas que el de una
simple claculadora; segin sus palabras fue una extension de su intuicién que
les permitié mas caos de los que normalmente ellos podrian examinar.

La ensenanza de las matemdticas debe responder a los cambios que se
generan en ella. Necesita de cambios drésticos, de nuevas ideas y concepciones
que respondan a los diferentes avances tecnolégicos. La nueva ensenanza de
las matematicas debe dejar los ejercicios con papel y lapiz y en el estudio de
las matematicas contemporaneas utilizar mas tiempo la ayuda de los ordena-
dores; esta simbiosis puede facilitar el desarrollo de significado de muchos
conceptos.

La sencillez de esta se encuentra en muchas de la ideas de las mateméticas
contempordneas: sistemas dinamicos, fractales, caos determinista, teselaciones,
etc., permite que el estudiante efectiie una “aventura matemaética” por estas
nuevas teméticas que son importantes en matematicas, fisica, economia,
biologia, climatologia, etc.

El proyecto pretende es que el estudiante se adentre en este nuevo universo
y lo pueda acometer con elementos de uso comdn: hojas de papel, lapiz, regla,
calculadora graficadora o un ordenador sencillo. Esto es una ventaja para el
investigador y para los alumnos y, contradice tajantemente lo que afirman algu-
nos especialistas quienes aseguran que estas temdticas, por su complejidad,
requieren de una complicada estructura de conocimientos anterior de acuerdo
con la imagen de secuencialidad que caracteriza a la matematica tradicional.

El concepto de matematicas experimentales empieza a tomar un nuevo y
aventurado interés. Los ordenadores se utilizan para explorar el reino de la
verdad matematica en forma sistematica y al azar.

Con la existencia de programas de manipulacién simbélica como Derive,
Mathematica, Matcad, Matlab, etc., es posible adelantar investigaciones en
matematicas complejas.
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Sistemas dindmicos y el surgimiento del caos

MARCO TEORICO

Yo quiero... insistir en que a la gente deberia siempre presentdrsele la
ecuacion y=kx (1-x) muy al comienzo de su formacién matemdtica.
Esta ecuacién puede estudiarse fenomenolégicamente por iteracion,

bien con una calculadora, 0 a mano. En su estudio no se requiere
elementos tan conceptualmente elevados como los del célculo
diferencial y, sin embargo, enriqueceria mucho la intuicién

del alumno en lo relativo a los sistemas no-lineales.

ROBERT M. MAY (BIGLOGO).

En la actualidad existe un creciente interés por el estudio sobre el vinculo de
las redes informdticas (redes neuronales, autématas celulares, robética) y los
sistemas fisiolégicos. Esto ha permitido el desarrollo de un nuevo campo de
las mateméticas que se conoce como Dindmica Topoldgica. Esta rama de las
matematicas tiene como fin fundamental la descripcién de los sistemas con
el paso del tiempo. Este estudio ha mostrado que los sistemas gobernados por
leyes fisicas pueden sufrir transiciones a formas altamente irregulares de con-
ducta que se conocen ahora como Caos. Aunque la conducta “cadtica” parece
aleatoria, esta regulada por condiciones deterministas. A esto se le ha deno-
minado Caos determinista. En este contexto el “caos” puede ser entendido
como orden dentro del desorden.

La forma de proceder para obtener un sistemas dindmico de un fenémeno
es descrito por Charles Simén (1987).

1. Identificar variables que describan el fenémeno de la manera mas com-
pleta posible, de forma que el conocimiento de las mismas, en un cierto
instante de tiempo, defina suficientemente fiel el estado del fenémeno obser-
vado. Es posible que en muchos fenémenos se pueda llegar a esto.

2. Efectuar mediciones de estas variables. De nuevo se pueden encontrar
dificultades insalvables, pero se tendrd un buen repertorio de problemas con
los que sera posible llegar a este punto.

3. Al estudiar como se comportan esas variables a lo largo del tiempo se
puede intentar encontrar férmulas que expresen la variaciéon instantdnea de
esas variables.

Si hay éxito en los tres apartados anteriores, se habra elaborado un modelo
matematico (determinista y continuo) del fenémeno estudiado. A un modelo
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matematico se le denomina también ley fisica, por ejemplo: la ley de la
gravitacion de Newton, las ecuaciones de Maxwell del electromagnetismo,
las leyes de la cinética quimica. Todas éstas leyes no son sino una aproximacion
mas o menos (til, dependiendo del contexto.

La [abor de la dindmica topolégica es tomar el modelo matematico e intentar
sacar consecuencias légicas del modelo y luego compararlas con la observa-
cién directa. Por fortuna, en muchos ejemplos, los experimentos realizados con-
cuerdan con las conclusiones obtenidas usando razonamientos matematicos
(en muchos casos con las conclusiones obtenidas mediante simulacion numérica).

Una de las conclusiones mas importantes que se genera con el trabajo de
los sistemas dindmicos es que “En cierto modo la predecibilidad y la impo-
sibilidad de predecir caben juntas en el mismo conjunto de ecuaciones”. Esto
sugiere que, dependiendo de las condiciones iniciales, ecuaciones simples
pueden producir nimeros que no parecen tener una pauta. Si bien es cierto
que las ecuaciones expresan por lo general, relaciones de causa-efecto, los
resultados numéricos hacen pronosticar que los sistemas modelados pueden
mostrar comportamientos cadticos.Este tipo de ecuaciones evidencian la
dependencia de estas a las condiciones iniciales. La existencia del caos implica
nuevos limites fundamentales sobre la prediccion. Ademas, el caos deter-
minista sugiere que fenémenos durante mucho tiempo considerados como
aleatorios, son en cierto sentido mds previsibles de lo que se pensaba. En este
sentido la afirmacién de Laplace en su Ensayo filoséfico sobre las proba-
bilidades al senalar que: “Un ser inteligente que en un instante conociera
todas las fuerzas que animan la naturaleza y las posiciones de los seres que la
forman, y que fuera lo suficientemente inmenso como para poder analizar
dichos datos, podria condensar en una férmula el movimiento de los objetos
mas grandes del universo y de los atomos mas ligeros: nada seria incierto para
dicho ser; y tanto el pasado como el futuro estarian presentes ante sus 0jos”,
no tiene hoy validez. La prediccion no es necesariamente una buena prueba
para latedria. La solucion cldsica de verificar una teorfa es hacer predicciones
y verificarlas con los datos experimentales. Pero si los datos son “caéticos”,
las predicciones a largo plazo resultan imposibles, y esto es importante al
juzgar una teoria.

Después de esta introduccién, se podria decir que un sistema dinamico es
alguna situacién sometida a cambio; por ejemplo, un movimiento tan ordenado
como el de un planeta o tan erratico como las fluctuaciones de las acciones
de la bolsa de Nueva York. El objetivo es, en tiltimas, prever el comportamiento
de un sistema dindmico.
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Matematicamente, el concepto de sistema dindmico, esta ligado con lo
que se conoce como composicion. El proceso de composicién de funciones
es bédsico en matematicas y uno sobre los cuales se estudia la iteracién y se
construye el caos. Se puede visualizar la composiciéon de la funcién g con la
funcién fcomo se muestra en la Figura 1.

8(x)

@ >

f(x)

Figura 1

La “maquina” g(x) procesa el material a para producir g(a), luego la
“maquina” f(x) procesa el material g(a), para obtener el producto f[g(a)].

La iteracién de una funcién f, es el proceso en el cual fse compone con
ella misma repetidamente; véase Figura 2. El producto se vuelve a pasar a

través de f(x).

Figura 2

Si x, es el valor inicial (semilla de iteracion), se obtendria la siguiente sucesion
de valores:

x; =f(xy)
X, =f(x;)
X3 =H(x;)
Esta secuencia es llamada érbita de x,. Nétese que los términos de la se-

cuencia tienen que ver con iteraciones (repeticiones) sucesivas de f. Para
identificar las repeticiones, se escribe:
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F2(xo)=1fx0)), £7 (xo)=f(f(f(x0)))

y asi, el (n+1)término de la drbita de x, , es: x, =f,(x,); nétese que nindica
el ndmero de veces que fes aplicado a x,.

Ejemplo 1:

Xo =10

x, =V10=3,16
x, =V3,16=1,78

2

X3 :\/i ,78=1 ,33

Siguiendo esta forma se puede observar que al seguir realizando la iteracion,
ésta se acerca o tiende a 1.

Ejemplo 2:

Con una calculadora en modo radiales, analiza la 6rbita de x,=70, para
iteraciones de la 6rbita de la fincion f(x)=2Sin(x).

Xo =10

x1=25in(xe)=1,683
X,=2Sin(x;)=1,987
X3=25in(x,)=1,828

siguiendo esta secuencia se encontrard que ésta tiende a un valor limite
aproximado de 1,895.

Después de esta introduccidn, es posible realizar algunos talleres para hacer
un seguimiento del trabajo que realizan los estudiantes en algunos tépicos
como: composicién de funciones, funciones iteradas, etc. Estos talleres
permiten observar la imagen que tienen los estudiantes sobre el concepto de
funcién y composicién de funciones.

A continuacion, se describen algunos talleres para adelantar este trabajo.
Durante el desarrollo de los mismos se pueden encontrar variantes para
mejorarlos, no se pretende que sean inalterables, incluso el profesor puede
establecer cambios para adecuarlos a su trabajo.
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Composicion e iteracion de funciones
Actividad 1:

N¢ DE ALUMNOS:

100

GRADOS ESCOLARES: \ 8%a11¢

TIEMPO: | 2 horas
MATERIALES: | Calculadora,
lapiz y papel

|

Manejo de funciones,
[ nociones de algebra y
manejo de claculadora

PRERREQUISITOS:

Planteamiento de la actividad

La actividad pretende ser una forma alternativa para presentar los temas de
composicion de iteracién de funciones, diferentes al tratamiento algebraico
que se ofrece en el texto escolar.

Temas con que se relaciono la actividad
e Composicién e iteracion de funciones
e Recursividad
* Manejo de calculadora

e Sucesiones, limites, convergencia, divergencia.

Comentarios

e El taller fue una forma agradable de presentar la iteracién y composicién
de funciones de alumnos.

Si los alimnos manejan la sustitucién algebraica para encontrar la compuesta
de dos funciones f(g(x)), o (f o g)(x); por ejemplo, si fix)=x’y g(x)=sen(x),
entonces f{g(x))=(sen(x)f’, se pueden realizar laboratorios en donde los estu-
diantes grafiquen cada una de las funciones y la compuesta a izquierda y a
derecha para que hagan hipétesis sobre lo que hace la funciéon compuesta a
cada una de las funciones.

Los ejercicios de iteracién con calculadora son una manera alternativa de
presentar los conceptos de limite, sucesiones, etc.

* Esta actividad se realiz6 con estudiantes después de presentar el concepto
de funcién como una maquina que opera sobre una serie de valores y los
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transforma. En esta aproximacion no se hablé con los estudiantes sobre domi-
nio, recorrido, funcién inyectiva, biyectiva, etc., que por lo general se presentan
en los libros de texto.

* Con la actividad los estudiantes “descubren” algunas propiedades de la
composicion de funciones:

a. La mayoria de ellos observa que dado un valor de x cualquiera no es
cierto que f(g(x)) sea igual a g(f(x)), salvo en algunos casos.

b. En los casos en que esto sucede es porque la funcién f(x) “desbarata” lo
que la funcién g(x) hace y lo contrario. Esta operacién da como resultado
siempre X.

* A la pregunta, dada la funcién f(x) cémo es posible encontrar una funcién
g(x) que “desbarate” lo que hace la funcién f(x), para que al componer f(g(x))
sea igual a g(f(x)). Algunas respuestas fueron:

1. Silaregla o funcién esta dada con x teniendo como potencia 1y suman-
dole una constante cualquiera, o sea, f(x)=x+c, la regla g(x) se encuentra
dejando la misma x y restando el valor de ¢; o sea, g(x)=x-c.

2. Si x esta multiplicada por algin ntimero, es decir, f(x)=k * x, la funcion g(x)
se encuentra dejando la misma x pero dividiendo todas las expresiones de k.

3. Para ecuaciones generales de segundo grado, f(x)=ax’+bx+c, o cubicas
no se logré construir un algoritmo que permitiera encontrar la funcion g(x).

e En el trabajo de iteracién de funciones surgieron preguntas, por ejemplo,
spor qué al iterar algunas funciones con un valor inicial dado, dicho proceso
converge a un valor determinado, y para otros valores iniciales con la misma
funcion la iteracién no converge a ningtin valor? Algunos estudiantes afirmaron
gue esta situacién dependia de la funcién que se utilizara y otros que dependia
del valor que se utilizara para iterar la funcién.

1. Use la entrada y determine la salida en cada una de las composiciones
que se muestran en la Figura 3.

2. Con diagramas como los de la Figura 3, determine el valor de f(g(x)),
para cada par de funciones. Utilice como valor de entrada, x=1.

a. gx)=x+3 b. g(x)=x c. gx)=2x+5
f(x)=x?2 f(x)=x+3 f(x)=0,5(x-5)

3. Con las funciones del ejercicio 2, utilice cada caso como valor inicial
x=-1, y determine el valor de la funcién compuesta por cada uno de los
Casos.
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- ﬁ?ﬂ(x):ﬂ \[ Kg(x)=3x 8
N

1 1

3. 4,
w%(x#(h?) \l (g(x)=x2+3x
ﬁcﬁf(x)m’-ZS w {/f(x)=2"
[ 1
Figura 3
a. g(f(x) b. glg(x) c. f(f(x)) d. f(g(x))

4. En las ecuaciones f(x)=x+1 y g(x)=x°, exprese cada una de las compo-
siciones siguientes en términos de un valor inicial a.

a. flg@) b. g(f(a) c. glg@ d. f(f(a)

5. Con el argumento inicial x,, suponga que en cada uno f(x)=Vx, utilice
una calculadora y redondee a tres digitos y escriba los diez primeros términos
de la iteracion para cada una de las respectivas semillas.

x =1795 x =0,23 x =0,85
Xo= Xo= Xo=
X;= X= X;=
X,= Xo= X2=
X3= X3= X3=
X4= X4= X,=
Xs= X5= X5=

6. Con una calculadora itere la funcién f(x)=x2. Comience la iteracién con el
valor x, y realice la iteracién diez veces.

a. Xo=1 b. x.=5 c. %o=0,3 d. xo=-3
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describa el comportamiento de iteradas de la funcién anterior, cuando el
argumento inicial es:

a. Xe=1 b. 0<x,<1

c. -1<xo<1 d x,<-1

7. Encuentre para cada una de las siguientes situaciones la funcién que
produce la sucesién:

47757767 87 ... f(x)=

1727747877 167"... f(x)=

61 TTAT9 T fix)=

La iteracién de funciones puede producir sucesiones de iteradas de forma
aritmética o geométrica. Se dice que una sucesién es aritmética si sus términos

son de la forma a, a+d, 2d, a+3d,..., donde a es el término y d es la diferencia
entre los sucesivos términos.

Una sucesion es geométrica si es de la forma: a, ar, ar?, ar’, ..., donde a es
el primer término, y r la relacién entre los sucesivos términos. Identifique si
las sucesiones anteriores son aritméticas o geométricas.

Composicion e iteracion grafica

La composicién de funciones es béasica en el estudio de la iteracién y del
caos. Se puede explorar este proceso utilizando las graficas de las funciones
en cuestion. En el ejercicio 1, se mostro la evaluacion de una funcién mediante
una “mdquina” con entradas y salidas.

Cuando se tiene la gréfica de la funcién, para que este proceso sea similar
se puede ejecutar el siguiente algoritmo.

a. (Evaluar). Dibuje el segmento vertical con extremo en el valor de entrada
aen el eje x y el otro extremo en la gréfica de la funcién. Marque este punto
como A. este punto tiene ordenada f(a).

|
A B
f(x)
Figura 4
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b. (Transferir). Dibuje el segmento horizontal con el extremo en Ay el otro
extremo en la diagonal (f(x)=x), marque este punto como B. Este punto tiene
abscisa f(a), sus coordenadas son: (f(a), f(a)).

c. (Reflejar). A partir de B, trace una semirecta vertical en la direccién
positiva del eje y. La abscisa de este punto es: f(z), véase Figura 4.

8. Aplique el proceso anterior a las figuras graficas:

1. 2. 3.

a a a
Figura 5
La composicién de funciones se ha presentado en el ejercicio 1 por medio
de dos “maquinas”. Para hallar la composicién, se puede hacer de manera

analoga, si se va a encontrar la funcién compuesta f(g(a)), se coloca la gréfica
de la segunda funcién encima de la primera.

El proceso de evaluacion se desarrolla hacia arriba. Es decir, para un valor
de entrada a, se encuentra g(a), con la gréafica inferior; la salida f(g(a)) se
obtendra en la gréfica superior, donde la entrada es g(a), véase Figura 6.

f(x
Yo |
@ ) {)A g@)

flg(a)]

. a
Figura 6

11. Efectue la composicién gréfica de funciones con los diagramas de la
Figura 7.
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Figura 7

Iteracion gréfica de funciones cuadraticas

Actividad 1:
[
i (GRADOS ESCOLARES:
| TIEMPO:
' MATERIALES:

|
' PRERREQUISITOS:

100 |

8%a11° I

1 mes

hoja de trabajo y Q
programa Mathematica

Manejo de funciones,
nociones de dlgebra y
manejo de programa ‘

' Mathematica

L e

Temas con que se relaciond la actividad

¢ Composicion e iteracion de funciones.

e Recursividad

e Sistemas dinamicos

* Sucesiones, limites, convergencia, divergencia, puntos fijos, puntos

periédicos.

e Caos determinista.

Comentarios

e Este taller muestra a los alumnos que la iteracién de funciones en apa-
riencia sencilla puede producir resultados completamente inesperados.

e Las graficas que se muestran en la actividad no hacen parte del taller
sino que fueron desarrolladas por los estudiantes con el programa Mathematica.

* |a iteracion grdfica permite visualizar aspectos importantes que al ser
trabajados de manera numérica serfan més dificiles de detectar.

* Conclusiones de los estudiantes. Para la iteracion de fix)=x’+c
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a. Todas la 6rbitas tienden a infinito para ¢ > 1/4.
b. Para c=1/4 existe un punto fijo en 1/2, este punto fijo es neutral.

c. Para c < 1/4 la funcién tiene dos puntos fijos (P+yP-), P+ es siempre un
punto fijo repulsor.

d. En c=2la iteracién gréfica es muy difil de seguir “parece seguir todos los
caminos”.

Planteamiento de la actividad

Las funciones cuadraticas producen una amplia variedad de comportamientos
en la iteracion gréfica.

Las caracteristicas especiales se encuentran alrededor de los puntos fijos,
que pueden servir de atractores o repulsores. En esta actividad se investigard el
comportamiento de las funciones cuadrdticas, presentadas en dos formas diferentes:

fix)=ax(1-x) y f(x)=x?-c. En la geometria se dice que la funcién cuadrética
tiene forma de parabola. En dlgebra la funcién cuadrética se escribe en términos
de los parametros: p, g, rde las siguiente manera: f(x)px’+qx+r, cuando p=-a,
g=ay r=0; la funcién cuadrética puede ser expresada de la forma f(x)=ax(1-x).
El taller que se presenta explora estas expresiones. Las pardbolas de esta forma
interceptan el eje xen (0,0)y en (1,0). Estas pardbolas sufren una elevacién en
direccion de y, cuando el pardmetro a se incrementa. En cada caso, el patrén
de iteracion grafica depende del valor del pardmetro a.

Cuando T = a< 4, todos los puntos en 0 < x,< 1 hacen que la funcién
permanezca en los Iimites de la iteracién. Lo mds interesante de la dinamica
en la iteracién gréfica ocurre en este intervalo. Todos los puntos por fuera de
este intervalo i, escapan en al iteracién hacia - «. Otros resultados ocurren
cuando a < 7 o cuando a > 4.

1. Describa el desarrollo de la iteracién para funciéon f(x)=0,5x(1-x), con
un valor inicial x,=0,7. ;Cuél es aproximadamente el atractor?

Figura 8
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2. El desarrollo de la iteracién para todos los puntos del intervalo 7T<x,<2,
muestra en esencia jla misma forma?, jqué pasa cuando se itera con -7 <x,<0
y 0<x,<1?

3. Efectde la iteracién de funcion fix)=5x(1-x), para x=0,9. Describa el
desarrollo de la iteracién para varios términos. ;Cuando se itera para valores
0=x,=<1, convergen a un atractor o escapa a - o?

N

0.2 04 0.6 08

Figura 9

4. Encuentre un punto en 0=x,<1, tal que su érbita no escape con f(x)=5x(1-x)

Considere la forma general de la funcion cuadrética dada por f(x)=px’+qx+r,
donde p=1, g=0, r=0, luego la funcién se transforma en f(x)=x’+c. Todas las
parabolas de esta forma tienen vértices sobre el eje x en (0,¢). Cuando el
pardmetro c se incrementa, la pardbola se incrementa hacia arriba.

5. Sea f(x)=x*-0,65, describa el desarrollo de la iteracién gréfica cuando se
incia con un valor de 0,1. ;Es la iteracion de la parabola con la diagonal un
atractor para esta iteracion?

L/

Figura 10

6. ;Qué otros intervalos con un valor inicial x,, espera usted que en el
desarrollo de la iteracién tengan el mismo punto fijo atractor? Estudie el
significado de la caja cuadrada que rodea al punto fijo. Escriba su iteracién.

7. Sea f(x)=x’-1, describa la iteracién para x,=0,5. ;Cudl es el atractor y
coémo es la aproximacion?
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-0,5 0.5
-0.2

-0.4

0.6

-0.8

Figura 10

8. Para otros valores de x, se puede esperar que en el desarrollo de la
iteracién se tenga el mismo atractor ?

9. Sea f(x)=x"+0,35, describa la iteracién grafica para un valor inicial de
x,=0, 3, hay atractores, repulsores en la iteracién, puede explicar su respuesta.

N

Figura 12

10. Efectie la iteracion numérica para cada uno de los valoresde ¢, en la
ecuacion f(x)=x’+c, utilice 6 decimales; ¢=0,40; 0,35; 0,30; 0,25; x,=0,2.

Describa sus observaciones después de efectuar 20 iteraciones para cada
una de las constantes c. Después de efectuar estos calculos observe la iteracién
grafica para cada uno de los casos.

Explique el comportamiento de la iteracién del sistema, teniendo en cuenta
los resultados numéricos e iteraciones gréficas.

sPuede hacer alguna hipétesis con respecto a la constante ¢, que permita
saber si la iteracién tiene alguin atractor o repulsor ?

c=0,40 =0,35

Figura 13 Figura 14
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c=0,30 c=0.25

N

Figura 15 Figura 16

11. Efectue los mismos pasos del laboratorio 10, pero utilizando los
siguientes valores para c: ¢=-0,6; c=-0,7; ¢=-0,8; c=-0,9; utilizando como
valor inicial x,=0, 3.

c=-0,6 c=-0,7
04 r /
1 0.5 05 -IX -0,5 05 1
B 0.2
04}
04
=
Figura 17 Figura 18
= NR c=-0,9

Figura 19

12. Estudie con una calculadora el caso de ¢=-2, para cualquier 0<x,<7,
describa el comportamiento de la iteracién (utilice 6 digitos). ;Es diferente de
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los casos donde c es negativo? ;Por qué? Observe la iteracion gréfica que
muestra la Figura 21, ;qué puede decir de ella?

‘ 2 7

~

-2

Figura 21

Teselaciones

Muchas de las paredes y pavimentos de la Alambra de Granada,
cubierta de brillantes mosaicos policromados, nos prueban que los
moros fueron maestros en el arte de recubrir un plano con figuras
similares entrelazadas, ajustadas entre si, sin dejar hueco alguno.
jLdstima que su religién les haya prohibido hacer imadgenes!
M.C.EscHER.

Se dice que una figura geométrica tesela cuando es posible superponerla o
acoplarla entre si sin dejar huecos o fisuras, de manera que sea posible recubrir
el plano. Estas formas particulares de recubrir el plano eran conocidas por los
antiguos como un elemento en la decoracién.
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Uno de los representantes modernos mds conocidos en este arte, fue el
pintor holandés M.C.Escher, cuya obra se caracterizé por su gran contenido
matematico. En un articulo de 1959, Escher expresé lo que lo motivaba a
representar el infinito a través de sus teselaciones.

Nos resulta imposible imaginar que, mas alld de las estrellas mas lejanas
que vemos en el firmamento, el espacio se acaba, que tiene un limite mas
alla del cual no hay nada. El término vacio todavia nos dice algo, puesto
que un espacio determinado puede estar vacio, por lo menos en nuestra
imaginacion; pero no estamos en condiciones de imaginar algo que estu-
viese vacio en el sentido de que el espacio deje de existir. Por esta razén,
desde que el hombre existe sobre [a tierra, desde que esta de pie, sentado
o acostado, desde que corre, navega, anda a caballo y vuela, nos aferramos
alaidea de un més all4, de un purgatorio, de un cielo y un infierno, de una
transmigracion y un nirvana, todos los lugares de infinita extensién en el
espacio o estados de infinita duracién en el tiempo.

Después de si visita a la Alambra, Escher, tras largas sesiones de trabajo
inventé un método para partir regularmente la superficie plana, que seria
admirado por cristal6grafos y matemaéticos.

Uno de los temas sobre los que mas trabajo Escher fue sobre la participacion
periédica de una superficie. Sin embargo, como él mismo confesd:

Con la conciencia tranquila creo poder alegrarme de la perfeccién de
la que doy testimonio, yo no la he inventado, yo ni siquiera |a he descubierto.
Las leyes matematicas no son ni creaciones ni invenciones del hombre,
son sencillamente, y existen en total independencia del espiritu humano.

Durante muchos afnos Escher estuvo estudiando el problema de la particién
de un plano, era tal la obsesién que sentia por este tema que regresé a la
Alambra y se dedicé a copiar muchas de estas teselaciones. Abordé muchos
tratados de geometria, en cuya parte teérico-formal no encontré gran ayuda,
s6lo la representacion geométrica de los teoremas le sirvieron para aclarar el
problema.

Para analizar un poco mas en detalle el problema, consideremos la siguiente
figura (Figura 22).

Como se observa, el plano estd recubierto por tridngulos equilateros. Para
seguir mas en detalle la siguiente explicacién, es posible calcar uno de los
triangulos que aparecen en la figura, y seguir cada una de las siguientes transfor-
maciones (isometrias) que se realizan para recubrir el plano. La primera y la
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Pe
- |
A —-> B ‘1
C
Figura 22

mas fécil de las transformaciones que se puede realizar para recubrir el plano
es una traslacion, la cual se realiza moviendo el tridngulo desde el punto A
hasta el punto B. Otra forma de rellenar el plano es realizar una rotacién
desde el punto C, haciendo un tridngulo de 60 grados, de esta manera es
posible hacer coincidir el tridngulo consigo misma.

Se nota que existen figuras que sélo aceptan traslaciones o rotaciones,
todo esto tiene que ver con la simetria de la figura en cuestion.

La intencién, ahora, es mostrar cémo es posible encontrar diferentes
alternativas de trabajar la geometria con los estudiantes mediante el desarrollo
de teselaciones, donde la exploracién permite al estudiante observar que la
belleza de las matemdticas puede ir mas alla del trabajo en la solucién de
algoritmos y cédlculos numéricos.

El trabajo con teselaciones permite combinar matematicas y arte, y que los
estudiantes desarrollen su creatividad artistica ademads de ser un buen ejercicio
sobre el sentido espacial.

Una introduccién que resulta de gran ayuda en el desarrollo de este trabajo,
es mostrar diferentes teselaciones, ya que esto permite una mejor disposicién
en la clase para le desarrollo del trabajo.

El manejo de figuras geométricas (tridngulos, exdgonos, cuadrados,
rectangulos) puede llegar a aclarar el concepto de teselacién.

Después de un trabajo introductorio con los poligonos regulares, los estu-
diantes observan que las teselaciones logradas no tienen la belleza de las de
Escher, en este momento, se puede introducir una de las técnicas que permite
la realizacién de dichas teselaciones.
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La técnica del mordisco

Los poligonos regualres que se utilizan para efectuar mosaicos, se pueden
transformar de manera que los mosaicos que se generen muestren diferentes
grados de irregularidad. Usando la técnica que se conoce como mordisco, es
posible crear mosaicos de mayor complejidad.

Una de las primeras transformaciones que se puede utilizar es la traslacién.
Como se dardn cuenta los estudiantes (después de efectuar algtin trabajo),
este tipo de transformacién sélo se puede efectuar a los poligonos que tienen
sus lados opuestos respectivamente paralelos y congruentes. La técnica consiste
en cortar en uno de los lados del poligono algin tipo de figura y trasladarla al
lado opuesto, aunque la transformacién es sencilla, se pueden lograr bellos
efectos como lo muestra la siguiente figura.

W and

\_/

Como se observa, el corte se puede hacer en dos lados, siempre que el
mordisco cortado se traslade al lado opuesto. Cuando se haya trasladado el
mordisco y encajen perfectamente los lados rectos y las esquinas, se puede
pegar el lado con cinta o pegante para que su reproduccién sea mas facil.

Rotaciones: este tipo de transformacién sélo puede realizarse a los poli-
gonos, tridngulos, paralelogramos y hexdgonos que tengan lados adyacentes
congruentes. Esta técnica es mas complicada que la anterior, pero también
presenta una gran variedad de mosaicos que pueden ser realizados. Estas
rotaciones pueden presentar dos variedades:

a. Giro a partir de un lado: cuando se efectiia un corte a uno de los lados
de un tridngulo o un cuadrilétero, se tiene que afiadir el mismno lado mediante
un giro de 180 grados, véase la siguiente figura.
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b. Giro de un vértice: al efectuar un corte a uno de los lados, se afiade al
otro lado mediante un giro de 60 o 120 grados, con centro en el vértice
comun de los lados. Los vértices que son centro de un giro, no pueden ser
consecutivos. Los giros tienen que ser de 90 grados cuando los centros
pertenecen a un tridngulo cuadrildtero o pentagono, véase la siguiente figura.

La combinacién de todas las técnicas en forma simultdnea permite crear
teselaciones mucho mds complicadas.

CONCLUSIONES

El trabajo realizado con los estudiantes utilizando el ordenador como
herramienta en la realizacién de los laboratorios de matematicas mostré que
despierta el interés en la mayoria de ellos. Aunque al principio del trabajo se
presento resistencia por la lectura (en inglés algunas veces) de los manuales
de Mathematica, la actitud fue cambiando cuando se dieron cuenta que el
programa podia realizar una serie de operaciones (factorizacién, célculos
complejos, limites, gréficas, etc.) que en la mayoria de los casos son opera-
ciones rutinarias que causan problemas a los alumnos. Después de esta moti-
vacién el trabajo se aceleré de tal forma que, algunos estudiantes, utilizaban
las horas de descanso para dominar el programa.

El desarrollo del trabajo mostr6 que en la planeacién de los laboratorios se
debe tener presente que no tiene sentido efectuar talleres en los que se les
pida a los estudientes que copien una respuesta que da el programa, ya que
esta clase de trabajo no aporta mucho. En los talleres hay que recalcar que
uno de los objetivos principales es lograr que los estudiantes tengan vivencias
de conocimiento, que no se trata de dar una orden al computador para que
este realice una factorizacién, por ejemplo, sino realizar un taller para que el
estudiante a través de una blsqueda pueda encontrar o visualizar que existe
una relacion entre los coeficientes y la factorizacién. Es necesario mostrarles
que las respuestas del ordenador no poseen valor si no se les da un significado.
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Es necesario que después de la realizacién de un laboratorio, se ceen
espacios para que los estudiantes socialicen y argumenten sus diferentes con-
clusiones; estos debates enriquecen mucho la actividad, puesto que en este
espacio es donde el trabajo con el ordenador adquiere sentido.

Una de las dificultades alrededor de este punto tuvo que ver con los pocos
equipos (ocho), con que contaba la escuela, que tenian los requerimientos de
hardware que el programa necesitaba, por esta razén, era necesario que
trabajaran tres personas por ordenador y, en algunos casos cuatro, esto mostré
que dos de los estudiantes trabajan y los otros eran espectadores de la actividad.

Otra faceta que mostré el trabajo con experimentos matematicos, es que si
bien se disefian una serie de laboratorios sobre algunos tépicos de matematicas
contemporaneas, cuando se realizan estos talleres, en la gran mayoria de los
casos, los estudiantes realizan preguntas que involucran otra serie de temas
que no estaban contemplados en la actividad. Esto hace que la clase sea
dinamica y diferente a la clase tradicional.

La presentacion de temas como fractales, sistemas dindmicos, caos
determinista, etc., que son considerados complicados para ser presentados a
los estudiantes, se tuvieron en cuenta para el trabajo de muchos temas del
curiculum (limites, convergencias, divergencias, perimetro, drea, etc.).

El hecho de realizar actividades como la del juego del caos, permite que
los estudiantes se hagan preguntas tales como: jpor qué es posible que sucesos
azarosos generen estructuras ordenadas?, ;por qué la iteracion de una ecuacion
para unos valores tiene un comportamiento determinista y para otros caético?,
;como es posible que una figura geométrica posea un perimetro finito y encierre
un drea infinita? Esto, por si sélo, es ya una ganancia en la clase de matematicas.

Las actividades sobre el juego del caos y fractales, no se exploraron como
se podria haber hecho; uno de los factores fue la falta de tiempo y otro el
desconocimiento de formas para profundizar de manera sencilla el estudio
de estos temas con los estudiantes. Por ejemplo, en el juego del caos, las
preguntas y la actitud de asombro de los estudiantes no se aprovecharon para
afrontar el problema de la dimensién de la figura obtenida, utilizando recubri-
mientos por caja.

En general, el trabajo sobre tépicos de matematicas contempordneas y la
utilizacién del ordenador para efectuar laboratorios matematicos, fue una
experiencia enriquecedora para los alumnos como para el maestro. Quedan
muchas cosas por hacer alrededor de esta experiencia, es necesario que se
ponga en practica por parte de otros maestros para que asi se puedan recoger
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y verificar diferentes puntos de vista e ir mejorando la presentacion de estos
temas de la educacién media. Ademas de ir incorporando el ordenador como
una herramienta en la clase de matematicas.

Este proceso necesita, sin embargo, maestros que estén dispuestos a
jugérsela por un cambio de actitud en la ensefianza de las matematicas.
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