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INTRODUCCION

En 10s ltimos afios las matematicas han tenido grandes adelantos que han cambiado algunos
paradigmas que parecian inamobibles. Uno de estos grandes cambios se propicié en el seno
mismo de la matematica, la légica, en donde el concepto de completitud (la posibilidad de
demostrar toda proposicién, con los axiomas existentes en el sistema considerado), se vino a
tierra con la obra del l6gico Kurt Godel.

Pero si esto pasé en la logica, otras disciplinas de la matematica no se salvaron de este fendme-
no. Algunos cambios se presentaron también en teoria de conjuntos, sistemas dindmicos, y
geometria. Ademas, la idea de demostracion espina dorsal de la matematica, se comenz6 ha
replantear con la demostracién del teorema de los cuatro colores, y con el uso del ordenador
para realizar laboratorios matematicos.

Las ideas de prediccién y de causalidad tomaron un nuevo giro con el estudio de fenémenos
como la ecuacién logistica (ecuacién de Verhultz); ademds, el estudio de dindmicas aparente-
mente sencillas como la interaccién gravitacional de tres cuerpos, (el problema de los tres
cuerpos) efectuado por Poincare, hizo que se reformulara la concepcion laplaciana de un urni-
verso completamente predecible, y que se creara una rama nueva de las matematicas denomi-
nada Dindmica Cadtica, que en la actualidad permite enfrentar muchos problemas como los
fluidos, modelos de renormalizacion, etc., con herramientas més reales.

Otro nuevo concepto generado en los ultimos afios y que ha permitido explicar fenémenos
como la percolacion es el de fractal. Término acunado por el matematico Benoit Mandelbrot para
denotar figuras geométricas que tienen la propiedad de tener una dimensién fraccionaria,
ademas de ser autosemejantes en pequefa escala. Aunque las ideas fueron establecidas en el
siglo XIX por el matematico francés Gaston Julia, el surgimiento de nuevas tecnologias propi-
¢i6 su desarrollo y una mejor comprension del concepto que estd detrds de esta nueva geome-
tria (dimension fractal).

Sin embargo, la presentacién en algunos textos de secundaria de estos cambios que se han
presentado en las matematicas, no pasa de ser, en la mayoria de los casos, una nota curiosa. Si
esto es asi en los textos, en la ensefianza secudaria son muy pocas las personas que se lajuegan
por explotar muchas de las ideas que subyacen en este hermoso universo, algunas veces por
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desconocimiento o por considerarlas demasiado complejas para ser abordadas por los alum-
nos y, en muchos casos, por los docentes.

Sin embargo, se pretende mostrar que detrds de estos conceptos se esconde un universo de
bellas figuras y resultados fascinantes, que pueden permitir a los estudiantes trabajar proble-
mas relacionados con ellos, en un ambiente de creatividad y entusiasmo de manera que su
quehacer se constituya en verdaderas vivencias de conocimiento.

El proyecto Sistematizacién de una experiencia de matemdticas contempordneas en el aula, plantea
una forma de hacer matemadticas con los alumnos desde la contemporaneidad, donde el azar,
el caos determinista, la iteracién, los sisternas dindmicos, los fractales, las teselaciones y la
utlizacion del ordenador son el centro de la actividad. Ademds, pretende mostrar posibles
actividades que permitan familiarizar a maestros y alumnos en estos nuevos topicos, asi como
identificar los logros y dificultades que se puedan dar en el desarrollo de la actividad.



PRIMERA PARTE

La ensefanza de las matematicas
en la concepcion clasica

Se reconoce que las matematicas como objeto de ensefianza y de aprendizaje, han sido un
problema para maestros y alumnos. Lo que se enseria y lo que se aprende no suele coincidir.
Pese a que esto es una verdad reconocida, suele ocurrir en mayor proporcién con las meto-
dologias clasicas que se utilizan para la ensefianza de las matematicas. Estas metodologias
pueden ser caracterizadas, asi:

Con respecta al objeto de estudio

® Tanto el maestro como el alumno se posicionan en actitud pasiva frente a una disciplina

ya constituida.
Para el maestro se trata de exponer los conocimientos ya hechos, para el alumno se
trata de memorizar {;aprender?) lo que el maestro expone.

® {as matemdticas se confunden con algoritmos. En este sentido, se trata de aprender a
aplicarlos: mientras los nifios pequefios repiten las tablas de multiplicar, los adolescen-
tes realizan derivadas o manipulan las ecuaciones de las conicas.

Con respecto al maestro:

® Se asume como quien ya sabe lo que ensefia, de manera que la actividad de ensefnanza
no la reconoce como una instancia de aprendizaje.

Con respecto al alumno:

[ La repeticion y la actividad en clase, por lo genral, estan muy distantes de sus intereses
v curiosidades, hasta tal punto que las matematicas mismas solo se consideran como un obs-
taculo para la vida escolar.

Estas caracteristicas podrian explicar no sélo por qué las matematicas son dificiles, sino tam-
bién por qué son indeseables, ya que la clase vista asi no permite al alumno maravillarse, situa-
cién que es fuente de los procesos de aprendizaje. En otras palabras, no existe ocasion para la
busqueda entendida como un juego de la imaginacion y la creatividad'.

fDawis/ Hersh: Experiencia matemdtica, Editorial Labor, 1993.



Con estas formas de trabajo el estudiante incorpora una serie de saberes inconexos, que apren-
de por el simple hecho de ser un prerrequisito para ingresar a otros grados de educacién, y no
como una construccién auténoma.

Ademis, los procedimientos y algoritmos se le presentan a los alumnos totalmente desconec-
tados. Todo parece indicar que la ensefianza de esta clase de matemiticas lo que pretende es
adiestrar al estudiante para ingresar a la universidad o, en el peor de los casos, responder las
pruebas del Icfes del Estado.

A nuestro juicio, la consolidacién del pensamiento matematico requiere de mucho mas que el
simple manejo de algoritmos, se necesita de una conexién de diferentes conocimientos: infor-
macién, experiencia, percepcion, creatividad, busqueda etc.

Ademas, esta metodologia no muestra a los estudiantes el valor intelectual de las matemati-
cas, no les ofrece ninguna motivacién para su estudio y lo que es mas grave, no le da un

significado.

Se puede resumir este tipo tradicional de ensefianza de las matemnaticas como “la asimilacion
por los alumnos de los contenidos conceptuales transmitidos por el profesor o los textos y su
capacidad para reproducirlos” este es el objetivo primordial de la ensefianza por transmision
de conocimientos elaborados.

Sibien con este tipo de ensefianza los estudiantes pueden enfrentarse a un examen corriente y
contestar correctamente algunas de las preguntas, muesiran un alto grado de incomprension
en muchos de los conceptos v formas de razonamiento fundamentales. Todas estas dificulta-
des en la ensefianza de las matematicas, que de ninguna manera son nuevas, han hecho que
aparezcan propuestas alternativas.

la ensefianza de las matematicas. Propuestas alternativas

Las nuevas metodologias tratan de remediar muchas de las deficiencias de las metodologias
clasicas. Las propuestas alternativas le dan gran importancia al desarrotlo de las habilidades
en el pensamiento matemdtico. Este razonamiento matematico involucra una interaccidn entre
la exploracién y la intuicién. El pensamiento matematico es pertinente cualquiera que sean los
contenidos al cual se aplica; puesto que éste no s6lo se suscribe a problemas de naturaleza
matemdtica, aunque éstos puedan revelar de manera mas reconocible sus caracteristicas.

Los procesos de pensamiento matematico sobresalen cuando se encuentra un elemento (jue-
go, paradoja, etc) que produce suficiente sorpresa o curiosidad v que impuisa al estudiante a
efectuar una exploracién y buisqueda por medio de la manipulacion reflexiva, operativa, sim-
bélica, etc. Durante este proceso de exploracién es posible que surjan diferencias entre lo que



se esperaba de la manipulacién y lo que resuita en realidad. Esto puede provocar una tension
que origine un proceso de busqueda de regularidades, generalidades etc., hasta lograr darle
un significado a lo que sucede (ya sea por medio de graficas, simbolos etc).

El pensamiento matematico no es un fin en si mismo, es un proceso que puede ayudar a
aumentar el entendimiento del mundo. El desarrollo de esta clase de pensamiento no depende
solo de encontrar respuestas a problemas, también requiere efectuar una reflexion sobre ideas
claves, de tomar conciencia que el pensamiento matematico conecta diferentes dreas del cono-
cimiento, informacién, experiencia, percepcién y sensaciones. El desarrollo del pensamiento
matematico permite descubrir la existencia de procesos para afrontar diversas problematicas.
Sin embargo, los solos procesos no son suficientes y es necesario ser conscientes de los conte-
nidos matematicos. Estos dos elementos unidos permiten el desarrollo del pensamiento mate-
matico. El razonamiento matemético hace una contribucion a la consciencia, puesto que per-
mite estructurarla, le da una direccion y, lo mas importante, le da una potencia creativa y
reflexiva. En términos generales, se podria decir que el pensamiento matematico es un proceso
dinamico que aumenta la complejidad de las ideas que se pueden manejar. Algunos procedi-
mientos utilizados para lograr esto, son: Particularizacion, generalizacion, conjetura y conven-
cimiento.

En el desarrollo del pensamiento matematico se tienen en cuenta los siguientes factores princi-
pales:

1. La competencia en el uso de los procesos de investigacion matematica (particularizar,
generalizar, conjeturar, convencer).

2. Confianza en el dominio de los estados emocionales v psicol6gicos para sacar ventaja de
ellos.

3.  Conocimiento del contenido de las matematicas y si es necesario, del drea en que se
aplica.

Para mejorar el pensamiento matematico se necesita unir la prictica y la reflexioén, y para
lograrlo se requiere de tiempo; la formulacion de preguntas v respuestas rapidas de la clase
tradicional, son en este sentido la antitesis para el desarrotlo del pensamiento matematico.

En general, se podrian caracterizar esta nuevas metodologias, asi:

®  La clase de matematicas debe tener sentido para el alumno.

®  El juego se convierte en el centro de la actividad, pero en la resolucion del juego, el
estudiante aprende lo que deberia aprender curricularmente.

®  Seaprende con gusto.

®  El centro de interés no es el algoritmo sino el pensamiento matemdtico y la busqueda
heuristica.

@®  Se busca eliminar la pasividad del alumno y del maestro, darle sentido a la actividad,



eliminar el trabajo individual y fomentar el trabajo colectivo.
@  Las actividades permiten la ensefianza de la matematica tradicional.
® Rechazo a la autoridad como fuente de conocimiento.

En su articulo Hacer matemdticas, Francisco Herran (1992)?, comenta que es necesario fomen-
tar el pensamiento productivo ya que este crea nuevas respuestas y utiliza nuevas organiza-
ciones. El pensamiento productivo es mds dificil de ensefiar y requiere un mayor tiempo y
mejores relaciones dindmicas de la ensenanza.

La clase de matematicas puede lograr mejores resultados en la medida en que logre producir
alguna satisfaccion en los estudiantes, bien sea por el conocimeinto (el simple hecho de hacer
matematicas) o por el uso que esta pueda tener. Esto se puede lograr al hacer que los estudian-
tes adquieran una confianza en su potencial y, sobre todo, lo mas importante, es comenzar
cuando se enfrenta una situacién problematica.

Algunos factores que pueden ayudar a los estudiantes a lograr mejores resultados en el trabajo
de matematicas son:

Fomentar el interés en el trabajo que se hace.
Interés por el propio progreso.

Significacién de la tarea.

Atencion reflexiva.

Ausencia de emocién no pertinente.

Perder el miedo al ridiculo.

A S i

Aungue todo esto es pertinente al proponer diferentes actividades de trabajo a los estudiantes,
la mayoria de las actividades producen rompimientos en la clase. Estos rompimientos respon-
den en la mayoria de los casos, a actitudes de lo alumnos ante la problematica propuesta.
Esto puede cambiar si se fomenta una actitud diferente en la resolucion de problemas.

Para ver como se desarrolla esta forma de trabajo se muestra un ejemplo tomado de Francisco

Herran.

Alumnos de 8o grado
Trabajo de investigacién: 44 es un nimero feliz porque:

44::»42+42=32:>32+22=13::>12+32=10:12+02=l

Investigar sobre los nimeros felices.

* Francisco Herrdn, “Hacer matematicas” Aspectos sociales v culturales de la educacion matemdticas,em Rev. Plantea-
mientos en educucacion, Grupo Cero, Valencia, Espafia , Febrero, 1992,
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Este trabajo se desarroll6 en clase sin limites de tiempoy redactando los resultados de la
investigacion.

En este punto, el autor recalca el hecho de que aunque el enunciado del problema es
ambiguo: no se dice de cuéntas cifras es el nimero y no se da una definicién precisa de
niimero feliz. Hay que revisar el hecho sobre la conveniencia de eliminar la ambigliedad
en la presentacién de un problema. “La polivalencia es una caracteristica, por lo general,
consustancial a las situaciones ricas en contenidos. Es del estudio de estas situaciones de
donde debe venir la supresién de la ambigiiedad si ella es posible, precisando las condi-
ciones iniciales y llevando a consideracién las diversas opciones”.® A continuacién, se
muestran algunos resultados de los estudiantes:

Cosme:

1. Todas las potencias de 10 son ntimeros felices 1582 = 1" +5*+8" +

2. Si se tiene un mimero feliz de dos cifras y se permuta, se obtiene un numero feliz.
Emilio:

Los mimeros felices de 1 a 100 son:

1,7, 10,13, 19, 23, 28, 31, 44, 49, 68, 70, 79, 82, 86, 91, 94, 100.

Todos los demds van dando sumas parciales que se repiten constantemente y siempre
acaban en 4.

Por ejemplo:

15=12+51=26:>22+62=40:>42:16:>12+62=37:>31+72=58
:51+82=89:>82+92=145:>12+42+52=42:>42+22=20:>22=4

66:>62+62=72::>72+22=53:~52+32:34:32+42=25:>22+52=29
:22+92:85=82+53=89:82+92=145:>12+42+52:42:42+22=20
=2240%°=4

Por tanto, se puede decir que si en un namero cualquiera se efectiian las primeras sumas
y no da alguno de los numeros felices de 1..100, es que no es feliz.

3
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Por ejemplo
1582 = |2 + 5% + 8 + 27 =94 que es feliz luego 1582 es feliz.

Para terminar esta forma de trabajo en mateméticas a través de problemas se citan las
palabras finales del articulo :”Yo no veo que se pueda desplegar hadia el éxito mas que
desde dos puntos de partida en que se apoyan mutuamente :

1. Las matemaéticas son un modo de conocer y no un modo de observar lo que los otros
conocen.

2. Lo que puede haber estimulante en la labor de un profesor proviene menos de una
pasién por ensefiar que su pasion por aprender, menos de su habilidad para impartir
conocimientos que de su capacidad para subordinar estos a la actividad cognoscitiva de
sus alumnos”.

En este tiltimo punto, la Escuela Pedagdgica Experimental (E.P.E) afirma que la escuela tradicio-
nal se afianza en esta imagen de conocimiento que mantiene la autoridad como fuente de
saber y que unida a ella existe un conjunto de valores y actitudes que obstaculizan la forma-
cién del espiritu cientifico.* Como afirma el mismo autor, esta imagen de conocimiento trae
consigo otras consecuencias: la pasividad del estudiante en los procesos cognoscitivos (el co-
nocimiento originado en la autoridad se caracteriza por la atencién y la repeticion de verda-
des). Con esta clase de conocimiento es poco probable que el alumno entre a considerar situa-
ciones de biisqueda e invencién. Sobre este mismo asunto, Bachelard afirma ” Para un espiritu
cientifico todo conocimiento es una respuesta a una pregunta. Si no ha habido pregunta no
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puede haber conocimiento cientifico. Nada viene solo, nada es dado. Todo es construido”.

Otro de los objetivos esenciales trabajados en la E.PE, en relacion con las materndticas, es la
construccion del sentido; o sea, que lo que se ensene esté cargado de significado, que tenga
sentido para el alumno. Al respecto, G. Brousseau afirma: “E! sentido de un conocimiento ma-
tematico se define no sélo por la coleccién de situaciones donde este conocimiento es realizado
como una teoria matematica; no sélo por la coleccién de situaciones donde el sujeto lo ha
encontrado como medio de solucién, sino también por el conjunto de concepciones que recha-
za, de errores que evita, de economias que procura, de formulaciones que retoma, etc.”

* Dino de J. Segura R., “Busqueda de una alternativa pedagdgica orientada hacia la construccion de una cultura
csienh’ﬁca" 1991
Gaston Bachelard, “La formacién del espiritu cientifico”



En el siguiente diagrama se pueden ver las caracteristicas de las formas de trabajo que se
hacen en el aula.

Aproximacion Compromiso

a modelos conh la verdad

Busqueda Creatividad Trabajo en grupo Tolerancia
de ejemplo

Discusion

Bisqueda Actividad y polémica
de patrones

Acuerdos y

polémicas

. - Formalizacidn

i ivi Lenguaje matematico X
Lenguaje empirico Buaj matematica

Esta forma de trabajar en clase intenta confrontar la idea de que la matemitica es un cumulo
arbitrario de sutilezas que muchas veces no sirve para nada.

Estas formas nuevas de trabajo que se implant6 en la escuela (E.P.E.), tratan de cambiar el
trabajo axiomatico, algoritmico y memoristico en la ensefianza de las matemadticas. Auque
muchas veces el trabajo memoristico deslumbre a los estudiantes, éste carece de sentido v de
significado para ellos, porque muchas de las definiciones y algoritmos que manejan no tienen
apropiadamente construido el universo platénico de los objetos matematicos. Al no reconocer
la existencia de este universo, no puede reconocer la existencia de los objetos que o componen
y, menos atin, la manera con la cual es posible identificar un objeto y diferenciar otros®.

Para lograr un cambio de actitud de los estudiantes ante las matematicas, hay que mostrarles
que son ellas, precisamente, las que han permitido tener un dominio sobre la naturaleza. Que
no sélo en la ciencia y en la técnica tienen importancia, sino también en el arte, las ciencias
sociales, musica, etc. Ensenar las matematicas sin ninguna relacién con la realidad es peligro-
so. En palabras de Morris Kline: “ Se requiere un plan de matematicas culturalmente amplio

b . I3 : ” H : H : ryi
Pedro Gomez, “Profesor no entiendo”, Relexiones alrededor de una experiencia en docencia de las matemdticas
Pag 53.

10



que buscaria su intima unién con las principales corrientes de pensamiento y de la herencia
cultural. Esto podria proporcionar una motivacion, otras serian aplicaciones y otras sumninis-
trarian lecturas interesantes y material para las discusiones que darian variedad y vitalidad al
contenido de los cursos de matematicas’.

La mavyoria de estas nuevas alternativas utiliza todos los elementos mencionados anterior-
mente en la ensefianza de la matematica tradicional: aritmética, geometria, algebra, trigono-
metria, calculo.

Otro enfoque sobre la ensefianza de las matematicas que se puede mencionar es el
constructivismo, que se basa en la psicologia genética de Piaget.

Estos estudios demarcaron el estudio de la didactica de las matemadticas y enfocaron su aten-
cién en la construccion de conceptos matematicos como el principal objeto de estudio. Algu-
nos de estos trabajos en esta linea de investigacién que se pueden citar, son: la construccion del
concepto de niimero, la nocién de variable, la nocién de funcion etc. Esta corriente constructivista
abarca la psicologia de las matematicas, la didactica y los disefios curriculares. Se podria resu-
mir la posicién de este enfoque como “la ventaja de renunciar a una vision eficientista de la
ensefianza v, en su lugar, proporcionar la evolucién de los sujetos hacia Ia construccién de los

conceptos”®.

Uno de los principales problemas de este enfoque conceptualista, es la dificultad para hacer
coincidir los tiempos didédcticos con los tiempos escolares.

En el campo de la investigacion se han elaborado muchos trabajos teéricos cldsicos, entre los
cuales se pueden mencionar: Kieran (1988), sobre la construccidon del numero racional;
Kuchemannn y Booth, sobre la interpretacion de los simbolos literales por parte de los alum-
nos; Van Hiele, sobre el desarrollo de las nociones geométricas (1987).

Otras formas de investigacién orientadas a uniformar la ensefianza de las matematicas unen
elementos de epistemologia genética y de la historia de los conceptos matematicos. Estas in-
vestigaciones pretenden identificar las dificultades y obstaculos diddcticos en la construccién

de conceptos.

A principios de 1980, muchos investigadores adoptaron otra posicion a saber: estudiar los
aspectos semanticos y sintdcticos de la matematica, con el fin de explicar las observaciones que
se habian realizado entre los usos e interpretaciones de los simbolos matematicos.

Morris Kline. “El fracaso de la matemadtica moderna” ;Por qué Juanito no sabe sumar?
1 [y Tt = =
" Rojana T., “La matemitica escoiar como lenguaje” una vision conceptual, en Rev. Ensefanza de las ciencas, 1994

(12) (1).
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“Con este giro, los sujetos son vistos como usuarios potenciales del lenguaje matematico, y ia
ensefianza como un medio que debe propiciar el aprendizaje de dicho lenguaje. Esta nueva
tendencia relaciona el aprendizaje de las metemdticas con los procesos de adquisicién y usos
de dicho lenguaje, mas que con su construccién concepto a concepto, conduce a reformulaciones
importantes acerca de los objetos de estudio y de los fenémenos que hay que observar en el
campo de la investigacién™ .

Uno de los trabajos representativos en esta linea de investigacion es la perspectiva que adopta
Vergnaud (1987): “El concocimiento es activamente construido por el sujeto organizador quien,
en un proceso adaptativo e interactivo con su medio ambiente organiza su mundo de expe-
riencias”.

Esta forma de trabajo que concibe la matemdtica como un lenguaje que va a ser ensefiado,
puede afectar el qué y el como ensefar matematicas.

Para terminar esta pequefia incursién por diferentes propuestas en la ensenanza de las mate-
miticas, se hace una referencia breve al trabajo de George Polya e irem Lakatos.

Polya fue un brillante matematico que realizo aportes fundamentales en muchos campos de
las mateméticas y se convencié de que existe una témica del descubrimiento. Crey6 con firme-
za que la capacidad para descubrir y la capacidad de invencién, puede ser reforzada mediante
una ensefianza habil, que ponga al estudiante sobre aviso de los principios en que se funda el
descubrimiento y que le dé la oportunidad de practicar y dominar estos principios.

Polya formulé estos principios del descubrimiento y la invencién mediante su experiencia.
Estos principios aparecieron por primera vez en su libro, ;Comd resolverlo? Se citan algunos:

®  Comprender el problema.

® Averiguar qué conexiones existen entre los datos v las incégnitas. De no ser posible
hallar conexiones inmediatas, puede ser necesario examinar problemas auxiliares. Al
final, se debe obtener un plan de resolucion.

®  Llevar a efecto el plan.

o Examinar la solucién obtenida.

Estas ideas se descomponen en ofras:

® Sino es posible resolver el problema, buscar un problema similar que si pueda resolver.
® Dar el problema por resuelto y descansar.

o Tratar de avanzar.

* bid
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Restringir las condiciones.
Buscar un contra ejemplo.
Tantear.

Dividir y vencer.

Cambiar el enfoque conceptual.

Algunos investigadores han desarrollado las ideas de Polya. Entre ellos, es bueno nombrar a
Lakatos, quien desarrolla un ejemplo tomando como participantes a los humanos y a un pro-
fesor y sus alumnos. En lugar de presentar un sistema construido a través de primeros princi-
pios, ofrece un choque de opiniones, razonamientos y refutaciones. En lugar de una matema-
tica rigida y anquilosada, presenta el desarrollo de una idea matemdtica a partir de un proble-
ma y una conjetura, al tiempo que ante nuestros ojos va adquiriendo forma una teoria; el
debate v el desacuerdo va dando luz a la certeza y la certeza a una duda renovada.

En su libro, Pruebas y refutaciones, Lakatos aplica su andlisis epistemoiégico no a las matemati-
cas formalizadas, sino a las informales, aquellas matematicas que estan en proceso de creci-
miento y de descubrimiento. Lakatos afirma que las matematicas informales son una ciencia
que se desarrolla mediante un proceso de critica y un sucesivo refinamiento de las teorias y del
avance de las teorias nuevas que compiten entre si.
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Formas alternativas en la ensenanza de fas matematicas
enriquecidas con las matematicas contemporaneas

Delineamiento del proyecto

Sibien es cierto que las formas alternativas mencionadas anteriormente han contribuido nota-
blemente en la ensefianza de las matematicas, en la actualidad se sigue ensefiando en la escue-
la aritmética de hace 3000 afios, algebra de hace 1000 afios y el célculo de hace 500 afios. Las
matemadtficas contemporaneas son presentadas ('cuando se presentan!, como apéndices al
margen, curiosidades sin ningun valor y, en muchos casos, sin ninguna relacién con la mate-
matica tradicional). Muchas veces, estas matematicas no se presentan por desconocimiento o
porque se consideran demasiado compiejas para estudiarse en secundaria. Sin embargpo, la
realidad es que en ellas se esconde todo un universo de bellas figuras y una serie de conceptos
e ideas que pueden ayudar al estudiante a estimular las vivencias de conocimiento en matemiticas
. En este punto es donde se ubica el proyecto por desarroilar, como una alternativa de hacer
matematicas desde la contemporaneidad, en donde el azar, el caos, la iteracion, los sistemas
dinamicos, los fractales, las teselaciones, la programacién y utilizacién de los ordenadores se
convierten en el centro de actividad. Ademds, las matematicas tradicionales aparecen como
casos particulares, el manejo de algoritmos es una circunstancia que se da en el desarrollo de la
optimizacién de algunos procesos. Lo importante en estas formas de trabajo es llegar a enten-
der conceptos, algunos de vital importancia en los nuevos desarrollos de la ciencia y la tecno-
logia. Por ejemplo, el concepto de una matemdtica exacta no sigue siendo vélida en el mismo
sentido, el concepto de prediccién y de causalidad han dado un giro inesperado con las nuevas
matematicas . Una pequeifia variacién en una iteracion puede generar resultados inesperados
(ver por ejemplo el fecto Mariposa de Lorentz).

El proyecto trata de responder a la necesidad de encontrar nuevas formas de adecuacion en la
ensenanza de las matematicas que se adeciie a la evolucion y a los nuevos paradigmas origina-
dos en esta disciplina. Uno de estos nuevos paradigmas gira en tomo al concepto de demos-
tracién matematica. Los ordenadores estan cambiando la utilizacién de algoritmos. Un ejem-
plo es el de la conjetura de los cuatro colores que afirma que cualquier mapa planar se puede
colorear con cuatro colores, de manera que dos regiones contiguas tengan colores diferentes.
Esta demostracién fue desarrollada en 1976 por Kenneth Apple y Wolfgan Haken. La descrip-
cién que hacen estos dos investigadores resulta interesante porque revela cémo su interaccion
con el programa de ordenador, les ensefi¢ de forma extrafia asuntos sobre el problema que no
habian previsto. El ordenador asumio el papel de un colaborador casi humano, mas que el de
una simple calculadora; seguin sus palabras fue una extension de su intuicion que les permiti6
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tormnar mas casos de los que normalmente ellos podrian examinar. “El programa empez6 a
sorprendernos. Al principio, verificibamos sus argumentos a mano de modo que siempre
pudiéramos predecir el curso que seguiria en cualquier situacion, pero ahora empez6 de re-
pente a actuar como una maquina de jugar ajedrez. Elaboraba estrategias combinadas basadas '
en todos los trucos que se le habian ensenado y, con frecuencia, estos enfoques eran mas inte-
ligentes de los que nosotros hubiésemos intentado. De este modo, empez6 a ensefiarnos cosas
sobre el modo de proceder que nosotros nunca habjamos esperado. En cierto sentido, habia
sobrepasado a sus creadores en ciertos aspectos intelectuales como en las partes mecdnicas del
calculo”. Tymoczko afirma al respecto: “Si aceptamos el teorema de los cuatro colores como un
teorema, entonces estamos obligados a cambiar el sentido c%s teorema, o mas exactamente, a
cambiar el sentido del concepto subyacente de demostracion” .

La ensefianza de las matematicas debe responder a los cambios que se generan en ella. Nece-
sita de cambios drasticos, de nuevas ideas y concepciones que respondan a los diferentes avances
tecnolégicos. La nueva ensefianza de las matematicas debe dejar los ejercicios con papel y
lépiz y en el estudio de las matematicas contemporaneas utilizar mas tiempo la avuda de los
ordenadores; esta simbiosis puede facilitar el desarrollo de significado de muchos conceptos.

La sencillez de esta se encuentra en muchas de las ideas de las matematicas contemporaneas:
sistemas dinamicos, fractales, caos determinista, teselaciones etc., permite que el estudiante
efectiie una “aventura matematica” por estas nuevas tematicas que son importantes en mate-
maticas, fisica, economia , biologia, climatologia, etc.

El proyecto pretende es que el estudiante se adentre en este nuevo universo y lo pueda acome-
ter con elementos de uso comuin: hojas de papel, lapiz, regla, calculadora gratificadora o un
ordenador sencillo. Esto es una ventaja para el investigador y para los alumnos v contradice
tajantemente lo que afirman algunos especiatistas quienes aseguran que estas tematicas, por su
complejidad, requieren de una complicada estructura de conocimientos anterior de acuerdo
con la imagen de secuencialidad que caracteriza a la matematica tradicional.

El concepto de matematicas experimentales empieza a tomar unnuevoy aventurado inmterés.
Los ordenadores se utilizan para explorar el reino de la verdad matematica en forma sistematicay
al azar.

Con la existencia de programas de manipulacion simbélica como Derive, Mathematica, Matcad,
Matlab, etc, es posible adelantar investigaciones en matemdticas complejas.

Hay quienes temen que el uso incontrolado de las matematicas experimentales de lugar, sim-

plemente, a la eventual acumulacién de descubrimientos peculiares que no encajarian para
crear ninguna forma coherente de conocimiento general. Pero lo que es peor, que podria dar

“ EI suefio de Descartes, “El mundo segin la matematica”, Philip J. Davis, Editorial Labor. 1987.



lugar a un cuerpo de conocimiento poco fiable. No obstante, lo cierto es que este nuevo enfo-
que de las matemdticas y la simulacién de estructuras matemdticas, ha permitido avances
significativos en la ciencia moderna.

La experiencia en laEscuela Experimental Pedagégica, E.F.E, ha mostrado que en una clase de
matemadticas es posible estudiar estas nuevas temdticas a partir de situaciones problematicas
pero actuales, de las cuales se pueden citar las siguientes:

1. Teselaciones {recubrimiento del plano)
2. Sistemas dindmicos (iteracién de funciones de variable real o compleja).
Fractales { configuraciones autosemejantes irregulares, de dimensién fraccionaria).
3. Laboratorios matematicos (busqueda de patrones, visualizacion de conceptos matema-

ticos, etc., con ayuda del ordenador.

En el tratamiento de estos temas se ha ilustrado a la vez la posibilidad de comprension de los
alumnos. Pese a lo sencillo del trabajo y de la forma agradable con que se este se realiza por los
alumnos, se estdn frabajando muchos procedimientos, formas de mirar el mundo e ideas ma-
temiticas que presentarian muchos problemas al ser desarrcllados con tiza y tablero. El estu-
dio de estas tematicas induce al estudiante a formularse otras preguntas que tal vez no se
presentan en el estudio de la matematicas tradicionales; por ejemplo, jel azar tiene su razén?,
o de hecho, ;qué es el azar?, ;de dénde surge?, ;hasta qué punto el futuro es predecible o
imprevisible? En particular, enfrentar esta clase de preguntas es aproximarse a la moderna
teoria del caos. De otra parte, el estudio de estas temdticas puede implicar que la incertidum-
bre no sélo se da en el mundo cuantico, sino también en los sistemas clasicos. Desde este punto
de vista, el azar tiene sus razones y por paradgjico que parezca también sus leyes. Lograr que
los estudiantes se aproximen al estudio del caos, ya es una ganancia.
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SEGUNDA PARTE

DESARROLLO DEL PROYECTO

Generalidades

Los diferentes laboratorios y talleres matemiticos que se presentan més adelante se realizaron
en la Escuela Peddgogica Experimental (E.P.E), en los afios 1994 -1996, en los niveles 8 a 11, en
grupos de 24 alumnos, de ambos sexos, con edades entre los 15 y 18 afios. La E.LE es un
colegio privado ubicado en el kilometro 4.5 via La Calera.

Desde sus inicios la E.P.E. ha privilegiado lo artistico en las actividades escolares con una
intensidad de siete horas. “Con respecto a ciencias y matematicas, el trabajo se ha centrado
principalmente en la observacion detenida de las formas de explicacion de los nifios y sus
procesos de construccién”?.La escuela pretende, entre otras cosas, construir un ambiente
escolar donde lo importante sea la participacién colectiva en la construccion de un conoci-
miento individual; donde el maestro no sea un transmisor de conocimiento, sino un generador de
conocimientos y para lograr esto el maestro debe ser capaz de propiciar un ambiente adecuado
que sirva en la no fécil tarea de construccién de conocimiento colectivo e individual. “Pero,
ademas, es necesario definir las exigencias que hay que tener en cuenta para que una clase
cumpla su papel como instancia propiciadora del cambio conceptual™ . Por esta razén, para
lograr en una clase la apropiacion de los problemas por parte de los alumnos es necesario tener
en cuenta los siguientes aspectos: ;qué sabe el estudiante?, ;qué quiere saber?, ;que puede
saber el estudiante? En sintesis debe existir un equilibrio entre los intereses v las necesidades
de los alumnos: “La conveniencia de convertir las necesidades en intereses, la urgencia
(metodologica) por parte del maestro de llegar a las necesidades a través de los intereses y
finalmente, a los papeles que juegan la motivacién individual y el contagio de intereses en la

clase”'2.

En mateméticas, el trabajo se caracteriza por ¢l planteamiento de actividades con el objeto de
solucionar problemas abiertos: juegos con dameros y fichas (juegos de estrategias), laborato-
rios de matematicas, construccién de teselaciones, problemas de légica, realizacién de progra-

lISegura R. Dino, “Basqueda de una alternativa pedagégica orientada hacia la construccién de una cultura cienti-

fica” 1991.
Segura R.Dino, “Actividades totalidad abierta, informe final a Colciencias™.

Bibid.
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mas de ordenador que permitan solucionar un problema o una hipétesis matematica etc., que
induzcan al estudiante a buscar soluciones en grupo ¢ a sustentar hipotesis de trabajo. Estas
formas de trabajo comprometen al estudiante en ja bisqueda de conocimiento.

De estas actividades se desprenden muchas preguntas que surgen €n forma colectiva y se
tratan de responder sobre la marchaen la solucién del problema. Esta forma de trabajo, permi-
te al estudiante efectuar una cobertura tematica (con algoritmos) que de todas formas no se
obvia, sino que se trata de una manera diferente, haciendo énfasis en la elaboracion de mode-
los matematicos.

En lo que sigue, se muestran algunas actividades realizadas y los comentarios que a nuestro
juicio pueden ser importantes para los maestros que decidan enriquecer su clase con elemen-

tos de las matemdticas contemporaneas.

La exposicién esta organizada en la siguiente forma:

1. Fractales y azar
2. Sistemas dindmicos, caos e iteracion de funciones.
3. Teselaciones

Cada uno de estos temas se ilustra con una exposicion tedrica y el desarrolio de varias activi-
dades.

En cada una de las actividades se tiene en cuenta:

a. Informe general del contexto y necesidades de la actividad.
b. Desarrollo de la actividad, dudas, problemas que surjan etc.
c. Comentarios pedagogicos, ideas y recomendaciones.

Fractales y azar

Las estructuras fractales son el resultado de una uni6n entre las matematicas modernas con los
ordenadores y, sin embargo, son un fendmeno tan cercano a nosotros que se pueden encontrar
en la rama de un pino, en los poros de la piel, etc. Los fractales son bellas estructuras de unaalta
complejidad matematica.

El término fractal fue acufiado por el matematico Benoit Mandelbrot en 1975, estos objetos se
obtienen mediante la iteracion de una funcién de variable compleja que tiene la propiedad de
la sencillez y la de ser una herramienta que, por su poder creativo, tiene muchas aplicaciones
en otras ciencias. La caracteristica fundamental de la geometria fractal consiste en estudiar
estructuras geométricas no diferenciales (quebradas) en cualquier escala que se observen, es
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decir, estudia los aspectos geométricos que son invariantes con el cambio de escala. La simpli-
cidad en la construccién y la complejidad del producto, se puede observar en uno de los fractales
tipicos con que se comenzd a estudiar estas estructuras, el denominado Conjunto de Cantor:

Se toma un segmento y se divide en tres partes iguales. Se elimina la parte central. Con los dos
restantes se hace del mismo modo, es decir, se dividen en tres partes... y asi infinita veces. Lo
que queda es el Conjunto de Cantor. Aunque el conjunto de Cantor se genera de una forma senci-
lla, tiene muchas propiedades sorprendentes.

En 1915, Hausdorff, elabora una teoria fundamental para efectuar una medida de estos conjun-
tos que se conoce como dimension de Hausdorff, no obstante, estos conjuntos ya habian sido
estudiados por el matemético francés Gaston Julia. La revolucién de los ordenadores ha per-
mitido un avance en su estudio y esto explica el por qué otras teorias muy relacionadas con los
fractales como la teoria de la iteracién, los sistemas dinamicos, estén experimentando un gran
desarrollo. El ordenador por su gran capacidad para efectuar calculos, y la resolucién de los
videos han permitido escrudrifiar estas estructuras a escalas que hace algunos afios parecian
imposibles. “El ordenador se va comvirtiendo para el matemético moderno en lo que era el
papel y el lipiz para el gedmetra clasico”® . El ordenador es una potente herramienta que
sirve para comprobar teorfas y formular hipétesis, e iluminar el camino por recorrer.

Se puede decir que un fractal es un objeto matemdtico que posee una estructura detallada,
independiente de lo cerca o lejos que se observe (ver gréfica). A la pregunta, (qué es un
fractal?, se puede contestar de diferentes maneras. Lo importante aqui es que los fractales no
son abstracciones de un loco matemético, por el contrario, estan muy cerca de nosotros. La
teoria de los fractales est4 relacionada con la estructura del universo y con las vibraciones
internas del campo subatémico.

BGuzmén Miguel, “Estructuras fractales y sus aplicaciones”.
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Para dar una idea mads clara de un fractal ,Mandelbrot, planteaen su libro Te fractal Geometry
of Nature, ;cuanto mide la costa de Bretafia? Aunque la pregunta parece sencilla, conileva se-
rios problemas y puede acercarnos a tratar de definir lo que es un fractal.

Supdngase que se va a calcular la longitud de un circulo de radio 1. Como se sabe, la longitud
de una circulo es 2nr, como r=1 la longitud del circulo es aproximadamente 6.28. Para llegar a
este resultado se podria incribir un poligono dentro del circulo e ir subiendo el niimero de
lados hasta que el poligono se vaya acercando al circulo, ver tablal.

Lados Longitud de un iado Circunferencia

3 1.732 . 5.20

4 1.414 . 5.66

16 0.765 6.12

32 0.390 6.24

64 0.196 6.27
Tabla 1

El procedimiento sirve si la curva medida se comporta bien, “es decir, es continua y homogé-

e

nea .

Ahora, se tratard de aplicar el mismo procedimiento a la pregunta, cuanto mide la costa de
Bretafia; para esto, se comienza utilizando ocho reglas de 200 millas. Luego, si se utiliza un
instrumento de medida mas pequeno la estimacién de la costa parece aumentar. El problema
esta en que la Costa es muy irregular y por esta razén este método no se puede aplicar. La costa

de Bretaria es un fractal.

Se podria decir entonces que si la longitud aproximada de una curuva se hace arbitrariamente mayor,
segtin disminuye el tamario del instrumento de medida, entonces la curva se denominard curva fractal.

Si bien, esta definicion se puede aplicar a otras formas, ademads de curvas, el problema que esta
detras de todo esto es la irregularidad del objeto que se estd midiendo.

Como se sabe las lineas y las curvas son unidimensionales, mientras que los planos y las
superficies son bidimensionales. Lo maravilloso es que la idea de dimensidn se puede aplicar
de tal forma que estas “curvas” no usuales tengan una dimension mayor que 1. Se podria decir
que Ia dimension fractal de un objeto es la medida de su grado de irregularidad, considerada a todas las
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escalas, y puede ser algo mayor que la dimension geométrica ecuclidiana de un objeto. La dimensicon
fractal es afin a lo rapido que aumenta la medida del objeto, segiin disminuye el tamafio del instrumento
de medida. Una dimension fractal mds alta, quiere decir que el fractal es mds irregular y que la medicion
estimada aumenta con mayor rapidez. Para objetos de geometria euclidiana (lineas, curvas), la dimen-
sidn del objeto y su dimension fractal son la misma cosa. Un objeto fractal es el objeto que posee una
dimensién fractal estrictamente mayor que su dimension euclidiana.

La idea de dimensién fractal amplia el concepto de dimension normalmente utilizado para
hacer una descripcion de los objetos cotidianos como puede ser un rectangulo o un cubo. La
idea consiste en contar cuantos objetos pequefios o unidades de tamario p son necesarios para
cubrir un objeto mas grande P . Para entender mejor esto, supongase que el objeto a cubnir es
un segmento de linea, que puede ser de 6 metros de largo, entonces se necesitan seis unidades
de 1 metro para cubrir por completo ese segmento. Pero si la unidad de medida es de 10
centimetros se necesitaran 60 unidades para cubrir por completo dicho segmento. La relacién
entre estas cantidades (60 y 6) es 10:1 o lo que es lo mismo 10', que es la relacién entre los
medidores 1 metro y 10 centimetros. El exponente 1 equivale a la dimension de la linea. Si se
supone ahora un area de 6 metros cuadrados, un cuadrado de 1 metro por 1 metro cabe 6
veces dentro de un drea de seis metros cuadrados, mientras que si la unidad de medida es un
cuadrado de 10 em por 10 an, cabe en la misma area 600 veces. La relacion entre estos resulta-
dos (600 y 6) es 10* y el exponente 2 hace referencia normalmente a la dimension.

Sin embargo, el proceso de evaluar la dimension de un objeto puede representarse utilizando
el concepto de logaritmos; por ejemplo, si triplico el ancho de un cuadrado, se crea otro que
contiene nueve de los cuadrados originales. La dimensidn se puede obtener tomando logaritmos
asi:

log9 log3

log3 logl

“

Luego, el cuadrado tiene dimension 2 . En general, para cualquier objeto fractal de tamarno P,
construido de pequeras unidades p, el niimero N de unidades que caben en él, es:

o

1og(P] ’
P

el exponente d se conoce como dimension de Hausdorff. Esta forma de determinar dimensiones
muestra que los objetos mas familiares, como la linea, el cuadrado y el cubo, también son
fractales. Tal vez el concepto mds dificil es el de dimension, sin embargo, las ideas que estan
detrés del concepto (recubrimiento) no son tan complejas; ademas, la formula para su calculo
no involucra matemaéticas superiores.
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Entre los ejemplos de fractales que se encuentran en la naturaleza se pueden nombrar las
montafas, las nubes, la superficie de un lago, el sistema circulatorio.

Se puede decir que las propiedades generales de los fractales son :

® Dimension fraccionaria

® Compleja estructura en todas las escalas
® Bifurcacién infinita

® Autosimilitud

Una de las propiedades de los fractales es que puede ilustrar muchos conceptos matemdticos
bésicos; sus bellas gréficas pueden motivar a los estudiantes a investigar los conceptos abs-
tractos tinicos responsables de esta belleza visual.

Se pueden nombrar algunas de disciplinas relacionadas con los fractales: dlgebra, geometria,
niimeros complejos, calculo, iteracién de funciones. Sus nociones pueden ser desarolladas en
el bachillerato. Sin embargo lo mas importante es el puro placer de explorar, crear, colorear y
disenar.

Existe una relacién entre los sistemas dindmicos (un sistema dindmico es una coleccién de partes
que interactuan entre si y se modifican unaa otras a través del tiempo. Un sistema dindmico es
caotico, si los pequefios cambios efectuados en las condiciones iniciales del sistema provocan,
més tarde, importantes cambios en el sistema.) y los fractales. La sociedad es una complicada
relacion de muchas partes (economia, salud, educacién, etc). Se podria decir que la sociedad es
un complejo sistema dindmico, con una serie de partes que interactian constantemente. Y
aunque existen sistemas que pueden presentar gran estabilidad, también pueden presentar
caos. Los algoritmos, que simulan muchos de estos sistemas se vuelven cadticos y el estudiode
los fractales en el sitio donde estos sisternas se vuelven cadticos, pueden ayudar a entender el
comportamiento cadtico. La teoria de los fractales en un futuro podrd ayudar a predecir el
tiempo, pero tambien a que los humanos comprendan mejor la capacidad de prediccion que
tienen.

Las estructuras fractales son generadas por la iteracion de una sencilla férmula y, en esta itera-
cién, son los nimeros complejos los encargados de generar muchas de las propiedades de
estos conjuntos. Uno de los més famosos fractales como lo llama Roger Penrose es La tierra de
Tor ‘Bled-Nam, que leido al revés es Mar}delbrot. El conjunto de Mandelbrot se obtiene iterandoz
una expresién algebraica sencillaz =z + ¢, donde ¢ es un nimero complejo fijo. El nimero z
+ ¢ estard representado por alguin nuevo punto del plano de Argand; si por ejemplo, ¢ fuera
1.634.2v entonces z se aplicard segun la formula z —» 72 +1.63 —4.2i; si z=23, este valor sera
reemplazado por 10.63 - 4.2y. Si el numero ¢ = 3 la secuencia serd 0,-3,6,33,1086,..o parac=1-

i, la secuencia es {,-1 +i,-1-1,-1+3i,-9-51,55+91: etc.
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. . P : . 2
El conjunto de Mandelbrot es el conjunto de numeros complejos c tales que la secuenciaz =z
+ ¢ permanece finito, no importa cuantas iteraciones se realicen.

Para entender mejor esto recuérdese que la distancia entre un nimero complejo (a + bi) y el
origen (0+ Oy) esta dado por |a + bi| = a* +b*, que se basa en la idea del teoréma de Pitdgoras.
Para saber si un punto ¢ del plano complejo escapa al infinito cuando se itera un niimero de
veces lo suficientemente grande, la férmula z = z + ¢ se hace utilizando el teorema del punto
de fuga, el cual asegura que si después de la iteracion, el punto se encuentra dentro de un
circulo de radio 2, centrado en el origen del plano complejo (|2 +bi] £2), entonces el punto
pertenece al conjunto de Mandelbrot. Lo que hace el algoritmo que genera el conjunto de
Mandelbort es tomar un punto ¢ de prueba y determinar la secuencia de puntos del plano de
Argard, a esta secuencia de puntos se le suele lamar érbita de puntos c. Si alguno de los puntos
de la 6rbita a la que pertenece el punto que se esta probando, se encuentra por fuera del circulo
de radio 2 con respecto al origen, el punto no se halla entonces en el conjunto de Mandelbrot.
Pero si todos los puntos de la drbita se encuentran dentro del circulo de radio 2, entonces el
punto pertenece al conjunto de Mandelbort.

Se calculard la érbita para un valor particular ¢=037 +04 yz =0+ Oy
0

2, = 0.000 + 0.000i |z,| = 0.000
z, =0.370 + 0.400i |z, | = 0.545
2z, =0.347 +0.696i | z,| = 0.778
z, = 0.006 + 0.883i |z,| = 0.883
z, =0.409 + 0.041i|z,| = 0.580
zg = 0.369 +0.064i |z, = 0.375
z, =0.502 +0.447i|z,| = 0.672
2, = 0.442 + 0.849i|2,| = 0.948
7, =073+ 11171 |zg| = 1.130
z, =0.848 + 0.014i |z,| = 0.848
z,p = 1089+ 0.376i |z,5| = 1.152
2, =1145+1219i|z, | = 1868
z,, = 0.885+3.8501|z,| = 3.950

Sin embargo, si se varfa un poco la parte imaginaria del niimero complejo, después de caicular
cien iteraciones, las orbitas se encuentran dentro del circulo de radio 2.



zq = 0.000 + 0.000i 25| = 0.000
z, = 0.370+ 0.200i |z, | = 0.421
z, =0.467+0.348i |2,| = 0.582
z, =0.467 + 0.5251|z;| = 0.703
z, =0.312+0.690i |z,| = 0.758
25 =0.000+ 0.631i |z5| = 0.631

295 =0.352 + 0.479i |z255| = 0.594
2y, = 0.264 +0.537i |z,,| = 0.598
Zog =0.152 + 1.347 |24¢| = 0.507
249 = 0.159 + 0.347i |z4| = 0.382
Zigp =0.275+0.310i |20} = 0.415

Resulta agradable observar que esta senciila férmula puede generar esta imagen (ver figura).
El secreto del conjunto de Mandelbrot no est4 en la férmula, sino en los procesos de iteracién
que est4n detrés de la generacién de todos los fractales.

Si bien el conjunto de Mandelbrot es un fractal, se le puede considererar como un catdlogo de
infinitos fractales de la misma familia que se conocen como conjuntos de Julia, en honor al
matemaético francés Gaston Julia, quien junto con Pierre Fatau, estudiaron estas formas a co-
mienzo del siglo XX, y fueron los primeros en argumentar que el entomno, en su totalidad,
puede generarse a partir de una pequefia parte del mismo, escogida al azar. La generaci6n de
los diferentes conjuntos de Julia se efechia, asi: se toma un punto cualquiera del conjunto de
Mandelbrot ¢ y se itera la funcién z = z_ + ¢ para varias semillas z , ver figura.
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Todos estos fractales se pueden estudiar mediante programas de dominio publico como el
Fractint v 18.2. Con este programa es posible encontrar muchos fractales y efectuar un estudio
sistematico de eilos. Sin embargo, también existe la posibilidad de generar estos fractales desa-
rrollando los programas respectivos, sencillos de efectuar.

Por lo anterior es conveniente brindar la oportunidad a alumnos y maestros de acercarse a las
nociones basicas de caos y fractales. Explorar estos topicos requiere de un ordenador, calcula-
dora, etc., muy utiles a la hora de constatar las intuiciones.

Es importante introducir el estudio de la geométria fractal en el bachillerato, pues ademas con
su estudio se pueden afrontar tépicos del curriculo: limites, simetrias, iteracién de funciones,
composicién de funciones, programacion de ordenadores, sucesiones, convergencia, perime-
tros areas, etc.

El estudio del azar y de los fractales permite que la idea de determinismo laplaciano que
todavia ronda en el siglo xx cambie totaimente. El desarrollo de estas nuevas ramas de la
matemética puede acabar con la idea de que el determinismo estricto y el desarrollo aparente-
mente aleatorios, son mutuamente excluyentes, sino que abundan en la naturaleza.

La relacién entre el caos y los fractales apunta en esta direccién. La idea intuitiva de azar hace
suponer que se genera aleatoriamente y debe poseer una estructura desordenada. La activi-
dad con que se comenzo el estudio de los fractales y el caos, conocida como el Juego del caos,
logra poner de manifiesto mediante un procedimiento aleatorio, obtener una figura de estruc-
tura determinista (caos deferminista).
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ACTIVIDAD 1

Planteamientos de la actividad

Esta actividad requiere una hoja de pa-
pel, un lapiz y un dado de seis caras. Se
marcan tres puntos distintos A,B, y C (vér-
tices de un tridngulo) sobre la hoja de pa-
pel, y un punto inicial x en el plano. Se
arroja un dado y se mueve en direccién
de A siel dado sale 1 6 2, en direccién a B
siel dado sale 36 4 y en direcciéna Csiel
dado sale 5 6 6. En cualquiera de los ca-
sos anteriores, se marca el punto medio
entre x, y el punto que haya resultado
elegido. Esta nueva posicion es x| y sera
el nuevo punto de partida. Continuando
con el juego “ indefinidamente” arrojando
de nuevo el dado, se consigue una secuen-
ciade puntos x ,x ,x ,...,x , a estos puntos
se les denomina “futuros* del proceso. La
cuestién aqui es que si se juega infinita-
ntente el juego, los puntos x se coloca-
rian aleatoriamente o, por el contrario, se
ubicaran de una manera especial.

EL JUEGO
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Temas con que se relaciono
la actividad

@ Idea de azar

® [dea de azar «ordenado»

@ Simetria

® Manejo de regla y medicion
@® Division decimal

@ Trabajo con calculadora

Preguntas que surgen
de la actividad

® ;Porqué existen partes de la figura
en las que no cae ningun punto?

® ;Cambiara la figura si dejo de jugar
y después de cierto tiempo sigo
jugando?

® ;Cémose calculael drea dela figura?

® ;Qué pasa si se efectia el juego con
cuatro puntos?
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Comentarios

1. La actividad se realiza en forma
individual, pero los resultados se con-
frontan en el grupo, se discuten, se
comparan, etc.

2. Algunos alumnos realizaron mas de
500 lanzamientos. El nimero de lanza-
mientos depende de la persistencia, pero
sobre todo del resultado de la actividad.
Asi, mientras mayor sea el numero de
lanzamientos mas cautivante es la tarea,
pues los problemas que aparecen se hacen
paulatinamente evidentes.

3. Por otra parte, el numero de lanza-
mientos depende del punto de partida: la
distancia entre los tres puntos inciales. Es
recomendable para quienes desean
emprender la tarea, comenzar con los tres
puntos, vértices del tridngulo, no tan
separados y tampoco tan juntos, (a unos
3 cm).

4. El hecho de que el maestro también
realice la actividad, como otro mas del
grupo, es un factor decisivo para romper
la resistencia inicial en una actividad
aparentemente repetitiva.

- .
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ACTIVIDAD 2

Planteamiento de la actividad

El interés por el trabajo que se estaba rea-
lizando mejord con el desarrollo de la ac-
tividad. Al comienzo, el lanzamiento de
un niimero grande de veces el dado cau-
s6 indisposicién pero luego la actitud fue
cambiando. Con el desarrollo de la activi-
dad los estudiantes creyeron que no era
correcto lo que hacian, puesto que la fi-
gura que estaba apareciendo en la hoja
mostraba un alto grado de simetria.

Mientras se realizaba la labor v se discu-
tia en la clase sobre las posibles causas de
aparicién de la figura simétrica, surgio la
necesidad de efectuar el mismo juego con
el ordenador, para respoder a preguntas
como ;qué pasa si se trabaja con cuatro o
cinco puntos?, seguird apareciendo la
misma figura? Aunque la figura puede ser
obtenida utilizando el Exce! v realizando
una férmula en un par de celdas para lue-
go graficarlas, se decidié solucionar el al-
goritmo utilizando el Qbasic, un lenguaje
de programacién que los estudiantes
manejan.

Hipotesis de los alumnos

Se obtendria la figura que se realizé con
lapiz y papel.

Temas con que se relaciono
la actividad

® Idea de azar

® Idea de azar «ordenado»

® Simetria

@® Simulacion de situaciones (modelaje
de problemas reales)

® Elaboracion de algoritmos

@® Escritura del programa en lenguaje
Qbasic.

28




Comentarios

1. La actividad se realiza en grupo.

2. La solucién {programa) no es unica,
pueden aparecer varios programas (ver
anexo) dado de 3 caras.

3. Se puede generalizar el problema para
mas de 3 puntos.

4. Pone a prueba la simulacién del
modelo.

5. La realizacién del pograma ponia a
prueba el conocimiento del jucgo del caos.
La solucién final del programa sélo fue
propuesta a los alumnos de 100 y 110, por
tener un mejor manejo de la programa-
cién. La solucidn final del programa, aun-
que sencillo en apariencia, caus6 proble-
mas sobre todo en el manejo grafico del
programa Qbasic, el algoritmo que se ob-
tuvo fue el siguiente:

@ Seleccionar tres puntos en el plano:
A, y ),BOx .y ),COxy )-

o Se]elcmlonar an punto P(x_y, ), con el
que se inicia el juego.

@® Solicitar al usuario cuantas veces pre-
tende realizar la iteracién (N}

® Dibujar los puntos en ¢l plano, segun
el desarrollo del juego.

Lo que falta por definir del algontmo es
la parte 4. No obstante,se sabe que esta
parte del juego es un proceso repetitivo,
que se realiza hasta el numero de veces
que el usuario decidida (guarda del bucle)".
Dentro del cuerpe de este bucle se hace lo
siguiente: se lanza el dado. si el numero que
sale es 16 2, muévase hasta la mitad de
la distancia entre pa, dibuje el punto e
intercambie los valores del punto P(xy.)

por los valores del nuevo punto . 5i el dado
sale 3 6 4 repita lo anterior pero esta vez
muévase en direccion de B y si el dado
sale 5 O 6 repita lo anterior pero muévase
en direccion de C. El programa termina-
do, escrito en Qbasic, quedaria de la si-
guiente manera ( las frases entre ~ son
comentarios sobre los que se estd hacien-
do, pero no es importante en el desarro-
llo mismo del programa, las palabras re-
servadas en Qbasic se escriben en
negriilas) :

Cls ‘limpia la pantalla antes de comen-
zar la tarea”

Screen 2 ‘En este caso se le estd diciendo
al lenguaje de programacion que el adap-
tador grafico que se tiene es VGA color ,
si el computador es monocromatico esta
linea debera modificarse adecuadamen-
te”

x1= 150 "coordenada en x del punto A~
y1= 80 “coordenada en y del punto A"
x2 = 250 ‘coordenada en x del punto B’
y2 = 180 “coordenada en y del punto 8
x3 = 350 “coordenada en x del punto C”
y3 =260 ‘coordenada en y del punto C”~
x0 = 100 “coordenada en x del punto ini-
cial P

y0 = 100 ‘coordenada en y del punto ini-
cial P’

Print “ por favor deme el valor N del nu-
mero de iteraciones”

input n “se almacena el numero de veces
a iterar el programa’

Ramdomize Timer ~ Funcién generado-
ra de nimeros aleatorios que utiliza el
reloj interno para generar numeros
aleatorios entre {0, 1)’
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For j=1to N ‘Bucle que ejecuta n veces ’
dado= Int (Rnd * 6) “se ha lanzado el
dado’

If (dado = 1 or dado =2 ) then "Si el dado
esigualalo 2’

Pset( (x0+x1)/2,(y0+v1)/2) "se dibuja un
punto a la mitad de la distancia PA ~
x0={x0+x1)/2 “el nuevo valor de x{

y ={y0 +y1)/2 ‘el nuevo valor de y0’
Else

If (dado= 3 or dado= 4} then 'sino si el
dadoes 304’

Pset ((x +x2/2),(y +y2)/2) ‘dibuja el nue-
Vo punf'o "

x0=(x0+x2)/2 "el nuevo valor de x{0

y0 = {y0+y1)/2 “el nuevo valor de y0-
Else ‘sino’

Pset{ (x0+x3)/2,(y0+vy3)/2) "dibuja el nue-
vo punto

x0= (x0+x3)/2 ‘el nuevo valor de x0
y0= (yO+y1)/2 ‘el nuevo valor de y0~
End if *fin del si’

End If ‘fin delsi’

Next j ~incrementa el valor dej~

End ‘Fin del programa’

+

6. Lo importante de esta parte del ejera-
cio, es la relacion con el proceso puramen-
te algoritmico, que sin embargo permite
unir diversos conceptos y procedimien-
tos. En esta tase, surge la necesidad del
trabajo en grupo, donde la busqueda de
una solucién al problema del algoritmo
termina siendo, en la mayoria de los ca-
sos, una busqueda heuristica.

7. La actividad enriquece mucho el am-
biente de la clase y aunque hay muchas
preguntas que surgen de la actividad que
quedan abiertas, por ejemplo, ¢Existen
juegos del caos que produzecan otros
fractales? Pero lo mds importante desde
el punto de vista pedagdgico, es que al
alumno se la da la oportunidad de ver 0
de intuir que el caos y el determinismo,
son caras de una misma moneda.
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ACTIVIDAD 3

LA

series.

No. de alumnos: 100

Grados escolares: 8yl

Tiempo: 1 mes

Materiales: lapiz, papel y transportador
Prerrequisitos: calculo de areas, perimetros

y en la etapa final sucesiones y

CURVA
DE

Planteamiento de la actividad

La existencia de las funciones continuas
no derivables no son en realidad una ra-
reza de la matemadticas; por el contrario,
estas curvas son la regla y no la excep-
cién. La geometria de la naturaleza pare-
ce gustar de complicadas formas.

Helge von Koch, en 1904, ided una curva
en donde una longitud infinita encierra
un drea finita. La idea de la actividad con-
siste en la construccion manual de la cur-
va de Koch o copo de nieve (gréfica), este fractal
comienza con un tridngulo equilitero; en
cada siguiente paso se le agrega un trian-
gulo equildtero a un tercio de su tamano
original, a la mitad de cada lado, esto con-

KOCH

vierte la figura en una estrella de seis pun-
tas, el contormo de esta estrella tiene 12
segmentos v la longitud de su borde ex-
terno es de 4/3 del perimetro original.
Continuando el mismo proceso de afia-
dir nuevos tridngulos, cada vez mas pe-
queitos, se obtiene la curva de Koch.

Lo interesante es que la construccion de
este fractal puede hacerse con regia, trans-
portador y lapiz. Pero también se puede
hacer utilizando el Logo (lenguaje de pro-
gramacion estructurado).

Esta actividad intenté comprobar una de
las caracteristicas de los fractales: conte-
ner una longitud/superfice infinita y en-
cerrar una superficie/ volumen finita.
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Hipotesis de los alumnos

E1100% esperaban que el drea y el peri-
metro de la curva que se obtenia
iterando infinitamente fueran finitos.

Comentarios

Temas con que se relaciono
la actividad

@ Idea de azar

® Idea de azar «ordenado»

@ Simetria

® Manejo de regla y medicion
@ Division decimal

@ Trabajo con calculadora

1. Fue necesario orientar a los alumnos
en la escritura de los perimetros y areas
que se iban obteniendo en cada paso de
la construccién de la figura, para obtener
una férmula general que nunca se demos-
tré analiticamente.

2.Para observar esto se muestra como se
calcul6 el perimetro P, del poligono re-
sultante de cada iteracién. La estrategia
consistid en calcular el namero de lados
del poligono en cada iteracién (n,) y mul-
tiplicarlo por la longitud del lado (1) .
comenzando n, =3 ,[,=1, P =3

primera

ny=3x4 {, =—;—, ﬂ=3x4x%=3x(§—)

Segunda
n.,=3x4x4=3x4:, L=L1_, [’,:3)([5«)
- B - 3
Tercera

n3=(3x4:)x4=§x43 , EE:[;

I —esima

¢
n =3x4,

A medida que n (nimero de lados) au-
menta, el perimetro P se hace cada vez
mayor. En términos matematicos, se dice
que la sucesion de los perimetros diverge,
puesto que el término 4/3 es mayor que
1. Una de las dificultades de esta activi-
dad fue ordenar adecuadamente los tér-
minos que aparecen en el cdlculo de cada
uno de los perimetros, puesto que de esta
manera aparece una regularidad que per-
mite encontrar una férmula general para
el perimetro de la curva de Koch.

Después de esta primera parte, se puede
investigar lo que sucede con el drea en
cada una de las iteraciones.

L—=(l) , I{-=3x4‘x[l) =3x(i\'
3 3 3/
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El problema del area se enfrenté de for-
ma parecida a la del perimetro; se calcuié
el drea de la primera iteracién, luego la
de la segunda etc, tratando de encontrar
un patrén general que permitiera a los
estudiantes encontrar una férmula gene-
ral, para saber como seria el drea de la i-
ésima iteracion. Después de un trabajo en
equipo y discutir las soluciones de los de-
mas, se llegd a la conclusién de que el
area de la figura que se obtiene en la ite-
racion i+1, se obtiene sumando a la de la
iteracion i-6sima, el drea de un tridngulo
equilatero que tiene un lado que resulta
ser 1/3 del anterior, muitiplicado por el
numero de lados que tenga el poligono:

Inicio
pol
4
Primera iteracion
B (L)
4

lql =——+3><
4

No=13;

3
No=13; i4_-+3

L 3 JE{ 1]

PILIRVEL LIPS L P
9 4 4 3

Segunda iteracion

?!1=3x4

Tercera iteracion
n, =3 x4*
l_
A = if- x|[l=+ | 3 2
9

En generai

APl LA L ()
33 9 3

4 9

3. Utilizando elementos de sucesiones
que surgen como necesidad para encon-
trar el drea, se encuentra que los térmui-
nos entre paréntesis, menos el primero,
es una sucesién geométrica que tiene
como primer término 1/3 y una razén de
4/9 que es menor que 1, converge y que
la suma de los infinitos términos es:

4. Este trabajo que generaliza el cdlculo
del 4rea se efectud con alumnos de 11 gra-
do por tener elementos de sucesiones y
series.
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ACTIVIDAD 4

Planteamiento de la actividad

La actividad consistié en la realizacion de
un programa en Logo que permiti6 obte-
ner la curva de Koch. La finalidad del pro-
grama era obtener una imagen de la cur-
va en cada iteracién de una manera rapi-
da y sistematica.

H’iﬁétesis:i?ii]_e:los.aldtfmoé

Se'obtendria la curva que se ha:realizado
manualmente. Laobtencién de la: curva
debe ser recursiva;  necesita dela anterior
para generar: la ult:lma Esto: fue. piantea~
de:por alumnos:con conocimiento: avan-

" zado en:la: programacmn Logo:

EL

Temas con que se relaciono
la actividad

@ Construccion de algoritmos
® Simulacién de procesos reales
@® Programacién en Logo

@ Recursividad

® [teracion

Comentarios

1. La actividad se realiza en gnipo.

2. La solucion {programa) no es unica.

3. La realizacién del programa utilizando
la recursividad fue obtenida por 20 alum-
nos.

4. Existié dificultad para visualizar solu-
ciones recursivas a problemas algori-
tmicos.

5. Para solucionar el programa fue nece-
sario efectuar una orientacién dirigida
que parte de la construcciéon manual pero
que los alumnos visualizaron el proceso
recursivo. El programa que se obtuvo es:
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TOCOPO T :N
REPEAT 3[LADO :T :N RT 120
END

TOLADO :T :N

IF :N=0 THEN FD :T STOP
LADO :T/3 :N-1

LT 60

LADO :T/3 :N-1

RT 120

LADO :T/3 :N-1

LT &0

LADQ :T/3 :N-1

END

TO COPON T :N

PU BK :T/2 RT 90 BK :T/2 LT 90 PD
COPO T :N

END
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Sistemas dindmicos
y el surgimiento del Caos

“Yo quiero... insistir que a la gente deberia siempre presentarsele la ecuacion ¥
= kx(1-x) muy al comienzo de su formacion matemdtica. Esta ecuacion puede
estudiarse fenomenolégicamente por iteracion, bien con una calculadora, 0 a
mano. En su estudio no se requiere elementos tan conceptualmente elevados
como los del calculo diferencial y, sin embargo, enriqueceria mucho la intuicion
del alumno en lo relativo a los sistemas no-lineales”. Robert M. May (biélogo).

En la actualidad existe un creciente interés por estudiar el vinculo de las redes
informaticas (redes neuronales, autématas celulares, robética) con los sistemas
fisiolégicos. Esto ha conducido al desarrollo de un nuevo campo de las mate-
maticas que se conoce como Dindmica topoldgica. Esta rama de las matemati-
cas tiene como fundamento, la descripcion de los sistemas con el paso del
tiempo. Este estudio ha mostrado que los sistemas gobernados por leyes fisicas
pueden sufrir transiciones a formas altamente irregulares de conducta que se
concocen hoy como Caos. Aunque la conducta “cadtica” parece aleatoria, esta
regulada por condiciones deterministas. A esto se le ha denominado Caos
determinista. En este contexto, el “caos” puede ser entendido como orden
dentro del desorden.

El procedimiento para obtener un sistema dindmico de un fenémeno es descri-
to por Carles Simé (1987 ), ast:

1. Identificar variables que describan el fenémeno de la manera mas completa
posible, de forma que el conocimiento de las mismas, en un cierto instante
de tiempo, defina suficientemente fiel el estado del fenémeno observado. Es
posible que en muchos fenémenos no se pueda llegar a esto.

2. Ffectuar mediciones de esas variables. De nuevo se pueden encontrar difi-
cultades insalvables, pero se tendra un buen repertorio de problemas con
los que sera posible llegar a este punto.

3. Al estudiar como se comportan esas variables a lo largo del tiempo se puede
intentar encontrar férmulas que expresen la variacién instantdnea de esas

variables.

Si hay éxito en los tres apartados anteriores, se habra elaborado un modelo
matematico (determinista v continuo) del fenémeno estudiado. A un modelo
matematico se le denomina también ley fisica; por ejemplo: la lev de la gravita-
cién de Newton, las ecuaciones de Maxweil del electromagnetismo, las leves
de la cinética quimica. Todas estas leyes no son mas que una aproximacion
mas o menos ttil, dependiendo del contexto.

La labor de la dinamica topologica es tomar el modelo matematico, e intentar
sacar consecuencias légicas del modelo y luego compararias con la observacion
directa. Por fortuna, en muchos ejemplos, los experimentos realizados concuer-
dan con las conciusiones obtenidas usando razonamientos matematicos (en
muchos casos con las conclusiones obtenidas mediante simulacién numeérica). -

37



Una de las conclusiones mds importantes que se genera con el trabajo de los
sistemas dinamicos es la siguiente: “En cierto modo la predicibilidad v la
imposibilidad de predecir caben juntas en el mismo conjunto de ecuaciones”.
Esto sugiere que, dependiendo de las condiciones iniciales, ecuaciones simples
pueden producir ndmeros que no parecen tener una pauta. Si bien es cierto
que las ecuaciones expresan por lo general, relaciones de causa-efecto, los
resultados numeéricos hacen pronosticar que los sistemas modelados pueden
mostrar comportamientos cadticos. Este tipo de ecuaciones evidencian la de-
pendencia de estas a las condiciones iniciaies. La existencia del caos implica
nuevos limites fundamentales sobre la prediccion. Ademds, el caos determinista
sugiere que fenémenos durante mucho tiempo considerados como aleatorios,
son en cierto sentido mas previsibles de lo que se pensaba. En este sentido, 1a
afirmacion de Laplace en su Ensavo filosofico sobre las probabilidades al sefia-
lar que: “Un ser inteligente que en un instante conociera todas las fuerzas que
animan la naturaleza y las posiciones de los seres que la forman, y que fuera lo
suficientemente inmenso como para poder analizar dichos datos, podria con-
densar en una férmula el movimiento de los objetos mds grandes del universo
vy de los dtomos mas ligeros: nada seria incierto para dicho ser; y tanto el
pasado como el futuro estarian presentes ante sus ojos”, no tiene hoy validez.
La prediccién no es necesariamente una buena prueba para la teoria. La solu-
cién clasica de verificar una teoria es hacer predicciones y verificarlas con los
datos experimentales. Pero si los datos son “caéticos, las predicciones a largo
plazo resultan imposibles, y esto es importante al juzgar una teoria.

Después de esta introduccion, se podria decir que un sistema dinamico es
alguna situacién sometida a cambio; por ejemplo, un movimiento tan ordena-
do como el de un planeta o tan erratico como las fluctuaciones de las acciones
de la bolsa de New York. El objetivo es en tltimas prever el comportamiento
de un sistema dinamico.

Matematicamente, el concepto de sistema dindamico, esta ligado con lo que se
concoce como composicion. El proceso de composisicion de funciones es basico
en matematicas v uno sobre los cuales se estudia la iteracion y se construye el

caos. Se puede visualizar la composicién de la funcién g con la funcién £como
se muestra en la figura 1.

&g )

X rxd

L i=zc=)/]

figura 1
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'La«magquina» g{x) procesa el material apara producir g(a), luegola «maquina» f(x) procesa el material
g(a), para obtener el producto flg(a)).

La iteracion de una funcién £ es el proceso en el cual fse compone con ella misma repetidamente; ver
figura 2. El producto se vuelve a pasar a través de fx).

Figura 2

Si x es el valor inicial (semilla del iteracion), se obtendria la siguiente sucesion de vaiores:

Xy = f(x0)
x; = f(x))
X3 = Sf(x3)

Esta secuencia es llamada 6rbita de x,. Nétese que los términos de la secuencia tienen que ver con
iteraciones (repeticiones) sucesivas de £ Para identificar las repeticiones, se escribe:

Sx0)= fU ) S (x0)= FU(f o))
y asi, el (n+1) término de la 6rbitade x , es: x,, = f"(x,): nétese que nindica el nimero de veces que
fes aplicado a x.

Ejempio 1

Tomando como semilla x, = 10, se examinaran [os resultados de la iteracidn para los tres primeros

valores:

x, =10

x, =410=316
X, = J316 =178
x, =178 =133

Siguiendo esta forma se puede observar que al seguir realizando la iteracion, ésta se acerca o tiende
al.

Ejemplo 2

Con una calculadora en modo radiznes, analizar ia érbitade x4 = 10, paraiteracion de la ¢rbita de la
funcion f{x) = 2Sin(x).
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xo =10

x, = 28in(xy) = 1.683
x, = 2Sin(x,) = 1987
x3 = 28in(x,) = 1.828

sigutendo esta secuencia se encontrara que esta tiende a un valor limite aproximado de 1.895.

Después deesta introduccion, es posible realizaralgunos talleres para hacer un seguimiento del trabajo
que realizan los estudiantes en algunos t6picos como: composicién de funciones, funciones iteradas,
atc. Estos talleres permiten observar laimagen que tienen los estudiantes sobre el concepto de funcién

y composicion de funciones

A continuacion, se describen algunos talleres para adelantar este trabajo. Durante el desarrollo de los
mismos se pueden encontrar variantes para mejorarlos, no se pretende que sean inaiterables, incluso
el profesor puede establecer cambios para adecuarlos a su trabajo.
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Actividad 1

COMPOSICION E

No. de alumnos: 100

Grados escolares 8-11

Tiempo 2 horas

Materiales: Calculadora.
lapiz y papel

Manejo de funciones,
Nociones de algebra

Prerrequisitos:

y manejo de calculadora

IT

ERACION DE
FUNCIONES

Planteamiento de la actividad

La actividad pretende ser una forma alternativa
para presentar los temas de composicion e itera-
cién de funciones, diferentes al tratamiento
algebraico que se ofrecen en los textos escolares.

Temas con que se relaciond la actividad

® Composicion e iteracién de funciones

® Recursividad

® Manejo de calculadora

@ Sucesiones, limites, convergencia, divergencia.

Comentarios

® Este taller resuld ser una forma agradable de
presentar la iteracién y composcion de funcio-
nes a los alumnos.
Si los ailumnos manejan la sustitucion algebraica
ara encontrar la compuesta de dos funciones
f(g(x)). o {f o g)(x): por ejemplo, si f(x} = x?y
g(x) = sen {x), entonces f (g(x)) = (sen (x))% se
pueden realizar laboratorios en donde los estu-
diantes grafiquen cada una de las funciones y
la compuesta a izquierda y a derecha para que
hagan hipétesis sobre lo que hace la funcién
compuesta a cada una de las funciones.
Los ejercicios de iteracién con caiculadora son
una manera alternativa de presentar los con-
ceptos de limite, sucesiones, etc.

®Esta actividad se realizé con estudiantes des-
pués de presentar el concepto de funcion como
una maquina que opera sobre una serie de va-
lores vy los transforma. En esta aproximacion

no se hablé con los estudiantes sobre dominio,
recorrido, funcidn inyectiva, biyectiva, etc., que
por lo gemeral se presentan en los textos de
matematicas.

@®Con la actividad los estudiantes «descubren»
algunas propiedades de la composicién de fun-
ciones a saber:

a. La mayoria de los estudiantes observa que dado
un valor de x cualquiera no es cierto que f(g(x))
sea igual a g(f(x)), salvo en algunos casos.

b. En los casos en que esto sucede es porque la
funcion f(x) «desbarata» lo que la funcién g(x)
hace y lo contrario. Esta operacién da como
resultado simpre x.

®A la pregunta, dada la funcion f(x) c6mo es
posible encontrar una funcién g(x) que «desba-
rate» lo que hace la funcion f(x), para que al
componer f(g(x)) sea igual a g(f(x)). Algunas
respuestas fueron: 1. Si la regla o funcién esta
dada con x teniendo como potencia 1 y suman-
dole una constante cualquiera, osea, f(x) = x +
¢, la regla g(x) se encuentra dejando la misma x
y restando el valor de ¢ 0 sea, g(x) = x - &

2. Si la funcién es de la forma f(x) = x%, f(x) = x?,
etc., la funcién g(x) que desbarata lo que hace
la funcién f(x) se encuentra sacando la raiz cua-

drada, cubica, etc., o sea, f(x) = Jx,¥x,¥x .
dependiendo de la potencia a la cual esté elevada x.
3. Si x estd multiplicada por aigun ntimero, es
decir, f(x) = ¥ * x, la funcién g(x) se encuentra
dejando la misma x pero dividiendo toda la
expresion por k..

4. Para ecuaciones generales de segundo gra-
do, f(x) = ax® + bx + ¢ o cubicas no se logrd
construir un algoritmo que permitiera encon-
trar la funcién g(x).
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®En ¢l trabajo de iteracién de funciones surgieron preguntas, por ejemplo, ;por qué al iterar
algunas funciones con un valor inicial dado, dicho proceso converge a un valor determinado, y
para otros valores iniciales con la misma funcion la iteracién no converge a ningtn valor. Algunos
estudiantes afirmaron que esta situacién dependia de la funcion que se utilizara y otros que
dependia del valor que se utilizara para iterar la funcion.

1. Use la entrada y determine la salida en cada una de las composiciones que se muestran en la

figura 3.
1 2
N A
gixi=x* g (x) = 3x

Yo
IEN
B
Yoo Yoo

7 —

Figura 3
2. Con diagramas como los anteriores, determine el valor de f(g(x)), para cada par de funciones.
Utilice como valor de entrada, x = 1.
g(x)=x+3 g(x)-——x2 g(x)=2x+5
D fy=xt D S=x+3 D f(x)=05(-3)

3.Con las funciones del ejercicio 2, utilece cada caso como valor inicial x = -1, y determine el valor de
la funcién compuesta para cada uno de los casos.

a) g(f(x)) by g(gx) o f(f(x) I flg(x)

4. Enlas funciones f(x)=x+1y g(x)= v, exprese cada una de las composiciones siguientes en
términos de un valor inicial 2.

a) f(g(a) b g(fl@) o glgla) d) f(f(a))
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5. Con el argumento inicial x;, suponga que en cada caso f(x}= Jx . utilice una calculadora y
redondee a tres digitos y escriba los diez primeros términos de la iteracion para cada una de las

respectivas semillas.

xq = 1795 xo = 0.23 xo = 0.85
X, = X = X, =
X, = X, = Xy =
X3 = X3 = Xy =
X4 = Xy = Xy =
X5 = X5 = X5 =
Xe = Xe = Xe =
Xq = X, = X, =
Xy = Xg = Xg =
Xg = Xg = Xg =
X0 = X0 = X0 =

6. Con una calculadora itere la funcién f(x) = x2 . Comience la iteracion con el valor X; y realice la
iteracion diez veces. Elabore una tabla como ia del ejemplo anterior.

a. xg=1 b) x=5 ¢ x=03 d xp=-3

describa el comportamiento de iteradas de la funcién anterior, cuando el argumento inicial es:
a. x5 21

b. 0<x, =<1

¢ —l=xy =<l

d. xy<-1

7. Encuentre para cada una de las siguientes situaciones la funcién que produce la sucesion:
4555>6>T7—>8—.. f(x)=

1522458216 —.. f(x)=

1535927 81—-.. f(x)=
b -1-242914>. f(x)=

8—+4—+2-—>1——>%—>... f(x)=

la iteracion de funciones puede producir sucesiones de iteradas de forma aritmética o geomética. Se
dice que una sucesion es aritmética si sus términos son de la forma: g, a +d, a+2d a+ 3d..., donde
aes el primer término y des la diferencia entre los sucesivos términos.
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Una sucesion es geométrica si es de la forma: a.ar, ar',ar3... , donde a es el primer término, y rla
relacién entre los sucesivos términos. Identifique si las sucesiones anteriores son artiméticas o

geométricas.

8.5ea F(x)= 2 11, calcule los cinco primeros términos de Iz orbita de xy = 1).

9. Sea F(x):xz — 7, encuentre Fz(x) v FJ(x).

COMPOSICION E ITERACION GRAFICA

‘La composicion de funciones es basica en el estudio de la iteracion y del caos. Se puede explorar este
proceso utilizando las gréficas de las funciones en cuestion. En el ejercicio 1, se mostr6 la evaluacion

de una funcién mediante una "maquina“ con entrada y salida.

Cuando se tiene la grafica de la funcién, para que este proceso sea similar se puede ejecutar el siguiente
algoritmo.

a. (Evaluar). Dibuje el segmento vertical con extremo en el valor de entrada aeneleje xy el otro
extremo en la grafica de la funcion. Marque este punto como A. Este punto tiene ordenada fa).

b. (Transferir) Dibuje el segmento horizontal con el extremo en A y el otro extremo en la diagonal
( f(x) = x), marque este punto como 5. Este punto tiene abscisa f(a), sus coordenadas son:

(f(a). (a))-

c. (Reflejar) A partir de B, trace una semirrecta vertical en la direccion positiva del eje y. La abscisa de
este punto es:

f(a), ver figura 4.

f(_a)

Six}

Figura 4

10. Aplique el proceso anterior a las siguientes graficas:
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Figura 5

La composicién de funciones se ha presentado en el ejercicio 1 por medio de dos "maquinas". Para
hallar la composicion graficamente, se puede hacer de manera analoga, si se va a encontrar la funcién
compuesta f(g(a)), se coloca la grafica de la segunda funcion encima de la primera.

El proceso de evaluacion se desarrolla hacia arriba. Es decir, para un valor de entrada a, se encuentra
g{a), conla grifica inferior; la salida f(g(a)) se obtendraen la grafica superior, donde la entrada

es g(a), ver figura 6.
Sigia)r]

Srx)

4

\QP/ KE p”»

0

Sfrx)

¥
Yiz(ar/]

Y T L T T ¥ T T

Figura 6

11. Efecttie la composicion gréfica de funciones con los diagramas que aparecen en la figura 7.

6

45




ACTIVIDAD 2

No. de alumnos: 100
Grados escolares  8-11
Tiempo 1 mes
Materiales: hojas de trabajo
y programa Mathematica
Prerrequisitos: Manejo de funciones,
nociones de algebra
y manejo del programa
Mathematica

€
Temas con que se relacioné la actividad

® Composicidn e iteracion de funciones

@ Recursividad

|@ Sucesiones, limites, convergencia, divergencia,
puntos fijos, puntos periédicos

@ Sistemas dinamicos

@® Caos determinista

JComentarios

® Este taller muestra a los alumnos que la
iteracién de funciones en apariencia sencillas
pueden producir resultados completamente
inesperados.

Las graficas que se muestran en la actividad
no hacen parte del taller sino que fueron
desarrolladas por los estudiantes con el
programa Mathematica

Laiteracion grafica permite visualizar muchos
aspectos importantes que al ser trabajados de
manera numérica serian mds dificiles de
detectar.

E190% de los estudiantes llegé alas siguientes
conclusiones:

® Para la iteracion de f (x) = X' + ¢

Todas las orbitas tienden a infinito para c >
1/4

Para c = 1/4 existe un punto fijo en 1/2, este
punto fijo es neutral.

Para c < 1/4 la funcién tiene dos puntos fijos
(P+y P-), P+ essiempreun punto fijorepulsor.
. En = 2 la iteracion grafica es muy dificil de

seguir «parece seguir todos los caminos».

ITERACION
GRAFICA DE
FUNCIONES

UADRATICAS

e. Durante la actividad surgieron estas
preguntas:

a. ;Sera que esta es la Gnica funcion que tiene
este comportamiento?

b. ; A quése debequeel comportamientocactico
de la funcién se dé en ¢ = -2?

c. ;Si hay otras funciones que presenten este
comportamiento, deben ser funciones
cuadraticas?

Planteamiento teorico

De la parte final de la actividad anterior se de-
duce ficilmente que para componer tres ¢ mas
funciones, el proceso en esencia es el mismo.

Sise compone reiteradamente la misma funcion,
este proceso recibe el nombre de iteracion. Sies
una iteracién doble, hacen falta dos graficas dela
misma funcién; si la iteracion es triple, haran
falta tres graficas; y si se itera n-veces la funcién
haran falta n-graficas de la funcion. Como puede
observarse es un proceso demasiado largo. Sin
embargo, si se observa el proceso de iteracion
grafica se vera que es mucho mas sencillo, ver
figura 8.

X3
Xz
2
x]
X
% X0 x

(=]

Figura 8
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La figura 8 muestra que todas las gréficas se
pueden comprimir en una sola, que se puede
realizar siguiendo el siguiente algoritmo.

1. Dada la semilla (valor inicial) x;, dibuje el
segmento vertical con extremos en los puntos

(IO,O) Y(xorf(xo))

2. Trace el segmento horizontal con extremos

(xg,f(xo))y(f(xo),f(xu)) Este punto esta en la
diagonal. Se marca entonces este puntocomo Xx; .

3. Se aplica el paso 1 para Xx;.

Luego, se obtiene la figura 9, que es una sintesis
del proceso.

Figura 9

PUNTOS FIJOS

Sea funa funcién, a es un punto fijo de £ si £a)
= a.Geométricamente estosignificaquela grafica
de la funcién fintercepta la gréfica de la recta
v = xenel punto (a,a).

En este caso, laiteracion gréfica puede ser usada
para estudiar la naturaleza de puntos fijjos para
funciones lineales y no lienales. Los puntos
pueden ser de clases diferentes con respectoa la
iteracion de la funcién en cuestion. Cuando la
sucesion obtenida por iteracion de la funcién
converge aun punto fijo, a este punto se le deno-
mina punto fijo atractactor.

Plateamiento de la actividad

Las funciones cuadréticas producen una amplia
variedad de comportamientos en la iteracion
grafica.

Las caracteristicas especiaies se encuentran alre-
dedor de los puntos fijos, que pueden servir de
atractores o repulsores. En esta actividad se in-
vestigara el comportamiento de las funciones
cuadraticas, presentadas en dos formas diferen-
tes:

fly=ax(1-%) ¥ f(x)=x>+c. En geometria se dice
que la funcion cuadrética tiene forma de parébo-
la. En dlgebra la funcién cuadratica se escribe en
términos de los parametros: p, g, rdelasiguiente
manera: f(x)=px>+qx+r ,cuando p=-a,g=ayr
= 0; la funcion cuadratica puede ser expresada de
la forma fix)=axtl-x). El taller que se presenta
explora estas expresiones. Las pardbolas de esta
forma interceptan al ¢je x en (0,0) y en {1,0). Estas
parabolas sufren una elevacion en direccion de
y,cuando el pardmetro ase incrementa. En cada
caso, el patron dela iteracion grafica depende del
valor del parametro a.

Cuando 1<a<4, todos los puntos en 0<x, st ha-
cen que la funcién permanezca en los limites de
la iteracién. Lo mas interesante de la dinamicaen
la iteracién grafica ocurre en este intervalo. To-
dos los puntos por fuera de este intervalo, esca-
pan en la iteracién hacia 5. Otros resultados
ocurren cuando a<1 o cuando >4.
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1.Describa el desarrolla de la iteracién para la funcion fix)=0.5x1-x) conunvalorinical x, = 0.7 ;Caal

es aproximadamente el atractor?

0.2 0.4 0.6 .8 L

Figura 1¢/ ¢

2. El desarrollo de la iteracion para todos los puntos del intervalo 1<x, <2, muestra en esencia ila
misma forma?, ;qué pasa cuando se itera con -l=<xp <0y 0=<xg<I ?

3. Efectiie la iteracién de la funcién f(x)=5x(1-x), para xq =0.9. Describa el desarrollo de la iteracién

para varios términos. ;Cuando se itera para valores 0<x, £1, converge a un atractor o escapa a —o ?

Figura}}’ 1

4. Encuentre un punto en 05x, <!, tal que su 6rbita no escape con fix)=5x(1-x)

Considere ia forma general de la funcion cuadratica dada por ffv)=px? +gqx+r, donde p=1, q=0,r=0,
luego la funcion se transformaen [(x)=x> +¢ - Jodas las pardbolas de esta forma tienen vértices sobre
el eje x en (0,c). Cuando el pardmetro ¢ se incrementa, la pardbola se incrementa hacia arriba.

5.5ea rix)=x> - 065, describa el desarrollo de la iteracion grafica cuando se inicia con un valor de 0.1.
;Es la interseccion de la pardbola con la diagonal un atractor para esta iteracion?




]

N,

Figura 12

6. ;Qué otros intervalos con un valor inicial x, , espera usted que en el desarrollo de la iteracion tengan
el mismo punto fijo atractor? Estudie el significado de la caja cuadrada que rodea al punto fijo. Escriba

su interpretacion.

7.Sea f(x)=x> - 1. describa la iteracion para x, =05. ;Cual es el atractor y como es la aproximacion?

-5 1kl i

-Gl 4

Figura 13

8. ;Para otros valores de x,se puede esperar que en el desarrollo de la iteracion se tenga el mismo

atractor?.

9 Sea frx1=x2+035, describa la iteracion grafica para un valor inicial de x,=03, hay atractores,

repulsores en la iteracién, puede explicar su respuesta.

A

Figura 14
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10. Efectte la iteracién numérica para cada uno de los valores de ¢, en la ecuacion fyx)=x* +¢ , utilice
6 decimales; ¢=0.40, 0.35, 0.30, 0.25, x5 =02.

Describa sus observaciones después de efectuar 20 iteradas para cada una de las constantes c. Después

de efectuar estos calculos observe la iteracion grafica para cada uno de los casos.
Explique el comportamiento de la iteracion del sistema, teniendo en cuenta los resultados numéricos

e iteraciones gréficas.

;Puede hacer alguna hipotesis con respecto a la constante ¢, que permita saber si la iteracion tiene
algan atractor o repulsor?

c=0.40 L.ab /.

c=0.35 L

Figura 16

c=10.30

Figura 17

50




c=0.25

Figura 18

11. Efectiie los mismos pasos del laboratorio 10, pero utilizando los siguientes valores para ¢:
c=-06, c=-0.7 c=-08, c=-0.9, utlizando como valor inicial x,=03.

=-0.6
0.4 /
-1 -0.3 0.5 ;.
“0.2
-2.4r
Figura 19
c=-0.7

Figura 20




c=-0.8

\ 0.2t /
-1 -0.5 0.5 1
-0.4
-0.4
-0.4
Figura 21

c=-09
\ /
-1 -0.5 0.5 1
0.2
0.4
+0.6
I:..-__-
Figura 22

£

12. Estudie con una calculadora el caso de ¢ = -2, para cualquier 0<x,<1,describa el comportamineto
de la iteracion (utilice 6 digitos). ;Es diferente de los casos donde ¢ es negativo? ;Porqué? Observe la

iteracion grafica que muestra la figura 23 ;que puede decir de ella?

ta

Figura 23
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ACTIVIDAD 3

DE COMPOSICION

No. de alumnos: 100

Grados escolares 8-11

Tiempo 2 semanas

Materiales: hojas de trabajo, regla
y lapiz

Prerrequisitos: Manejo de funciones

y nociones de digebra

Comentarios

@® La actividad se desarrolla con el objeto de que
el estudiante adquiera destreza en la construc-
cién de la grafica de la compuesta de funcio-
nes.

® La actividad se convierte en un ayuda para la
construccion del concepto de inversa de una
funcion.

@® Permite al estudiante preguntarse por las ca-
racteristicas que debe tener la inversa de una
funcion.

® Con el desarrollo de varias de estas activida-
des, el estudiante adquiere una destreza que
le permite delinear la grafica de la compuesta
sin efectuar la construccién «punto a punto».

® Es conveniente que el maestro participeen la
construccion de la grafica de la funcion com-
puesta porque la actividad es tediosa y hay
que tener paciencia.

® Las grificas que se muestran en el taller no
fueron realizadas por los estudiantes sino que
son un ejemplo de como obtener la grafica de
la funcién compuesta partiendo de las grafi-
cas de las funciones que se van a componer.

® La actividad mostrd que si bien es cierto los
estudiantes construyen de forma correcta la
seccion de la gréfica de la compuesta de los
puntos que evalian grificamente, 1a mayoria
tiene dificultad de dibujar la gréfica de la
compuesta de puntos que no evaitian gréfica-
mente.

MAQUINA

Planteamiento tedrico

La maquina de composicion g(f(x)), describe al
mismo tiempo el resultado de aplicar la funcién
g(x) en f(x). Una forma de identificar esta
composicién es mediante la sustitucion
algebraica. Por ejemplo, si rpo=x7 ¥y a(x)=x+1,
entonces fig(x))= (x+1)’, a la funcion f(x) se le
aplica la funcion g(x).

La médquina de composicién que se describe en este
taller es un procedimiento de lapiz v papel, que
permite construir g(f(x)) o f(g(x)) geomé-
tricamente. La tecnologia de los com-putadores
y de las calculadoras gréficas permiten otros
métodos de obtener la grafica de la funcién
compuesta.

El método utiliza cuatro planos cartesianos, P, QJ,
R, 5.Ladiagonalf{x) = xest siempreen la grifica
Q. Para encontrar g{f(x)). dibuje f(x) en el plano
cartesiano Py g{x)enR. La composicion g(f(x))se
construye en el plano 5, punto a punto.
Algoritmo:

1. Desde el puntoa queestasobreel eje horizontal
en la grafica P, dibuje una linea vertical hasta la
gréfica S.

2. Localice el punto (afla)), donde esta linea
interceptaaf(x), dibuje unalinea horizontal desde
este punto hasta la diagonal f{x) = x en Q.

3. Refleje este punto desde la linea flx) = x,
verticalmente hacia arriba hasta la grafica g(x) en
R. Localice el punto (f{a),g(a)).
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1. Siga los pasos que se dan en el algoritmo y escoja cualquiera de los puntos de P; por ejemplo, 0.2,
0.6, 0.8, etc, y repita el procedimiento para encontrar g(f(0.2)), g(f(0.6)), g(f(0.8)) en forma aproximada.
Utilice las graficas del ejemplo del algoritmo.

2. Del ejemplo de la maquina de composicién se sabe que f(x)=x> ¥ gix}=4xil-x), encuentre una
expresion algebraica para g(f(x)).

3. Encuentre en forma analitica ¢{f(0.2)), £(f(0.6)), g{f(0.8)), utilizando f(x) y g(x} del ejemplo 2.

4.Siahora f(x)=x" ¥ g(x)=x -utilice lamaquina de composicion con ldpiz y regla para construir 2(f(x).

S gxn R
n.s [}
[ 7] r.6
. o
G.: 1.2
0.2 .4 0.4 ' H 1.6 ).b

1
(L] ¢.B
0.6 9.6
0.4 .4
.

¢, 2 .4 ;) (4] 0.6 u.e 1

Figura 2

5. Explique, ;porqué la composicion de funciones del ejercicio anterior es extranamente g(f(x))=x ?

6. Utilice la maquina de composicién para hallar f{g(x))-

Utilice el siguiente diagrama para resolver el punto 6.

5!'



7. La maquina de composicion puede servir para hallar ff(x),
fif(x)), de acuerdo con la funcion dada.

S R
o, ¢ 0.8
[ .6
[T bR
0.4 1.6 I n.ro . (8
p Q
i Rl n.A
-,
L t
7.2 0.2
0.0 9.4 4.0 n.8 6.2 J. 4 0.6 5.8
Figura 3

utilice los puntos que desee para hallar

S R
1
L]
.
u.s
o4
©.2
U M 40 ! o N 2 .k
p Q
: 1
0.2
n.h
G.
n.4
0.2
T o 7.2 0.4 n.6 0.8
Figura 4

in



8. La grafica de la parabola fex) =321~ x) esmostradaen Py R, utilice la maquina de composicién para
encontrar la grafica de fif(x)).

1 0.4
3.4
0.4
0.4
0.4
0.4
0.3
0.3
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.z 9.4 G.E £.8 1
J.E
0.8
3.6
0. §
9.4
0.4
3.2f
3.2
-4
).2 I i 2 i
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ACTIVIDAD 4

MATHEMATICA

UNA HERRAMIENTA’PARA UN PROBLE-
MA DE LA EVOLUCION DE ESPECIES

No de alumnos 150

Grados escolares 8-11

Tiempo 45 dias
Materiales Ordenador PC,

Derive, Qbasic,

Programa Mathematica,

calculadora graficadora

Prerrequisitos

Manejo de los programas menciona-
dos arriba, o de la calculadora en
cuestién, composicién de funciones,
nociones basicas de algebra y para el
final de la actividad conocimiento ele-
mental de la derivada.

Hipétesis de los alumnos

La totalidad de los alumnos espera
que el comportamiento de la iteracion

roduzca 0 un comportamiento es-
table de la poblacién o la muerte de
esta. En cuanto al comportamiento
estable, si bien es cierto algunos afir-
ma que es posible que la poblacién

ueda crecer y luego decrecer en for-
ma ciclica. Al preguntar el por qué
de esta afirmacién, responden que €s
el comportamiento de muchas espe-
cies de la naturaleza.

Comentarios

1. Eltrabajo en grupos de més de dos
personas en la mayoria de los ca-
sos no aportaba nada en la inves-
tigacion.

2. Es conveniente efectuar al princi-
pio el trabajo de obtener la lista de
los n-valores de la poblacion para
un valor de k determinado, de esta
manera se logra centrar mis la
atencion en los valores que se ob-
tienen v en la busqueda de posi-
bles pautas en las listas que se ob-
tienen. Esto es bueno tenerlo en
cuenta a la hora de efectuar la ac-
tividad. La gréfica de los puntos
que se obtienenen la iteracion dis-
traen al estudiante por “la belleza
de la misma”

3. Una forma alternativa de evitar
esto es trabajar simultineamente
con las dos. Sin perder de vista el
andlisis de los resultados numnéri-
cos..

4. La grdfica simuitdnea de la ecua-
cién logistica v la funcion identi-
dad para cada valor de k ayuda al
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estudiante a hacer hipétesis sobre
los puntos fijos.

‘U"I

De la misma manera se puede
alentar al estudiante a que efectue
las graficas de f(f(x)), F(F(E(x))),
f(F(f(f(x)))), etc. para que haga hi-
potesis sobre lo que hace la com-
puesta sobre la funcién. Ademas
se le puede pedir que encuentre los
puntos periodicos.

6. El trabajo con la funcién puede ser
explotado con recursos del calcu-
lo diferencial, en la actividad que
se realizo se toco muy poco esto
por falta de tiempo. Esto podria
clarificar mucho el por qué de la
aparicion del caos.

7 La obtencién de la constante de
Feigenbaum no se logro, tal vez por
falta de una metodologia adecua-
da para su obtencién” se pensd
que el analisis de los resultados
podria ser suficiente para obtener-
la,

8. Del trabajo con el mathematica sur-
gié la preguntazes posible saber
entre cuantos puntos oscila la
ecuacion logistica para un valor
dado de k. Esto se debio a la impo-
sibilidad de saber de ver en la gra-
fica esta informacién, para valo-
res 3.5 a4

Gréficas v lista de niumeros que obtu-
vieron los estudiantes en la actividad
utilizando el programa mathematica:

Para efectuar este trabajo defina la
funcion logistica asi:

flx_ J:=k*x*(1-x}

luego dele valores a k, por ejem-
plok=0.9 No olvide digitar la tecla
INS para que mathematica realice la
operacion, luego digite:

NestList [f, 0.8, 60]. Esto darauna lis-

ta de 60 valores que se obtienen al ite-
rar la funcion f[x] para un valor ini-
cial de x,=0.8 , el valor de k dado.

Usted puede cambiar estos valores,
por ejemplo si quiere que se listen fo
200 valores de la iteracién cambie el
valor de 60 por el correspondiente. No
olvide que el valor de x es mayor que
cero y menor que uno.

Para obtener la gréfica de esta itera-
cion digite en mathematica:

ListPlot|%] esto dard la grafica de la
lista de valores que estan antes de este
comando.

Planteamiento tedrico

En 1845 P.E.Verhulst, un bidlogo pre-
ocupado en la matematica del creci-
miento demogréfico, introdujo una
nueva manera de describir la forma
como una especie se desarrolla en
una zona aislada. La forma como se
trataba la evolucién de una especie
estaba dada por la siguiente férmu-
la: x,.;=kx, - Esta ecuacién funciona-
ba adecuadamente en poblaciones
pequefias, cuando el alimento era
abundante y la especie tenia espacio
para expandirse. Sin embargo este
crecimiento exponencial no se da en
la vida practica. Para mejorar el mo-
delo Verhulst introdujo un nuevo fac-
tor a la ecuacién anterior asi
- Xne1 = kXall-x,) . Para poder trabajar
mejor esta ecuacion se suele normali-
zar los valores de x para que los cal-
culo realizados sean mas sencillos. La
idea de normalizar los valores de x
consiste en que esta solo pueda tomar
los valores en 0 y 1. La introduccién
del nuevo factor, hace que el factor
(1-x} y x se comporten como térmi-
nos rivales. Cuando x crece el térmi-
no (1-x) disminuye y hace que el tér-
mino del lado derecho disminuya, 6
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sea que la tasa de natalidad disminu-
ya. Sin embargo la ecuacién de Ver-
hultz tiene también un término k en
algunos otros textos parece como
( ».x) . Esta constante : tiene que ver
con muchos factores que afectan el
desarrollo de la evolucién de la po-
blacién a saber: tasa de natalidad,
mortalidad, alimentacion disponibie,
espacio con el que cuenta para su
desarrollo etc. Para estudiar el com-
portamiento de esta funcion se toma
un valor de poblacién inicial x,, que
como se dijo anteriormente estd nor-
malizado, se le da una valor a k, que
en este caso va a tomar valores ma-
yores que cero y menores o iguales
que cuatro. El resultado que de al rea-
lizar los cilculos sera el nuevo valor
de x. Por ejemplo para un valor ini-
cial de x= 0.8, que quiere decir que la
poblacion inicial es de 80% y una
constante k=0.5 . Que podria signifi-
car que la especie cuenta con un in-
dice de natalidad pequefio, con poco
alimento etc. Al iterar la funcién dara
los siguientes resultados:

x, =0.5%0.8*(1-0.8) = 0.08
x, =0.5%0.08*(1-0.08) = 0.0368
x,=0,5*0.0368"(1-0.0368)= 0.0177229

Los valores hasta la doceava iteracion
son:

10.8, 0.08, 0.0368, 0.0177229,
0.00870439, 0.00431431,
0.00214785, 0.00107162,
0.000535235, 0.000267474,
0.000133701, 0.0000668417,
0.0000334186).

La aplicacién de Verhulst tiene mu-
chas aplicaciones entre las que se
pueden nombrar: en entomologia,
para calcular el efecto de las plagas
en los cultivos, en Biologia se utiliza
para calibrar la frecuencia de cierto
tipo de genes en la poblacion, lo inte-
resante de la aplicacion de Verhulst
es que en su aplicacion ronda la apa-
ricién del caos determinista.

En la ecuacion logistica se puede
apreciar que:

- Si la poblacién es muy pequena y
hay recursos para que se produzca
un crecimiento de la especie a lo lar-
go de los afios la ecuacién sera sim-
plemente: x,.,=kx, con k>1.

- Si la poblacion crece muy ripida-
mente, los recursos se iran agotando
hasta que resulten insuficientes para
todos, luego se necesita de un termi-
no que se reduzca con el tiempo y que
ademas haga decrecer la siguiente
generacion de la  especie:
Xnet =K Xo KXy

La grifica de la ecuacion logistica es
una pardbola invertida, que alcanza
su maximo en x=0.5 y sube hasta k/4
corta el eje x en cero y uno como se
muestra en la siguiente grafica( en
este caso k=1).

a.2%

0.2

El estudio de la iteracion de la ecua-
cion logistica, para una semilla x,
puede ser obtenido de diferentes ma-
neras. Una de ellas es utilizando el
programa Mathematica o el programa
Derive, con la utilizacion de estos pro-
gramas el alumno puede obtener una
lista de valores para una constante k
cualquiera v ademas ver graficamen-
te el desarrollo de la iteracion. El es-
tudio de este sistema dinamico con la
utilizacion de estos programas, per-
mite resolver muchas preguntas ade-
mas encontrar pautas e invariantes
del comportamiento de la iteracion.




i

| Otra forma de atacar el problema es

utilizando un pequefio programa en
Qbasic que puede ser realizado con
pocos conocimientos, esta fue la pri-
mera manera con la que se ataco el
problema de la evolucién de este sis-
tema, de hecho el fisico Michell |. Fei-
genbaum estudio el sisterna con una
calculadora HP 48, encontrando una
constante universal que esta relacio-
nada con los valores de k para los
que la ecuacién logistica itera entre
2, 4, 8,.. ciclos. Otra forma de estu-
diar el comportamiento de la ecua-
cién logistica al ser iterada es utilizan-
do la técnica de iteracion grafica que
fue descrita en el apartado anterior.

El estudio de la iteracién para dife-
rentes valores de k muestran Orbitas
que convergen hacia algin valor con-
creto, otras hacia adelante y hacia
atras para luego converger a un va-
lor particular. La evolucion de la ite-
racién se produce por pautas regu-
lares. Para valores de k mayores que
cero y menores que uno la iteracion
de la ecuacién converge a 0. Para
] < k <3 todas las iteraciones sin
importar la semilla con la cual se co-
mienza la iteracién convergen a una
valor que como se vio en la seccion
anterior se denomina punto fijo y este
se da cuando fla)=a y que geométri-
camente es el punto de corte de la
ecuacién logistica con la rectay = x:

sk-xTk=x

kokox=0, —xk+xik-N1=0 xikx-(k-M=0

sik(x— D+ 1) = 0.queesigual a cerosi
k-1
k

x=0akix-N+1=0kix-D=-lx=

A esto se le conoce como un estado
de equilibrio estable, para ver esto
tomemos k=2.5, la siguiente lista
muestra el comportamiento de la ite-
racion del sistema:

10.5, 0.625, 0.585937, 0.606537, 0.596625,
0.601659, 0.599164, 0.600416, 0.599791,

; 0.600104, 0.599948, 0.600026, 0.599987,

0.600007, 0.599997, 0.600002, (.399999,0.6,, la

grafica de esta iteracion es:

0.600005

io0 20 el 40

N. 599995

0.59999

a partir de este valor la sistema co-
mienza a hacer cosas raras para un
valor de k = 3.2 el sistema dinamico
comienza a oscilar entre dos valores.
A esto se le conoce en teoria de siste-
mas un ciclo de periodo dos: los 70
primeros valores de la 6rbita se dan
en la siguiente lista:

10.8, (1.512, 0.799539, 0.512884, 0.799469,
0513019, 0.799458, 0.51304.0.799456, 0.513044,
0.799456, 0.513044, 0.799455, 0.513044,
0.799455, 0.513045, 0.799455, 0.513045,
0.799455, 0.513045,0.799455.0.513045,0.799455,
0.513045, 0.799455, 0.513045. 0.799455,
0.513045, 0.799455, 0.513045, 0.799455,
0.513045, 0.799455, 0.513043, 0.799455,
0.513045, 0.799455, 0.513045, 0.799455,
0.513045, 0.799455, 0.513045, 0.799455,
0.513045, 0.799455, 0.513045, 0.799455,
0.513045. 0.799455, 0.513045, 0.799455,
0.513045, 0.799455, 0.513043, 0.799453,
0.513045, 0.799455, 0.513045, (.799455,
0.513045, 0.799455, 0.5130435, 0.799455,
0.513045, 0.799455, (0.513043. 0.799455,
0.513045, 0.799455, (.513045, (.799455|,

y su respectiva grifica es:

Q.75
0.7

0.65

0.5%

El objetivo de la actividad, es que los
estudiantes utilicen las diferentes he-
rramientas mencionadas en la ficha,
para efectuar una investigacion sobre
el comportamiento de la iteracion de
la ecuacién logistica para diferentes
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valores de k. Con este estudio se pre-
tende poner de relieve el comporta-
miento cadtico de la ecuacion a me-
dida que la constante k se aproxima
1a cuatro. La actividad pretende tam-
bién que los estudiantes reconozcan
que ecuaciones simples en apariencia
y cuyo comportamiento parece ser
completamente determinista pueden
ofrecer un alto grado de complejidad.
Con la actividad se busca también que
el estudiante ofrezca posibles res-
puestas al comportamiento de la ite-
racion. Sin embargo estas respuestas
que se pretenden sean formuladas
por los estudiantes no se quieren que
sean el resultado de una consulta de
textos sino el resultado de la interac-
|cién racionai con el laboratorio y la
|utilizacion del software que puede
ayudar a visualizar hipotesis.

Algunos listados numéricos para di-
ferentes valores de k obtenidos por los
estudiantes v sus graficas fueron:

k =0.9

10.7. 0.189. 0.137951. 0.107029. 0.0860161.
0.0707556. 0.0591743. 0.0501054. 0.0428354.
0.0369005. 0.0319849. 0.0278657. 0.0243803.
10.0214073, 0.0188541. 0.0166488. 0.0147344.
,0.0130656. 0.0116054. 0.0103237. 000919537
| .00819973.0.00731924.0.00653911.0.00584671.
[0.00523127.0.00468352.0.00419542. 0.00376004.
[0.00337131.0.00302395}

!
I
!
ik=1.2
1
%

L 40,8, 0.192. 0.186163. 0.181808. 0.178504,
[0.175969. 0.174004. 0.172472. 0.171271.
IlO 170324. 0.169577. 0.168985. 0.168515,

0.168141. 0.167843. 0.167606. 0.167417,
0.167267.0.167146. 0.16705.0.166973.0.166912,
(.166863. 0.166823, 0.166792. 0.166767.
(. 166747.0.166731.0.166718. 0166708, 0.1667}

0.185

0.17%

k=1.5

(0.8, 0.24. 0.2736. 0.298115. 0.313863. 0.32303,
0.328022. 0.330636. 0.331974. 0332651,
0.332991. 0.333162. ¢.333248. 0.333291.
0.333312. 0.333323. 0.333328. 0333331
0.333332.0.333333.0.333333}

0.36

0.34

0.32

k=1.75

10.8.0.28. 0.3528. 0.399581. 0.419853. 0.426259.
0.427984. 0.428424.0,428535.0.428562. 0.428569.
0.428571. 0.42857). 0.428571. 0.428571,
0.428571. 0.428571. 0.428571. 0.428571.
0.428571.0.428571;

D.44
0.435
G.43

0.42%

D.415
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[ k=1.9

10.8.0.304.0.40201.0.456756. 0.471447.0.473451.
0.473661. 0.473682. 0.473684. 0.473634.

0.473684.0.473684.0.473684.0.473684.}

0.476
G.474) e e e e e e e e

0.472

0. 468

k=2

L8 0.32. 04352, 0.491602. 0.199859. 0.5, 0.5,
0.5.0.5.0.5.0.5.0.5.0.5.0.5.0.5.0.5.0.5.0.5.0.5.

0.5.0.5}

0.5002

0.500L

0.4993

0.4998

0.4997

k=2.5

10.8. 0.4. 0.6. 0.6. 0.6. 0.6. 0.6. 0.6. 0.6. 0.6. 0.6,

0.6. 0.6, 0.6.0.6. 0.6, 0.6.0.6,0.6.0.6. 0.6}

0.8} °

k=3

10.8. 0.48. 0.7488. 0.564296, 0.737598. 0.580641.
0.730491. 0.590622.0.725363.0.597634.0.721403.
0.602943.0.718208.0.607155.0.715553.0.61061.

0.713296. 0.613514. 0.711343. 0.616002.
0.709631.0.618165.0.708111.0.620069.0.70675.
0.621763. .705521. 0.623283. 0.704404,
0.624657. 0.703382. 0.625908, 0.702442.
0.627052. 0.701573. 0.628104. 0.700768.
0.629077. 0.700017. 0.629979. 0.699316,
0.630819. 0.698659. 0.631604. D.698041.
.632339. 0.697459. 0.633029. 0.69691. 0.63368.
0.696389. 0.634294. ¢.695893. 0.634875.
0.695426.0.635426. 0.69498. 0.635949. 0.694554.

1636447 0L6%4147 ]

k=3.2

10.8, 0.512. 0.799539, 0.512884. 0.799469,
0.513019.0.799458,0.51304. 0.799456, 0.513044.
0.799456. 0.513044. 0.799455, 0.513044.
0.799455. 0.5i3045. 0.799455. 0.513045.
0.799455. 0.513045. 0.799455. 0.513045.
0.799455. 0.513045. 0.799455. 0.513045.
(.799455.0.513045.0.799455.0.513045}

0.55

..............................

{0.8.0.52.0.8112.0.497752. 0.812484. 0.495151.
0.812424. 0.495272. 0.812427, 0.495265.
0.812427. 0.495265. 0.812427. 0.495265.
0.812427. 0.495265. 0.812427. 0.495265.
0.812427. 0.495265. 0.812427. 0.495265.
0.812427.0.495265.0.812427)
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10 20 30 44 50

10.8. 0.528. 0.822413. 0.481965. 0.823927.
0.478736. 0.823508. 0.479631. 0.82363 1.
0.47936K. 0.823595..0.479444. 0.823606.
0.479422. 0.823603. 0.479428. 0.823603.
0.479427. 0.823603. 0.479427. 0.823603.
0.479427. 0.823603. 0.479427. 0.823603.
0.479427. 0.823603. 0.479427. 0.823643.

0.479427.0.823603}

k=3.348

10.8. 0.5344, 0.831048. 0.468%961. 0.831782.
0.467335. 0.831436. 0.468101. 0.831601.
U.467735. 0.831523. 0.467909.0.83156. 0.467826.
0.831543. 0.467866. 0.831551. 0.467R47.
0.831547. 0.467856.0.831540.0.467852. 0.83 1548,
0.467854. 0.831548. 0.467853. 0.83154%,

0.467853.0.831548,0.467853.0.83 1548}

...10....20....30....40-...50-...99

k=3.45

{0.8. 0.552. 0.853171. 0.432182. 0.846632.
0447969, 0.85316. 0.432209. 0.846645. 0.447938.
0.853149. 0.432236. 0.846658. 0.447908.
0.853138.0.432263. 0.84667. 0.447878,0.853127.
0.432288. 0.R46682. 0.447849. (853117,
0.432314. 0. 846694, 0447821, 0.853107.
0.432338. 0.846706. 0447791, (.853097.
0.432363. 0.846717. 0.447766. 0853087,
.432387.0.846728. 0.44774.0.853078. 0.43241,
1.846739.0.447714,0.853068. 0.432433. 0.84675.
0.447688.0.853059.0.432455. 0.84676. 0.447663.
0.85305.0.432477.0.84677. 0.447639. 0.853041,
0.432499. 0.84678. 0.447615. 0.853032. 0.43252.
0.84679. 0.447591. 0.853024. 0.432541. 0.8468.
0.447568. 0.853015. 0.432561. 0.846809.
0.447545. 0.853007. 0.432581. 0.846819,
0.447523, 0.852999,0.432601.0.846828, 0.447501.

1.852991. (43202, 0.846837)

K=3.4578

10.8. 0.553248. 0.854646. 0.42955. 0.847288.
0.447408. 0.854886. 0.42896, 0.847. 0.4481.
0.855136. 0.428346. 0.846697. 0.448827.
0.855395. 0.42771. 0.84638. 0.449586. 0.855662.
0.427055. 0.846051.0.450374.0.855934. 0.426384.
0.845711.0.451187.0.8562 11. 0.425702, 0.845362.
0.45202. 0.85649. .425015. 0.845008. 0.452867.
0856768, 0.424329.0.84465. 0.45372. 0.857044.
0.423648. 0.844293. 0.454571. 0.857314.
0.422981. 0.843939. 0.455413. 0.857576.
£.422334. 0.843592. 0.456237. 0.857828.
0.421711.0.843257.0.457034. 0.858067.0.421119.
0.842935.0.457797.0.858291.0.420563. 0.84263.
0.45852.0.858501. 0.420045. 0.842345.0.459196.
0.858693.0.419567. 0.84208. 0.459823. 0.858R68 }

...............




i k=3.47

0.403014. 0.83486.0.478404. 0 865882}

k=3.5

0.500884. 0.874997)

Co.gf

10.8. 0.5552. 0.856927. 0.425433. 0.8482006.
0.446771. 0.857668, 0.423594. 0.847243.
0.449096. 0.858508. 0.421507. 0.846121.
0.451796. 0.859437. .419194, 0.844842.
b 0.454861, 0.86043, 0.416714.0.84343. 0.458234.
0.861447.0.414166.0.841935.0.46179.0.862434.
0.411687. 0.840437, 0.465337. 0.86333 1.
0.409428. 0.X39035. 0.468642. (0.864088.
0.407517.0.837821.0.471494.0.86468, 1.406019.
0.836851.0.473763.0.865111, 0.404927.0.836135.
0.475436. 0.865406. 0.40418. 0.83564. 0.4765%.
0.865598. 0.403693. 0.835315. 0.477346.
0.865719. 0.403386.0.83511.0.477824.0.865793.
0.403197, .834983. 0.478118. 0.865838.
0.403083. 0.834906. 0.478297. 0.8565866,

10.8. 0.56. 0.8624. 0.415332. 0.84991i. 0.446472.
0.864971.0.408785. 0.84588. 0.456285. 0. 86831 2.
0.400213. 0.840149.0.470046_0.87186.0.391022.
0.833433. 0.485879. 0.874302. U.384643.
0.82B425.0.49748.0.874978.0.382871. 0.826983,
0.500788. 0.874998. 0.382818, D.826939.
0.500887. 0.874997. 0.38282. (1.826941.0.500884.
0.874997,0.38282. 0.826941. 0.500884. (.874997.
0.38282. 0.826941. 0.500884. 0.874997. 0.38282.
0.826941. 0.500884. 0.874997.0.38282. 0.826941.
0.500884. 0.874997.0.38282. 0.826941.0.500884.
0,874997.0.38282.0.826941. 0.500884. 0.874997.
0.38282.0.826941. 0.500884. 0.874997.0.38282.
0.826941.0.500884. 0.874997.0.38282.0.826941.

k=3.54

(0.8, 0.5664, 0.869392. 0.401963. 0.830577.
.448925. 0.875765. 0.385154. 0.838308.
0.479838. 0.883561. 0.364199. 0.819715.
0.523148. 0.883103. 0.365441. 0.820905.
0.520451. 0.BR3519. 0.364312. 0.R19824.
(522903, (.8R3143. 0.365333. 0.820801.
0.520687. 0.883485. 0.364405. 0.819913, 0.5227,
0.883176. 0.365244. (.820717. (L.520879,
0.883457. (0.364481. 0819987, 0.522534,
0.883202. 0.365172. 0.820648. (.521035.
0.883434. 0.364545. 0.820047. 0.522397.
0.883224.0.365112.0.820591. 0.521164. 0.8834 14,
0.364597. 0.820097. 0.522283. 0.883242.
11.365064.0.820545.0.521269. 0.883399.0.36464.
0.820139, 0.52219.0.883257. 0.365024.0.820506,
0.521356. 0.883386. (.364675. 0.820172.
0.522113.0.883269}

I IR

a.7?

0.6

O
107 " ZD° W 407 5T 60T e

k=3.5489

{0.8. 0.567824, 0.8709. 0.399015. 0.851033.
0.449914. 0.878322. 0.379279. 0.835505.
0.487748.0.886692.0.356555.0.814201. 0.53687.
(0.882401,0.368268.0.82564. 0.510895.0.886804.
01.356249, (LRIIRRY, 0.537565. 0.882217.
0.368767. 0.826105. 0.509819. .BRGEE3.
0.356031. 0.813667. .538059. 0.882084.
0.369126. 1.82644.0.509044_0.886935.0. 355889,
0.813522. 0.538383. 0.881997. 0.369365.
0.826661. 0.508531. 0.886967. 0.355801.
0.813432. (.538583. 0.881942, 0.369513,
0.826798. 0.508213. 0.886986. 0.355749.
0.813379.0.538701.0.881909. 0.369601.0.82688.
0.508024. 0.886996. 0.355719. 0.813348.
0.538769. 0.881891. 0.369651, 0.826927,
0.507915, 0.§87003. 0.355702. 0.813331.
0.538808.0.88188}

o+ ‘20" 300 40 sr 60 70
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k=356
i

LIN.8. 0.5696. 0.872755. 0.395352, 0.851014.

10.451371. 0881581, 0.371649.
499132, 0889997, 0.348531.

0.831333.
0.808324.

(0.551573. 0.880531. 0.374498. 0.833928.
'1).493033. 0.489827. 0.349004. 0.308832.
'0.550456. 0.880937. 0.373398.0.83294. 0.495377.
{0,889924. 0.348735. 0.808544. 0.551091.
10.880707. 0.37402. 0.8335. 0.494049. 0.R89874.
[0.348874. 0.808693. 0.550763. 0.880826.
10.373698.0.83321.0.494737. 0.889901.0.348798.
10.808611. 0.550943. 0.880761. 0.373875.
i 0.833369. 0.49436. 0.889887. 0.348838. 0.808655.
0.550847.0.880796.0.37378. (.833284.0.494561,
0.889895. 0.348816. 0.808631. 0.550899.
10.880777. 0.373832. 0.83333. 0.494452. 0.38989.
|0.348528. 0.808644.0.550871.0.880787.0.373804.

$.332699.
0.395166.

0.839156. 0.484554. 0.896644.
0.797018, 0.580792. 0.874067.
.858045. 0.437275. 0.883375. 0.369854,
(.836692. 0.490531. 0.897178. 0.331176.
0.795179. 0.5847. 0.871745. 0401383, 0.462586.
0.425528. 0877589, 0.38566. 0.850566. 0.456302,
01.890645. 1.349654, 0.816352. 0.538217,
0.892257. (1.345124, (.811388. 0.549404,
0).888738. 0.35499. 0.82201. 0.525251. (0.89521 1.
1.336772. 0.80185.0.570403.0.879706.0.379906.

0.845723,
1.806099.
0.834852.
0.794379.
.864522,
(1.856557.

(.468407,
(.561129.
(.494968.
0.586394.
0.420474,
1441094,

0.893917.
0.884085.
0.897409,
0.870704,
0.874796.
(.885043.

0.832317.0.501039.0.897496

(1.340438,
0.367899.
0.330517.
1.404156.
0.393206.
0.365253.

|0.833305,
'.808637.
10.833319.

D.808641.
11.833312,
0.808638.

0.494511.
0.550886.
1.494479.
1.550878.

0.494496.
0.550883.

0.889893.
0.880782.
0.889891.
(.880785.
0.889R8092,
1.880783.

0.348822.
0.373819.
0.348825.
0.373811.
0.348823,
0.3738135.

0.833316.0.494487. 0.889892. 0.348824. 0.80864 }

0.8

"Lz - .40, " s0 - T -g0- - 160

k=3.59
108, 0.5744. 0.877628. 0.385555. 0.85048.
0.816146,

0.,456519.
.0.538685.
10.548502.
{0.527387,
10.567498.
.0.476909.

(.890713.
0.892128,
0.889055.
0.894807.
0881144,
0.895586.

0.349464.
(.345487.
0.354104,
0.337917.
0.375979.
0.335708.

0.811792.
0.821085.
1.803187.
0.842281.
0.800599,

23 c.c4p * .60 - . 8 . dbo

k=3.66

£0.5. 0.5856. 0.888182. 0.363492. 0.846798.
0.474815.0.512679.0.291689.0.75618.0.674802,
0.803167.0.578609.0.892383.0.35149.0.834277.
0.506027. 0.914867,0.28506. 0.745911. 0.693671.
0.777719. 0.632712. 0.850538. 0.465271.
0.910586. 0.297995.0.76565.0.656713.0.8251 4.
0.528142. 0.9121¢1. 0.293431. 0.758825.
0.669815.0.809456,0.564507. 0.89977.0.330073.
.809317. 0.564822. 0.899621. 1.330509.
0.809859. 0.563595. 0.900198. (.328821.
$.807753. 0.568353. 0.8979. 0.335533. 0.¥154%99,
0.549528. 0.906022. 0.311636. 0.785139.
0.617427. 0.864532. 0.428645. 0.896365.
0.339994. 0.821297. 0.537171. 0.909943.
0.299925. 0.7684%.0.651162.0.831369.0.513112,
0.914371.0.286567. 0,748273. 0.6894.0.733708.

i 0.573109. 0.878312. 0.3837. 0.848943.0.460378.
'0.89 1864, 0,346229. 0.812613. 0.546661.
J0.889684. 0.352347. 0.819233. 0.531645,
.0.893905. 0.340472. 0.806137. 0.561046,
fD.884121. 0.367798. 0.834756. 0.495198.

[0.897417. 0.330494. 0.794351. 0.586454.
-0.870667. 0.404254.0.86459.0.420297.0.874694.
' 0.393479.0.856765.0.44056.0.884816. 0.365881.
0.499592, 0.897499. ¢.330259.
0.587057. 0.870292, 0.405254.
0.418506. 0.873658, 0.396264.
0.372517.

i0.832923.
13.7940635.
(0.865273.
10.853867. 0.435159. 0.882407.

0.620406.
0.330006.
0.330773.
0.327815.
0.339755.
0.300469,

4.861939,
0.809233.
0.810185.
0.80648Y.
0.821016.
0.769286.

0.435541.
0.565012.
0.562853.
0.571196.
0.537832.
0.649596.

0.899793.
0.899531.
0.900541.
0.896448.
0.909762.
0.833093.

0.508919.0.914709.0.285541. 0.746666.0.6923 1.
0.779642. 0.62879. 0.854292. 0.455586. 0.90778.
0.306398. 0.777817. 0.632514. 0.850731.
0.464775. 0.910459. 0.298376. 0.766214.
0.655617. 0.826367. 0.525154. 0.912684.
0.291672.0.756153.0.674851.0.803103.0.57875.
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0.892302.0.351722.0.83453.0.505409. 0.9 14893,
0.284982, 0.745788%. 0.693894, 0.777403.
0.633353. 0.849914, 0.466871.0.910983. 0.2968.
0.763878. 0.660149.0.82113.0.537565. 0.909833.
0.300248. 0.768963. 0.650231. 0.832396.
0.510618. 0.914587. 0.285909. 0.747245.
0.691264.0.78111.0.625777.0.857099, (448278,
0.905209. 0.314049.0,788446.0.610484.0.870323.
0.41307.0.887342.0.365875. 0.849159. 0.468803.
0.911438.0.295431.0.761835. 0.66408. 0.8 16465,
0.548452. 0.906408. 0.310487. 0.783551.
0.620732. 0.861651. 0.436303. 0.90015. 0.32896.
0.807928.0.567959. 0.898096.0.33496.0.315309.
0.69019.0.78261}

50 100 150 z00

la misma k=3.66 pero con 2000 pun-
tos

rt nle
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k=3.7

10.8.0.592.0.893683.0.35155. 0.843462. 0.488526.
0.924513. 0.258219. 0.708704. 0.763837.

0.667443. 0.821262. 0.543125. 0.918119.

0.278153. 0.742901. 0.706697. 0.766923.
0.661383. 0.828635.0.525396.0.922614.0.264172.,
0.719224. 0.74718. 0.698937.0.77856%.0.637877.
0.854663. 0.459593. 0.918959. 0.275552.
0.738606. 0.714349.0.755001. 0.684406,0.79918.
0.5938 1. 0.892433. 0.355186. 0.847406.
0.478442. 0.923281. 0.262084, 0.715366.
0.753066. 0.688043. 0.794168. 0.604822.
0.884346. 0.37843. 0.870316. 0.417603. 0.89988.
0.333356.0.82225. 0.540774. 0.918849.0.275894.
0.739172. 0.713347. 0.756587. 0.681404.
0.803243. 0.584762. 0.898417. 0.337676.
0.827508. 0.528132. 0.922072. 0.265865.
0.722169. 0.742372. 0.707647. 0.765466.
0.664252. 0.825178. 0.533759. 0.920783.

0.269883. 0.729071. 0.730848. 0.727825.
0.732955.0.724209.0.739002. 0.713648.0.75611 1.
0.682306. 0.802029. 0.587481. 0.896684.
0.342773.0.833535.0.51339.0.924337.0.258772,
0.709694. 0.762305, 0.670425. 0.817534.
$.551937. (1.91502. 0.287707. 0.758248. 0.67824.
(.807453.0.575248.0.90405. 0.320952. 0.806385.
0.577674. 0.902677.0.32505. 0.811753.0.565398.
0.804548. 0.581827. 0.900226. 0.332331.
0.820983)
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k=3.853

{0.8. 0.61648. 0.910974. 0.312479. 0.827763,
0.549327.0.953875.0.169522. 0.542441.0.95631.
0.160984. 0.520418.0.961644.0.142118,0.46976.
0.959727. 0.148924, 0.488352. 0.962727,
0.138259.0.45906.(.956792.0,159287,0.515972.
0.962267. 0.139899.0.463622.0.958151.0.154496.
0.503306, 0.963208, 0.136544. 0.454269.
0.955192. 0.164909. 0.530613. 0.359639.
0.149234. 0.480188. 0.9628. 0.138001. 0.458341.
0.956563. 0.160093.0.518086. 0.96199. 0.140887.
0.466359. 0.958889. 0.151887. 0.496333.
0.963198.0.136579. 0.454366. 0.955226.0.16479.
0.530304.0.959712.0.148977.0.488494.0.96274.
0.138214. 0.458934.0.956752.0.159427.0.51634.
0.962221. 0.140062. 0.464075. 0.958277.
0.154051)

......................

L0 20 30 40 50 &0 70

k=3.87

£0.8. 0.6192. 0.912513. 0.308955. 0.826252,
0.555575. 0.955547. 0.164385. 0.531593.
0.963637.0.135607. 0.453633.0.95918. 0.151526.
0.49755. 0.967477. 0 121771, 0.41387. 0.938791.
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b 4

0.22238.0.669229.0.856669.0.475185.0.965117.

0.130288. 0.438522. 0.952873. 0.173786.
0.555672. 0.955505. 0.164532. 0.531975.
10.963543. 0.135944. 0.454583. 0.939517.
[4.150326. 0.494307. 0.967375. 0.122141.
10.414952. 0.939507. 0.219944. 0.663972.
10.863448. 0.456293. 0.960107. 0.148226.
10.488607. 0.966998.0.123504. 0.41893.0.942065.
0.211219.0.644763.0.886399.0.389692.0.92041 1.
0.283497.0.786099. 0.65073.0.879575. 0.409921.
0.936098. 0.231498. 0.688499. 0.829992,
0.546078.0.959283.0.151158.0.496557}

L0 20 30 40 &0 60 T

k=3.89

{0.8. 0.6224. 0.914221, 0.305058. 0.82467.
0.562452.0.957328.0.158911.0.51993. 0.970955,
0.109704. 0.379933. 0.916421. 0.297949,
0.813692. 0.589714, 0.941191. 0215313,
0.657228. 0.876337. 0.421561. 0.948566.
0.189787. 0.598157. 0.935021. 0.236344.
0.702088. 0.813634. 0.589855. 0.941093,
0.215651.0.657978. 0.875418. 0.42425.0.950179.
0.184149. 0.584425, 0.944773. 0.202967.
10.629291. 0.907474. 0.326623. 0.855568.
: 0.480693.0.97105.0.109355. 0.378873. 0.915427.
10.301164. 0.818707.0.577378.0.949209.0.18754 1.
!0.5927]6. 0.939061, 0.222608. 0.67317Y.
0.855835.(1.479953.0.970937.0.10977. 0.380134.
0.916609.0.29734.0.812734.0.592048.0.93954 1.
0.220968. 0.669629.0.860569.0.466761 )

£0.8. 0.624. 0.915034. 0.303214. 0.823973.
0.565661. 0.958185. 0.156258. 0.514181.

i0.974216. 0.097966. 0.344638. 0.880864.

i 10 20 30 40 50 50 70
|
|
i

0.409276. 0.9429. 0.209975. 0.646953. 0.890778.
0.37944.0,918314.0.292551.0.807164. 0.607036.
0.930319.0.252821.0.73672.0.756458.0.718494,
1.788815. .649684. 1.887619.0.38503. 0.926974.
0.264003. 0.757791. 0.71582, 0.793345. 0.6394.
0.899213. 0.353452. 0.891242. 0.378025.
0.4916976.0.29691.0.814542.0.590127.0.943321,
(.20852, 0.643655. 0.894517.0.36799. 0.907036.
0).328854. 0.860765.0.467411.0.970858,0.110342.
0.38285.0.921476.0.282197.0.789991. (0.64703 1.
0.89069.0.37971. 0.918568. 0.291722. 0.805819.
0.610251.0.927594.(.261936.0.75397.0.723447.
0.780278. 0.668633. 0.864096. 0.457994,
0.968118.0.120375.0.41295.0.945447.0.201151,
0.626688. 0.912406.(1.311694.0.836709.0.532845.
0.970793.0.110581. 0.383577.0.922138.0.280018.
0.786271. 0.655391. 0.880829. 0.409379,
0.942973. 0.209723. 0.646383. 0.891431.
0.377449.0.916427.0.298697.0.816961.0.58319.
0.948009. 0.192221. 0.605562. 0.931541.
0.248712.0.728733.0.770957. 0.68867.0.836174.
0.53425.0.970425. 11111931, 0.387669.(.925789.
0.267946. 0.764988. 0.701147, 0.817205.
.582585. 0.948401. 0.190852. 0.602268.
0.934211.0.239696.0.710744. 0.80179.0.619799.
0.919028. 0.290221. 0.803373. 0.616064.
0.922464,(0.278945.0.784425, 0.659499.}

r41 50 7% 100 12% LSO 175

Nota:

Con el desatrollo del trabajo un porcentaje alto
de los estudiantes identificaron los sigientes
hechos: Para cualquier valor de poblacion ini-
cial con una constante 0<K<1 la poblacion ter-
mina extingiendose la rapidez de la muerte de
la poblacion depende del valor incial de ésta, a
saber si la poblacién inicial es alta, 1a muerte es
mucho mas rapida que con una poblacién baja.
La “razén de este comportamineto se debe a
que la ecuacion logistica solo corta la recta y=x
en el punto x=0.

Para un valor de 1<k<3, Ja iteracién termina en
un punto fijo diferente de 0. Siendo este el cor-
te de Ia ecuacion logistica con v = x.

Para valores mayores a 3 comienza a duplicar-
se los valores entre los que oscila la ecuacién
logistica. Cuando k toma el valor de 4, ios va-
lores entre los que oscila ia ecuacion son infini-
t0s.
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TESELACIONES

Muchas de las paredes y pavimentos de la Alambra de Granada, cubiertas de brillantes
mosaicos policromados, nos prueban que los moros fueron maestros en el arte de
recubrir un plano con figuras similares entrelazadas, ajustadas entre si, sin dejar hueco
alguno. !Listima que su religion les haya prohibido hacer imdgenes!

M.C. Escher

Se dice que una figura geométrica tesela cuando es posible superponerla o
acoplarla entre si sin dejar huecos o fisuras, de manera que sea posible recubrir
el plano. Estas formas particulares de recubrir el plano era conocida por los
antiguos como un elemento en la decoracion.

Uno de los representantes modernos mas conocidos en este arte, fue el pintor
holandés M.C.Escher, cuya obra se caracterizé por su gran contenido matema-
tico. En un articulo de 1959, Escher expresoé lo que lo motivaba a representar el
infinito a través de sus teselaciones:

“Nos resulta imposible imaginar que, mas all de las estrellas mas lejanas que
vemos en el firmamento, el espacio se acaba, que tiene un limite mas all del cual
no hay nada. El término vacio todavia nos dice algo, puesto que un espacio
determinado puede estar vacio, por lo menos en nuestra imaginacién; pero no
estamos en condiciones de imaginar algo que estuviese vacio enel sentidode que
el espacio deja de existir. Por esta razon, desde que el hombre existe sobre la
tierra, desde que esta de pie, sentado o acostado, desde que corre, navega, anda
a caballo y vuela, nos
aferramos a la idea de
un mas alld, de un pur-
gatorio, de un cielo y un
infierno, de una trans-
migracion y un nirvana,
todos MiRares de infinita
;@ en el espacio
o estadds de infinita du-
racion en el tiempo.”

Despues de su visitaa la
Alambra, Escher, tras
largas sesiones de traba-
jo inventé un método
para partir regularmen-
te la superficie plana,
gue seria admirado por
cristalégrafos y matema-
ticos.

Cobertura de un plano mediante
pijaros, Escuer, 1942




Uno de los temas sobre los que maés trabajé Escher fue sobre la participacion
periédica de una superficie. Sin embargo, como el mismo confesé: «Con la
_conciencia tranquila creo poder alegrarme de la perfeccion de la que doy
testimonio, yo no la he inventado yo ni siquiera la he descubierto. Las leves
mateméaticas no son ni creaciones ni invenciones del hombre, son sencilla-
mente, y existen en total independencia del espiritu humano».

= A
” -

Mosaico 2, Escher 1957

Durante muchos afios Escher estuvo estudiando el problema de la particion
de un plano, era tal la obsesion que sentia por este tema que regreso a la
Alhambra y se dedic6 a copiar muchas de esas teselaciones. Abordé muchos
tratados de geometria, en cuya parte teérico-formal no encontré gran ayuda,
solo la representacién geomeétrica de los teoremas le sirvieron para aclarar el

problema.

Para analizar un poco més en detalle el problema, cosidérese la siguiente

figura.
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Como se observa, el plano estd recubierto por tiridngulos equildteros. Para
seguir mds en detalle la siguiente explicacién, es posible calcar uno de los
triangulos que aparecen en la figura, y seguir cada una de las siguientes
transformaciones (isometrias) que se realizan para recubrir el plano. La pri-
mera v la mas facil de las transformaciones que se puede realizar para
recubriri el plano es una traslacion, la cual se realiza moviendo el triangulo
desde el punto A hasta el punto B. Otra forma de rellenar el plano es realizar
una rotacién desde el punto C, haciendo un angulo de 60 grados, de esta
_manera es posible hacer coincidir el tridngulo consigo misma.

Se nota que existen figuras que solo aceptan traslaciones o rotaciones, todo
esto tiene que ver con la simetria de la figura en cuestion.

La intencién, ahora, es mostrar como es posible encontrar diferentes alterna-
tivas de trabajar la geometria con los estudiantes mediante el desarrollo de
teselaciones, donde la exploracion
permite al estudiante observar que
la belleza de las matematicas pue-
de ir mas alli del trabajo en la so-
lucién de algoritmos y calculos nu-
mericos.

El trabajo con teselaciones permite
combinar matematicas y arte, y que
los estudiantes desarrollen su crea-
tividad artistica ademads de ser un
buen ejercicio sobre el sentido es-
pacial.

Una introduccién que resulta de
gran ayuda en el desarrollo de este
trabajo, es mostrar diferentes
teselaciones, va que esto permite
una mejor disposicién en la clase
para el desarrollo del trabajo.

El manejo de figuras geométricas
(tridngulos, exagonos, cuadrados,
rectangulos) puede ayudar a acla-
rar el concepto de teselacion.

Liberacion, Escher 1955.




Después de un trabajo introductorio con los poligonos regulares, los estu-
diantes observan que las teselaciones logradas no tienen la belleza de las de
Escher, en este momento, se puede introducir una de las técnicas que permite
la realizacion de dichas teselaciones.

La técnica dei mordisco

Los poligonos regulares que se utilizan para efectuar mosaicos, se pueden
transformar de manera que los mosaicos que se generen muestren diferentes
grados de irregualaridad. Usando la técnica que se CONOCE COMO nordisco, €s
posible crear mosaicos de mayor complejidad.

Una de las primeras transformaciones que se puede utilizar es la traslacién.
Como se dardn cuenta los estudiantes (después de efectuar algin trabajo),
este tipo de transformacion sélo se puede efectuar a los poligonos que tienen
sus lados opuestos respectivamente paralelos y congruentes. La técnica con-
ciste en cortar en uno de los lados del poligono algun tipo de figura y trasla-
darlo al lado opuesto, aunque la transformacion es sencilla, se pueden lograr
bellos efectos como lo muestra la siguiente gréfica.

7

N

Como se observa en la figura, el corte puede hacerce en dos lados, siempre
que el mordisco cortado se traslade al lado opuesto. Cuando se hava traslado
el mordisco v encajen perfectamente los lados rectos y las esquinas, se puede
pegar el lado con cinta o pegante para que su reproduccion sea mds facil.

Rotaciones: Este tipo de transformacién solo puede realizarse a los poligonos,
tridngulos, paralelogramos y hexagonos que tengan lados adyacentes con-
gruentes. Esta técnica es mas complicada que la anterior, pero también pre-
senta una gan variedad de mosaicos que pueden ser realizados con dicha
técnica. Estas rotaciones pueden presentar dos variedades:

Giro a partir de un lado: Cuando se efecttia un corte a uno de los lados de un
tridngulo o un cuadrilatero, se tiene que anadir el mismo lado mediante un
giro de 180 grados, ver la siguiente figura.
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Giro a partir de un vertice: Al efectuar un corte a uno de los lados, se afiade al
otro lado mediante un giro de 60 6 120 grados con centro en el vértice
comtin de los lados. Los vértices que son centro de giro, no pueden ser
consecutivos. Los giros tienen que ser de 90 grados cuando los centros perte-
necen a un tridngulo, cuadriltero o pentdgono, ver la siguiente figura.

La combinacién de todas las técnicas en forma simultinea permite crear
teselaciones mucho mas complicadas. La creacién de teselaciones hermosas
es una combinacién entre arte v matematicas, ambas igualmente importan-

tes.
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ACTIVIDAD 5

TESELACIONES

A lumnos: 150
(Grados escolares: 8all
Tiempo: un mes
Materiales:

lapiz, papel, compas,
colores y escuadras

Prerrequisitos

Nociones elementales de geometria
Temas con que se relaciond la acti-
vidad

Homotecias, rotaciones, reflexiones,
traslaciones, escalas, simetrias.

Comentarios

® Para ambientar el trabajo a reali-
zar se les mostraron a los estudian-
tes diferentes teselactones de la Alam-
bra.

® Se les ofrecieron figuras geométri-
cas que teselaban hechas en cartuli-
na (triingulo equildtero, cuadrado,
rombo)

® Se les solicitaron que realizaran
otras figuras en cartulina que permi-
tieran teselar.

® Se efectuaron en papel milimetra-
do teselaciones libres utilizando figu-
ras geométricas.

® Se les ofreciercn a los estudiantes
teselaciones realizadas por Escher,
donde se manifestaba una mayor
complejidad y belleza artistica.

® De la mayor parte de los estudian-
tes surge la pregunta sobre la forma
o técnica de realizar estas teselacio-
nes.

® Se les explica la técnica del mor-
disco y se comienza el trabajo diri-
giendo algunas teselaciones.

® Se realiza un trabajo libre en tor-
no a la técnica del mordisco.

® Esta actividad mostré que muchos
de los estudiantes que eran sobresa-
lientes en matematicas y ciencia,
pero con poco entusiamo por el tra-
bajo de arte, lograron excelentes te-
selaciones

(ver Carolina Rubiano nivel 11,
1995).

Se muestran a continuacion algunas
de las teselaciones realizadas por los
estudiantes.
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ANEXO 1

Para darle mas significado a la im-
portancia de la constante k en el de-
sarrollo de la iteracién de la ecua-
cién logistica es posible desarrollar la
actividad 4 utilizando la técnica de
iteracién grafica que fue menciona-
da en una actividad anterior. Esta téc-
nica permite al estudiante saber si
para un valor dado de k la iteracion
terminara en el punto fijo o por el
contrario esta tendra dos, cuatro,
ocho puntos periédicos.

Planteamiento de la actividad

Utilice la iteracién grafica para deter-
minar si dado un valor de O<k <4 tie-
ne puntos fijos o puntos periédicos
en su iteracién. Para efectuar esta
actividad en Mathematica defina la
siguiente funcion:

MATHEMATICA

UNA HERRAMIENTA PARA UN PROBLEMA DE
LA EVOLUCION DE ESPECIES

pintelineas[x_ }:= [Line{{{x, x},{x,

f{x1}], Line({{x, fIx]}if(xLAx}]I

donde la funciéon f{x]. es:
flx_J:=k*x*(1-x).

Después de dar un valor a k digite el
siguiente comando:

Plot [f]x],{x, 0, 1},Epilog->{Line[H0,0I-
{1,1})],Mapipintelineas,
NestList[f,0.5,20]]}]

Al igual que en el caso anterior el va-
lor inicial de la iteracion puede ser
cambiado, lo mismo el nimero de ite-
raciones.

Algunas de las graficas que se obtie-
nen en este proceso son:




k=1 v xo= 0.6 k=3.46 x0=0.3

0.25 I 0.8 e . P

AN Y \

k=3.1 x0=0.3 k=4 x0=0.3
Ve 1 I
0.6 0.8 <]
0.6 \
0.4 ;
/
o 0.4
0.2 >
0.2 ==
6.2 0.4 0.6 0.8 1 9.z 0.4 0.5 0.8 1

78



TN

ANEXO 2

LABORATORIOS
EN MATEMATICA

PLANTEAMIENTO TEORICO

Desde hace poco los programas de al-
gebra por ordenador han sido una he-
rramijenta de gran ayuda en muchas
areas de las ciencias como: la fisica,
quimica, biologia, economia e ingenie-
ria. Estos programas permiten calcu-
lar con simbolos 0 numeros precisos
una serie de operaciones matemdati-
cas que llevarian mucho tiempo efec-
tuarlas manualmente. Para no ir muy
lejos el simple calculo de la inversa
de una matiz de 5 x 5; es decir, de
cinco filas por cinco columnas es ya
de por si una labor bastante desagra-
dable v propensa a errores por las
muchas operaciones que estan invo-
lucradas. Algunos de ustedes se ha-
bran encontrado con el cdlculo de in-
tegrales (elipticas) que descorazonan
al mas experto en la materia. Es aqui
donde el ordenador puede ayudar a
los alumnos a liberarlos de las opera-
ciones engorrosas y rutinarias para
que puedan prestar mayor atencion
a la comprension y tiempo a los con-
ceptos y aplicaciones con las matema-

ticas. Sin embargo, esto exige del pro-
fesor un replanteamiento distinto en
la clase, por ejemplo, la introduccién
de la calculadora grafica en el aula.

Existen muchos ejemplos de progra-
mas de algebra por ordenador, entre
los que se pueden mencionar el Deri-
ve v el Reduce, estos se fundamentan
en reglas de sustitucién de términos.
Cuando no se cuenta con una buena
sala de ordenadores, el manejo del
Derive es una buena opcién ya que
para ser ejecutado se necesita un
386Dx 25 mhz, pantalla monocroma-
tica o color.

El programa Mathematica ha popula-
rizado el dlgebra por ordenador gra-
cias a sus posibilidades graficas.

Lo que se pretende mostrar en este
anexo son ejemplos de laboratorios
que se pueden desarrollar sobre dife-
rentes temadticas con ayuda del ma-
thematica.
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ILABORATORIO 1

En este laboratorio se estudiaran las graficas de la forma A*sin(x) + D con A,D
variables.

1. Utilice el programa Mathematica para completar la siguiente tabla. Efectie
cada gréfica aparte. Luego grafique todas las ecuaciones en forma simulta-
nea para observar los efectos de las variables A, B sobre las respectivas gra-

ficas.

Ecuacién Maximo Minimo | Amplitud

1*Sin(x)+0

]
n

2*Sin(x)+0

e
In

1*Sin(x)+2

‘g
I

y = 2*Sin(x)+0.5

y = -2*Sin(x)-1

y = -5*Sin(x)-1.5

y = -0.5"Sin(x)+0.5

y = -0.3*Sin(x)-2

4*Sin{x)+3

~
i

2. Utilice los resultados de la tabla anterior para responder a las siguientes
preguntas

a. ;Si la variable D es positiva qué le pasa al grafico?

b. ;Si la variable D es negativa qué le pasa al grafico?

c. ;Si, la variable D = 0, qué le pasa al graficode y = Asin(x)?
d. ;Qué le pasa al grafico si la variable A es positiva?

¢. ;Qué le pasa al grafico si la variable A es negativa?

f. ;51D =0y A un niimero positivo se altera el periodo de Sin(x)?
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LABORATORIO 2

En este laboratorio se mostrara como afecta la variable B a la gréfica de la
ecuacién y = Sin(Bx)

1. Utilice el programa mathematica para graficar cada una de las ecuaciones
que aparecen en la tabla; luego, grafique en forma simultanea todas las ecua-

ciones para ver el efecto de la variable B.

Ecuacién B Periodo
y = Sin(x) 1
y = Sin(2x}

y = Sin(1/2x)

y = Sin{4x)

y = Sin(1/4x}

y = Sin(px)

y = Sin(2px)

y = Sin(p/2x}

y = Sin(3px)

y = 5in(8x)

2. Explique como afecta la variable B el periodo de la funcion.
3. Si B es postivo y mayor que cero que le pasa a la grafica de la ecuacion.
a. Si 0 < B <1 que le pasa al periodo y al grafica de la funcion.

b. Encuentre, utilizando los resultados de la tabla, una posible férmula para el
periodo de la funcion.
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LABORATORIO 3

Raices v coeficientes de ecuaciones polinomicas

El laboratorio pretende que los estudiantes encuentren una justificacion que de
razén de la relaciones que sc¢ presentan; ademds, darse cuenta de que existe
una relacién entre los coeficientes v las raices de los polinomios.

La forma general de una ecuacion de tercer grado es: A + Bl +Cx+ D=0
y una ecuacién de grado cuarto se puede escribir asi:

Axt BT+ Dx+ E=0
Es posible probar que Si:

A=1 B=—(r,+r + r) C=rrn+nn+nn D)= —r,r,ryuse una calculadora

de mano para efectuar los célculos y poder llenar la siguiente tabla, luego gra-
fique cada uno de los polinomios encontrados y compruebe que las raices en-

contradas son correctas.

Raices

r, r,or, 1, Grado A B C D E Ecuacion R. correctas
2 13 3 12 5 6 x-2x7-35x+6=0 si
S0 -1

4 0 1

22

i 22

2 RS

-2 Z | l

-5 -1 5

Geio3-02 4

2. Construya otros polinomios con sus respectivas raices.

3. Trate de encontrar una justificacion a las formulas de arriba.




LABORATORIO 4

En este laboratorio lo que se pretende es que el estudiante conociendo la parte
tedrica del tema especifico, utilice el ordenador para evitar realizar calculos
engorrosos y, por otro lado, poder visualizar aspectos del problema dificiles de
lograr sin la ayuda del ordenador.

Problema:

Sea g(x)=x*{sin{x))*2, encontrar el volumen del solido de revolucién que se
obtiene cuando se hace girar la funcion y=g(x} entre x=0y x=p, alrededor del
ejey.

Una posible forma de enfrentar el problema utilizando el mathematica seria:
In[1): = gfx_]: = x*Sin{x]"2

Plot{gix],{x,0,Pi}]

1.8

0.5

in[1}:= volumenx = Integrate[Pi*g[x]"Z,{x,O,Pi}]

-i15Pi*¢  PH
+ —

64 8

In[1): = N[volumenx]
Out[1): = 9.86295

In[1):= volumeny = Integrate[Z*Pi*x"g[x],{x,O,Pi}]

Qut{l):=
-Pi? Pi
RS + —
2 3

In [1]:= Nivolumeny]
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Out{1]:= 27.5349

En este momento se va autilizar una parametrizacién que permita efectuar la
grafica. En este caso la parametrizacion va utilizar las coordenadas cilindricas:

In{1}:= x[r_t_):=r*Cos[t]
In[2):= y[r_t_}:=r*Sin{t]
In[3]:= z[r_t_):=glr]

In[4):= ParametricPlot3D{(x[r,t],y[r, 1], z[x.t1}{r,0,Pi}, {t,-PiPil]




ANEXO 5

FRACTALES
Y SISTEMAS
FORMALES

Planteamiento teorico

Como se menciond en la actividad de la curva de Koch, el concepto de curva
fue uno de los conceptos que caus¢ mas problemas a la intuicién en el siglo
XIX. En lo que toca al concepto de curva, la mayoria cree tener una idea infui-
tivamente clara. Sin embargo, en 1890 Giuseppe Peano demostr6 que si bien es
cierto una curva es generada por el movimiento de un punto, los planos tam-
bién pueden ser generados por el movimiento de un punto. O sea, que es posi-
ble que un punto que se mueve de una manera particular pase a través de
todos los puntos de un plano en un tiempo finito. Considere el siguiente grafi-

co.

Se divide un cuadrado unidad en cuatro partes iguales y se unen los centros de
esos cuadrados por segmentos, como se observa en la grafica anterior. Luego,
cada uno de estos cuadrados se divide en cuatro cuadrados y se conectan sus
centros como en el caso anterior, comenzando siempre por por el cuadrado
inferior izquierdo y terminado en el cuadrado inferior derecho. Se contintia asi
de forma indefinida uniendo los centros de los cuadrados que resulta de estos

rocesos. La curva limite que resulta de estas poligonales “llena el cuadrado
unidad”. Esta curva de Peano es una curva fractal.
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In{1]:=Plot3D[Exp[-(x"2+y~2)/8]*(Cos[x]*2+8in[y]*2).{x,-5,5).1y,-
Pi,Pi},PlotPoints->30]

La linea PlotPoints le dice a mathematica cuantos puntos utilice para poder
efectuar la grafica.




Debido a que en muchos casos la intuicion resulto enganar al sentido comun,
los matematicos se volvieron mds escépticos sobre la validez de la intuicion
aunque no la dejaron de lado.

Tanto en la curva de Koch como en la de Peano, la idea de recursion es de gran
importancia, entendiendo por procedimiento recursivo aquel que para el cal-
culo del n-ésimo valor es necesario el (1 -1)- ésimo vator. Un ejemplo de funcion
recursiva es el factorial, puesto que n! = {n-1)}! n. En cuanto a la curvas mencio-
nadas se comportan de manera recursiva puesto que para obtener la siguiente
grafica se necesita la anterior.

Considere la siguiente variacion de la curva de Koch.

e~ Un,

Como se observa cada una de las figuras se obtiene de la anterior aplicando
una regla o transformacion.

Estos fractales tienen una propiedad en comun y es que pueden ser generados
utilizando los sisternas formales; es decir, un lenguaje, axiomas y unas reglas o
teoremas. En el caso anterior, el sistema que permite la generacion de la curva
en cuestion es la siguiente:

Lenguaje: A +,-
Axioma: A
Regla: ABA-A+ +A-A

Para obtener los siguientes “teoremas” es necesario aplicar la regla a cada una
de las A. Por ejemplo, el segundo teorema seria:

A-A++A-A-A-A++A-A++A-A++A-A-A-A++A-A. En sintesis, el namero de A
de n-ésimo teorema es igual al niumero de A de la regla por el namero de A de

n-1 teorema.

Sin embargo, para que el sistemz formal pueda producir el dibujo en cuestion,




tiene que ser interpretado, esto es, darle una interpretacion a los simbolos de la
siguiente manera:

+: giro 45 en el sentido de las agujas del reloj
- giro de 45 en sentido contrario a las agujas del reloj
A: dibujar una linea de una unidad

De lo anterior se deduce que la interpretacion del axioma es muévase una
unidad hacia adelante. Y la interpretacion del teorema seria:

- muévase una unidad

- gire 45 a la izquierda

- muévase una unidad

- gire 45 a la derecha

- gire 45 a la derecha

- muévase una unidad

- gire 45 a la izquierda muévase una unidad

Es bueno aclarar que cuando se dibujan fractales, cada uno a partir del ante-
rior, aplicando una transformacién, los dibujos obtenidos tienen el mismo ta-
mafio en el sentido horizontal.
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1. Deduzca los tres primeros teoremas de los siguientes sistemas formales y
realice el dibujo correspondiente.

Lenguaje: Simbolos A+,

Axioma: AA—AA—AA

Regla: A® -AA++AA++AA-
Interpretacion del sistema

A dibujar un segmento hacia adelante
+: gire 60 a la derecha

: gire 60 a la izquierda

Lenguaje: A, +, -

Axioma: A

Regla: A® -A+A+A-

interpretacion: + giro de 90 a la derecha ,- giro de 90 a la izquierda

2. Construya fractales utilizando la idea de sistema formal.

Algunos de los fractales que se pueden lograr se muestran en la grafica infe-
rior:

Axiomaf++++f++++f
Reglaf:+f—-f++f-

Angulo 20 grados




Axioma f-f-f-f
Reglaf=f-f+f+ff-f-f+f

Angulo 45 grados

3 Deducir el axioma la regla v el lenguaje de los siguientes fractales

RG

RG



Comentarios

La actividad es muy bella para ser trabajada con cualquier curso de bachillera-
to. Al principio, la actividad de la interpretacion del sistema formal con el di-
bujo mismo causa problemas, sin embargo, el trabajo paulatino va mejorando
esta situacion.

Otro aspecto que causa problemas al comienzo es el trabajo con la regla y
transportador {(giros a izquierda, giros a derecha).

Efectuar una figura bien terminada es un proceso largo y de paciencia, es me-
jor no realizar este trabajo si no se cuenta con el tiempo necesario.

Este trabajo potencia el trabajo creativo y reflexivo, aspectos importantes en
las nuevas formas de trabajo de la matematica en el aula.
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i - Calculo numérico y simbolico

ANEXO 4
EL PROGRAMA
MATHEMATICA

El programa mathematica es uno de los mejores softwares de matematica sim-
bélica que existe en la actualidad. Fue desarrollado por Wolfran Research Inc a

finales de la década de los 70.

Con el desarrollo de nuevos hardware v lenguajes de programacion como el C++,
fue posible desarrollar programas en matematicas que pasaran del simple calculo
matematico al desarrollo simbélico v a la utilizacion de potentes interfaces grafi-
cas. En sintesis, el programa mathematica tiene las siguientes caracteristicas:

- Un sistema de visualizacién para funciones v datos

- Un lenguaje de programacién estructurado de alto nivel

- Modelaje y andlisis de datos

- Un sistema para la representacion de conocimiento cientifico y técnico

- Una plataforma para el desarrollo de software en diferentes aplicaciones

Lo que pretende este anexo es que los usuarios que no tengan ningun conoci-
miento del programa puedan realizar las diferentes actividades que se han
planteado en los talleres. De ninguna manera se trata de hacer un manual de
consulta extensivo, solo nombrar algunas de las principales funciones de pro-
grama. Para un estudio mas sistematico se recomienda consultar Mathematica
A system for doing Matehematics by computer de Stephen Wolfran. La version
utlizada para efectuar los diferentes talleres es la 2.1, existen otras versiones en
el mercado pero los comandos utilizados sirven para cualquier versiéon. Hay
que aclarar que el Mathematica necesita un PC 486Dx 4 con 35 megas de disco
duro libre y minimo 8 megas en RAM; sin embargo, es recomendable 12 megas

en RAM.
Para entrar a Mathematica se hace doble clic en el icono correspondiente de
Windows, al hacer esto la ventana que aparece es la siguiente:
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Ahora se describen aigunas operaciones basicas en mathematica.

Supéngase que se quiere realizar un calculo matematico con un grado de aproxi-
macioén decimal. Por ejemplo, hallar la /5 4+ /2 con 30 cifras decimales.
Para ver como se realiza esto con mathematica observe la siguiente gréfica.

-# Mathemailics tor Wisdows - |Nawnkb-2]

¥ Eile Edt (el Graph  fction Zoie Options  Window dep ol =]
‘-..Ltl.llﬁ.. P N S L P D TS S e |
T B 3 Y | 2 o 1
A2y - el
NlSgrt [E)+5qrt(2],320] —
P
3.65026153987280474521086239294

«| | LF'J

Croste a nows N ole ook, : TEOK, Hutus Fien

La letra mayuscula N le dice a mathematica que el calculo que se va efectuar es
numérico, Sqrt =[x , note la coma y el nimero 20, esto le dice a mathemattca
que la operacién que se va a realizar antes de la coma utilizard 20 decimales
significativos. Después de digitar esto en el teclado, se digita la tecla Insert, que
es la tecla que hace que mathematica efectie la operacion que se acaba de digi-
tar. Al realizar esto, si es la primera vez que se carga el mathematica, el progra-
ma cargara un programa llamado el Kernel o nucleo del programa. Luego de
esto, en la pantalla aparecerd In[2] : = y la respectiva linca de entrada v Out|2] :=
v la respectiva salida. In{2] : = No es digitada por el usuario sino que es colocada
por el programa mathematica.

En este punto hay que resaltar que las funciones propias del mathematica tie-
nen siempre la primera letra en mayuscula. Algunas de las funciones del pro-
grama mathematica somn:

Mathematica funcién o constante que representa
Explx] = o
Log[x} = log, (x)

Loglbx] = Log, (x}

i Sin[x), Coslx |, Tan [x] funciones trigonométricas dadas en radianes
ArcSin [x] , ArcCos|x] , inversas de funciones trigonométricas.
ArcTan|x]

n! Factorial de n
Abs [x] valor absoluto de x

Existen también definidas algunas constantes:
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Pi= r=314159
E = e=271828

Ahora se daran algunos ejemplos de calculo aritméticos que se pueden realizar
en mathematica:

f1] : = 10+12

Out|l]: =22

In[2]: = N[E~Pi/2,50]

Out|2] := 11.5703463163896345028645431839742736901330531213
Int[3): = Factorinteger[50711317101513] |
Out[3] := {13, 21, {156833, 1}, {35927329, 1]}

La funcién Factorinterger devuelve los factores primos del numero en cuestion,
esto quiere decir que en el ejemplo anterior

50711317101513= 32 *156833*35397329.

Existen otras funciones numéricas con las cuales se pueden efectuar investiga-
ciones con los alumnos sobre los niimeros primos, estas son: Prime[x] que da el
siguiente nimero primos a x y PrimeQlx] que dice si el niumero x es primo 0 no,
por ejemplo:

In[4)] := Prime(35927329]
QOut[4] = 693373531

n[5] := PrimeQ(693373531]
Qut[5] := True

La salida nimero cuatro muestra que el siguiente nimero primo después de
35927329 es 693373531, la salida nimero cinco afirma que el numero

693373531 es un numero primo.

Otra de las grandes ventajas del mathematica es su interface gréfica que permi-
te efectuar gréficos sofisticados, que pueden ayudar a visualizar conceptos o
ideas a los alumnos para que puedan desarrollar exploraciones sobre diferen-

tes topicos.

Ahora se mostraran algunos de los comandos que permiten efectuar graficas
variadas y los resultados de las salidas de estos comandos en mathematica.

In[1] := Plot[Sin[x]*Cos[x],[x,0,Pi}]
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Out[1] : = - Graphics -

Lo que se le dice a mathematica es que grafique la funcion Sin[x]*Cos[x] en el
intervalo 0 y p.

Es posible también en mathematica definir una funcion para luego poder ser
utilizada en cualquier parte.

Inf2}:= flx_]:= x"3-7x+6
QOut[2]:=
Ahora se le puede decir a mathematica que grafique la funcién

Inf3]: = Plot[f{x),{x,~4,3}}

/\\0 /
\v
-4 3 -2 -1 1 4 3
-10
=20
-30

’

QOut {4): = - Graphics-

El comando Plot permite efectuar la grafica de varias funciones en forma si-
multanea

In[5]:= Plot{{Sin[x],x"2+3*x-1,Cos[x]},{x,-Pi, Pil]




Qui[5): = - Graphics-

Es posible efectuar gréficas en dos dimensiones en forma paramétrica ast:
inj6}l:= ParametricPlot{{Sin{t],Cos[t]},[t,0, 2Pi}]

B
-

Outl6]:= -Graphics-

El programa mathematica permite también efectuar grificas en variables algu-
nos de los comandos que permiten realizar esto son:

- Plot3D efectia una grafica en tres variables.
- ParametricPlot3D efectia una grafica en tres variables parametrizandolas.

- Graphics3D permite efectuar graficas por componentes.

Los siguientes son algunos de los ejemplos:

In[1):= ParametricPlot3D[(Sin[t],Cos{t],t/3},(t,0,15]]




Otra de las caracteristicas que posee el mathematica es el trabajo algebraico. El
programa puede encontrar soluciones exactas a ecuaciones, lo mismo que so-
luciones numéricas. Puede expandir una expresion algebraica, factorizar una
expresion, simplificar etc. Se mostrardn algunos de los comandos que permiten
el trabajo algebraico.

Solvelflx]== mimero real] este comando permite encontrar la solucién de la ecua-
cién.

Ahora se dara un ejemplo de la utilizacién de este comando.
In [1] : = Solve|3x+7==4]

Out[1] : = {{x -> -1})

In[2] : = Solve|x"3+x"2+x+1==0]

Outl2]: = {ix -> -1), {x > [}, Ix -> -1}]

La salida para la ecuacion 3x+7=4 , muestra que la solucién es x= -1, para la
segunda ecuacién x*+x>+x+1=0 , muestra que las raices de la ecuacion son

x=-1, x=1, x=-

El comando Solve se puede utilizar para encontrar la solucién de un sistema de
ecuaciones, por ejemplo: 2x-3y+4z=2, 3x-2y+z=0, x+y-z= 1

In[1] := Solve[{2x-3y+4z==2, 3x-2y+z==0,x+y-z==1}]
7 9 3
x->—y>,—2z->—l

10 5 2

Es posible utilizar este comando para resolver ecuaciones de grado superior,
como: 4xi+yl= 4, x2+4y’= 4

In[1]:= Solve{{4x"2+y~2==4,x"2+4y 2==4}]

Out[1):= 2 2
{{x > , Y -> ?
Sqrt[5]  Sqrt{5]
-2 2
[x > Y > ),

Sqrtf5]  Sqrt(5)

2 -2
[x > —— y > )
Sqrt[5) Sqrt{5]
2 2
[x > LY > h

Sqrt[5}] Sqrt[5] '
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El programa también permite encontrar raices aproximadas de una ecuacion,
el comando que permite esto es: NRoots| flx]==0,x] la funcién f[x] es ala que se
le encontraran las raices v la x especifica con respecto a qué variable se encon-

trardn las raices. Ejemplo:

In[1]:= NRoots[xA5+x N 4-4x"3+2x2-3x-7==0,x]

Out[l):= x == -2.74463 1| x == -0.880858 | |

x == 041452 - 1.19996 1 1 |

x == 0.41452 + 1.19996 1 1 | x == 1.79645

Como se observa esta ecuacion posee tres raices reales y dos complejas, que
como es de esperarse son conjugadas. Otra forma de encontrar estas raices
seria: primero efectuar la grafica observar aproximadamente la localizacién de

las raices, para luego utilizar el comando FindRoot que permite encontrar los
ceros de una ecuacién, pero cerca a un valor dado de x. El siguiente ejemplo

aclara esto:

In[1]:= Plot[x"S+x"‘4-4xf\3+2x"2-3x—7,Ix,-3,2]] ;
20

10 L
-3 -2 -1\\1/ 2

Out[l):=

In[l}:= FindRoot[x"5+x“4-4x"3+2x"2-3x-7,{x,-ll]
Out{1]:= |x -> -0.880858}

mi2]:= FindRoot[x"‘5+x"4-4x"3+2x"2-3x-7,[x,-Z.S}]

Ou[2}:i= {x -> -2.74463}

In[3):= FindRoot[xA5+x M -4x3+2x2-3x-7,{x,2]]
Out[3]:= {x > 1.79645)
Las otras raices se encuentran de la misma manera.

Como se observa, tratar de hallar estas raices en forma manual, aunque se
conozca la teoria, puede ser una labor bastante tediosa.
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Otros de los comandos de gran ayuda para el manejo de expresiones algebrai-
cas son los comandos Factor, Expand, Simplify.

n[1}:= Expand[(1+x)"3]
Outfl}:=

1+3x+3x% +x?
In[1k:=Expand[(1+x+3y)"4]

QOut[1]:=

T+dx+6x2 +4x> +x* +12y+36xy+ 36x2y+12x°y+54y* + 108 xy?
+54x?y?+108y*+108xy’+81y*

In[1]:= Factor{%]

Qut[l]:=(1 + x + 3 y)

E} simbolo de % ,dentro de la orden Factor, le dice a mathematica que utilice el
resultado de la linea anterior. Si se hubiera utilizado la orden Simplify[%] se
obtendria el mismo resultado.

Otro de los médulos que posee el mathematica es el trabajo estadistico de datos:
este modulo permite trabajar con estadistica descriptiva, distribuciones conti-

nuas, distribuciones discretas, test de hipétesis, intervalos de confianza, regre-
sion lineal.

Para trabajar con este médulo (Paquete) se debe cargar el médulo, esto se rea-
liza de la siguiente forma:

In[1]:= <<Statistics ‘DescriptiveStatistics’

Se presenta un ejemplo de trabajo estadistico para los siguientes datos:
In[2]:= data= {4.3, 7.2, 8.4, 5.8, 9.2, 3.9)

Out[2]:= (4.3, 7.2, 84, 5.8, 9.2, 3.9|

In|3]:= Mean(dataj}

Out|3] := 6.46667

In|4]:=Variance{data]

Out(4] := 4.69467

In[5]:= DispersionReportfdata]
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Cut[5):=

|Variance -> 4.69467,

StandardDeviation -> 2.16672,
SampleRange -> 5.3, MeanDeviation -> 1.8,
MedianDeviation -> 2.05,
QuartileDeviation -> 2.05}

Existen otros médulos en estadistica, se recomienda consultar el manual del
usuario.

El mathematica tiene una serie de funciones para el manejo del calculo en una 'y
en varias variables, ademas de permitir la resolucion de ecuaciones diferencia-
les, el trabajo con sucesiones y series, transformada de Laplace, transformada
de Fourier, polinomios de Legendre, polinomios de Bessel, funcién delta de
Dirac, etc. Reiteramos que esto no es un manual de consuita, sino una referen-
cia rapida para permitir a los maestros y alumnos utilizar el programa para
realizar los talleres en los que se utilizé el programa. Por esto, se dan algunos
ejemplos de la funciones que pueden ser de ayuda.

La funcién Limit{expresion, x->a] permite encontrar el limite de la expresién cuan-
do x tiende hacia a.

In[1]: =Limit[Sin[3x]/x,x->0]

Out[l]:= 3
In[2}: :Limit[Zx"2+25x+72/(72—47x-14x"2),x->9/ 2]
7183
Out[2]i= —
7
Inf2): =Limit[(50xA2+95x+24)/ (20x2+77x+72),x->Infinity]

Outf2]:= 5/2

flx+h)-f(x)

El programa también permite calcular derivadas : f'(x)=ltm,_, -
el comando para calcular las derivadas es Dlexpresion,x].
In[1]:= D[x"4-5x+6,x]

Qutf[1]:=-5 + 4 x?

40N




El comando para calcular integrales es Integrate{expresion.ix,a,bl] esto permite
el calculo de integrales definidas.

In[1]:= Integrate[x”2,|x,a,b]]

out(l= =4 %

3 3

In[1]:= Integrate|Sin[x]*Cos[x],x]

outli= _Costx)*

Ademds de limites, infegrales y derivadas, es posible trabajar con series de po-
tencia, esto es, aproximar una funcién n-veces derivable por un polinomio con
coeficientes enteros.

In[1):= Series|Expix],{x,0, 5}]
x2 I3 x‘l 5
tfl= I+x+—+—+—+
Out{1] Xttty o[x]

FA

Otras de la comandos que se utilizaron en los talleres fue Nest{flx],x, nitmero de

veces]
Este comando compone la funcién consigo misma un nimero determinado de

veces.
In[1}:= NestjCos[x],x,2]
Out(1]:= Cos[Cos[x]]

Determinar el comportamiento de la compuesta en una clase de tiza y tablero
puede ser complicado, sin embargo, con mathematica se puede efectuar la gra-
fica de la funcion Cos[x] y Cos|{Cos[x]] para observar el efecto grafico de la

compuesta

in[1]:= r{x_l:=Nest[Cos,x,2] en la funcion r[x] se ailmacena la segunda com-
puesta

mn[1}:= Plot[{Cos[x],r[x]},{x,0,4*Pi},I’iotSt'yle->iDashing[(.Ol 1,GrayLevel[0]}]
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La grafica punteada es la funcién Cos|x] y la otra la compuesta.

Existen muchos otros comandos y propiedades del mathematica que seria muy
dispendioso nombrarlos. Esto sin contar la programacion en mathematica, sin
embargo con los comandos vistos hasta ahora es posible aventurarse al trabajo
matematico con mathematica. En la bibliografia se daran otros textos que pue-
den ser consultados para adquirir mas destreza con el mathematica.
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Conclusiones

El trabajo realizado con los estudiantes utilizando el ordenador como herra-
mienta en la realizacién de laboratorios de matematicas mostro que despierta
el interés en la mayoria de los estudiantes. Aunque al principio del trabajo se
presentd resistencia por la lectura (en ingiés algunas veces ) de los manuales de
mathematica, 1a actitud fue cambiando cuando se dieron cuenta que el progra-
ma podia realizar una serie de operaciones {factorizacion, calculos compiejos,
limites, graficas etc.) que en la mayoria de los casos son operaciones rutina-
rias que causan problemas a los alumnos. El trabajo de los alumnos después de
esta motivacion se aceleré de tal forma que utilizaban las horas de descanso
para dominar el programa (debido al poco tiempo que tienen en la clase de
ordenadores: dos horas semanales). En este punto quiero recalcar que esta fue
una de las dificultades que no permitié un mejor trabajo, puesto que no todos
estaban dispuestos a trabajar en las horas de descanso para tener un mejor
dominio del programa.

El desarrollo del trabajo mostro que en la planeacién de los laboratorios se debe
tener presente que no tiene sentido efectuar talleres en los que se les pida a los
estudiantes que copien una respuesta que da el programa, por ejemplo: graficar
una ecuacién, solucionar un sistema de ecuaciones, factorizar una expresion
algebraica etc., ya que esta clase de trabajo no aporta mucho al estudiante. En
los talleres hay que recalcar que uno de los objetivos principales es lograr que
los estudiantes tengan vivencias de conocimiento, que no se trata de dar una
oorden al computador para que este realice una factorizacion, por ejemplo, sino
realizar un taller para que el estudiante a través de una busqueda pueda
encontrar o visualizar que existe una relacion entre los coeficientes y la
factorizacion. Si bien es cierto que cuando se comienza el trabajo, este es el tipo
de actividades que se utilizan para que los estudiantes se familiaricen con el
manejo del programa, es necesario mostrarles que la respuestas del ordenador
no poseen valor si no se les da un significado.

Es necesario que después de la realizacion de un laboratorio, se creen espacios
para que los estudiantes socialicen y argumenten sus diferentes conclusiones;
estos debates enriquecen mucho la actividad, puesto que en este espacio es
donde el trabajo con el ordenador adquiere sentido.

Una de las dificultades alrededor de este punto tuvo que ver con los pocos
equipos (ocho), con que contaba la escuela, que tenian los requerimientos de
hardware que el programa necesitaba, por esta razén, era necesario que traba-
jaran tres personas por ordenador y, en algunos casos cuatro, esto mostro que
dos de los estudiantes trabajan y los otros eran espectadores de la actividad;
por tanto, en las discusiones no participaba la totalidad de la clase. Lo ideal
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para desarrollar el trabajo es que trabajen dos personas por ordenador, ya que
esto facilita el trabajo y da mejores resultados. Ademas, una estrategia que se
utilizé en el trabajo fue el nombramiento de un monitor que ayudara a sus
comparieros en el manejo del programa, mientras que el profesor orientaba el
trabajo, esto colabord en el desarrollo de la actividad.

Si bien es cierto, el trabajo con el ordenador cambio mucho la actitud de la clase
frente al trabajo en matematicas, existio también un grupo de alumnos que se
mostraron reacios para realizar el trabajo con el ordenador. En muchos casos,
estos alumnos tenjan la imagen de que el ordenador es simplemente una
maquina para jugar y efectuar trabajos escritos de gran calidad. Por esta razon,
su trabajo en los talleres se convertia en una tortura y aunque trabajan en los
talleres, la respuestas del computador parecian no tener significado para ellos.

Con aigunos estudiantes sucedi6 algo paraddjico, puesto que su actitud cam-
bi6 cuando se trabajo programacién en BASIC. Aunque este trabajo exige mas
compromiso y creacién por parte del estudiante, debido a que no se trata de
dar comandos para que el programa dé una serie de respuestas, algunos
estudiantes lograron mejorar significativamente su trabajo. Se podria pensar
que cuando se presenta el trabajo con ciertos nivels de programacion, los
estudiantes cambian la idea de ver el ordenador como una mdquina para jugar
v efectuar trabajos, y que también es posible interactuar para modelar, experi-
mentar, hacer hipotesis etc.

Otra faceta que mostré el trabajo con experimentos matemadticos, es que si bien
se disefian una serie de laboratorios sobre algunos tépicos de matematicas
contemporéneas, cuando se realizan estos talleres, en la gran mayoria de los
casos, los estudiantes realizan preguntas que involucran otra serie de temas
que no estaban contemplados en la actividad. Esto hace que la clase sea dind-
mica v diferente a la clase tradicional, donde el maestro llega con un texto, abre
una de las paginas y recita lo que hay que ver en esa clase. Este tipo de
précticas son las que han convertido la clase de matematicas en una dictadura,
donde la creatividad, la autonomia, parecen estar prohibidas.

La presentacién de temas como fractales, sistemas dinamicos, caos determinista
etc, que son considerados complicados para ser presentados a los estudiantes,
se tuvieron en cuenta para el trabajo de muchos temas del curriculum (limites.
convergencia, divergencia, perimetro, area, pendiente etc.),

El hecho de realizar la actividades como el juego del caos, permite que los
estudiantes se hagan preguntas tales como: ;Por qué es posible que sucesos
azarosos generen estructuras ordenas?, ;por qué la iteracion de una ecuacion
para unos valores tiene un comportamiento determinista y para otros cadticos?
;Cémo es posible que una figura geométrica posea un perimetro finito y
encierre un area infinita? Esto, por si sélo, es ya una ganancia en la clase de
matematicas.

El poder introducir estos topicos de matematicas contemporaneas con elemen-
tos sencillos que existen en la mayeria de colegios es una ventaja. Ademas, el
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afrontar la misma actividad de formas diferentes (lapiz y papel, con ordenador,
con elementos de geometria, de célculo etc.), hace que una misma actividad
sea un reto en diferentes niveles de complejidad.

Las actividades sobre el juego del caos y fractales, no se explotaron como
podria haberse hecho; uno de los factores fue falta de tiempo y otro el desco-
nocimiento de formas para profundizar de manera sencilla con los alumnos en
el estudio de estos temas. Por ejemplo, en el juego del caos, las preguntas y la
actitud de asombro de los estudiantes no se aprovecharon para afrontar el
problema de la dimensién de la figura obtenida, utilizando recubrimientos por
cajas. También faité responder preguntas de los alumnos, como: ;Por qué la
figura que surge posee €sas simetria particular?, el tridngulo que surge se
debe a que se toman tres puntos para realizar el juego?, ;por qué aparecen
triangulos dentro de triangulos etc.? Sugiero que quien realice la actividad del
juego del caos le de una mayor importancia y consulte la bibliografia que se dio
para profundizar en la actividad, ya que de ella se pueden desprender muchas
actividades.

Otro de los puntos que pudo enriquecer la actividad de fractales v que no se
realizé fue el desarrollo de programas que generan, por ejemplo, el conjunto de
Mandelbrot o conjuntos de Julia. Estos programas son sencillos de realizar con
un minimo de conocimientos en programacion en Basic; ademas, sise descono-
ce el manejo de la parte gréfica, es posible que los alumnos a los que se les
ensefia Visual Basic los realicen mas fécilmente.

Si los alumnos no conocen algo de programacion, se podria hacer que manejen
algunos de los programas de fractales como por ejemplo el Fractint, que es un
programa potente y didactico que no posee derechos de autor y puede ser
copiado sin ningtin problema. El programa permite obtener diferentes fractales
y las imagenes que se obtienen son hermosas. Con este programa se puede
investigar la autosimilitud de los fractales a pequena escala.

En general, el trabajo sobre topicos de matematicas contempordneas y la utili-
zacion del ordenador para efectuar laboratorios matematicos, fue una expe-
riencia enriquecedora para los alumnos como para el maestro. Quedan muchas
cosas por hacer alrededor de esta experiencia, es necesario que se pongan en
practica por otros maestros para que asi se puedan recoger diferentes puntos
de vista e ir mejorando la presentacién de estos temas en la educacién media.
Ademas, ir incorporando el ordenador como una herramienta en la clase de

matematicas.

Este proceso necesita, sin embargo, maestros que estén dispuestos a jugarsela
por un cambio de actitud en la enseftanza de matematicas.
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