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INTRODUCCION:

Es un placer presentar 2 Ud.(s) una guia para resolver problemas de diferentes
dreas de la matemdtica con Mathematica. Quizds el mds caro de los deseos de
todo buen profesor de matemdticas es el estimular a sus estudiantes a adentrarse
en la Iégica de los procesos de planteo y resolucién de los problemas, mds que en
la simple ejecucion de cdlculos mecidnicos. Debo confesar que Mathematica hace
posible te deseo, y es que trabajar en el ambiente Mathematica es penmitirnos que
sin perdida de tiempo dediquemos nuestra atencioén al problema y su entomo.

Para resolver un problema en Mathematica se requieren al menos 4 fases:

1. Definicién del problema adecuando sus datos y realizando una descripcion

comprensible de premisas y objetivos.
F

"

P

17 Llaboracion. del models IH‘J[CI’!idllLO que fepresente el problema en cuestion. La
reatividadpeysfuaduinEheadid-Gel que resuglve el problema se manifiesta en esta

HENGH ' .
e do Al //

—'—_—-_—____MF—-—“_—— . .
5. Re%olver“lmé_féo_rpcuhnmtlcg,LS__mu donde Mathemarica es Gtil, pues el
‘ on&c,‘unrcmdwcrsos ¢lementos de dste paquete posibilitan dar solucion al
) Bel§a ihbdetado v Tacili L verificseion de os resultados obtenidos.

k=t

4. Respuesta al problema planteado en téminos del enunciado y a partir de la
informacidn obtenida en la fase 3 .

La fase 3, ejecutada sin apoyo computacional suele ser tediosa o demasiado
larga y casi siempre no gratificante, con las ayudas del computador y de un
paquete como Mathematica , tal fase se realiza rdpidamente y da tiempo para que
nos dediquemos a lo nuestro, que en el caso que nos ocupa es, pensar bien un
planteo o una solucidn de un problema matemdrico.

Nuestro propdsito con esta guia, es reunir en un solo libro una gran variedad de
problemas matemadticos y mostrar al lector como deben ser transformados y
planteados en un ambiente mucho mds restringido como lo es el computacional.
Esta experiencia es saludable en la medida en que permite al estudiante o al lector
de nuestro trabajo aventurarse por estos dos espicios e interactuar con ellos,



ubicando los puntos de encuentros y desencuentros, entendiendo asf el muy bien
ganado prestigio que estas dos esferas del saber gozan en la sociedad moderna.

Esta obra se inscribe dentro del propdsito de hacer matematicas orientada por los
problemas, entrando de manera natural  a la llamada  "Matemditicas
_Experimentales” de la cual se estd hablando mucho en los circulos académicos
conformados por matemdticos y especialistas en ciencias de la computacién.

Los problemas que presentamos aqui se distribuyen por temas. Se incluyen
problemas de varias disciplinas matemadticas (Algebra, Cidlculo, Ecuaciones
diferenciales, etc.), con diferentes grados de dificultad, la cual debe verse con
recelo, pues la dificultad de cualquier problema depende de las bases ,
experiencias y aptitudes de quien lo va a resolver.

Esperamos quc  esta introduccion al software Mathematica ayude a  los
principiantes , complemente 10s conocimicntos a los ya expertos y abra las puertas
a la nueva ensefianza dec las nuevas matemdticas utilizando computadores. El
texto que presentamos a Ud.¢s) tiene el valioso aporte del estudiante de ingenicria
de sistemas Nestor Fabio Lépez , quien con gran entusiasmo acogio nuestra
propuesta de recopilar un buen nidmero de problemas de la seccion In/Out de la
revista Mathematica Journal, ejercicios que aparecen en el capitulo & como
problemas especiales.

De igual manera queremes agradecer a los profesores Julio Hernindez y Patricia
Hemaéndez por la elaboracién de varios programas muy interesantes y el capitulo
del Sistema Mathematica respectivamente,

Nuestro reconocimiento a muchos estudiantes de licenciatura en Matemadticas de
la U. D. cuyos nombres por razones de espacio no listamos , aportaron valiosas
sugerencias , trajeron enunciados de problemas y ayudaron en su resolucidn, a
ellos nuestros mads sinceros agradecimientos. .

Los autores:

Fidel Barboza Gutierrez
Gabriel Cérdoba Suidrez
Kemel George Gonzales
Ana Maria Pena Reyes

Santafé de Bogotd, octubre 8/1994.
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Mathematica y sus ayudas:

E n el ambiente Mathematica, la hoja de trabajo la
= |lamamos Notebook, la cual se representa con ¢l icono

del libro que aparece al lado izquierdo, este Notebook se le da

una configuracién propia, que puede ser por default como

sigue, de lo contrario, puede ser modificado el tamafio de la

letra, el color, la orientacion.

Cuando cargamos Mathematica, haciendo doble click en el Icono de

Mathematica, aparece en pantalla lo siguiente:

e
- =

“Aathematica 101 WOGwS - [Knets]
Edﬂ (‘.nll Jr‘aph e.c:!on Style _Opilons yﬂnrtow ﬂolp

Elle

il

Fierdion rhidede] W5 Tomeben

La pantalla que obbervamos pero en blanco lista para comenzar, €S la hO_]a
de trabajo a la que nos referiamos antes; para comenzar el trabajo, podemos
ver que tenemos dos ayudas en la parte superiof, una es la descrita en
palabras y otra con dibujos la cual llamamos barra de ayudas y nos da la
posibilidad de realizar las mismas acciones de la ayuda superior, pero de
manera rapida. La siguiente esla barra de ayudas.

Daremos una explicacion ripida al respecto:

1) La presente ayuda, nos facilita cambiar la forma de la celda. Como lo
s dijimos antes, hay diferentes caracteristicas para
i las celdas, las cuales podemos cambiar marcando
=== con un click en el borde vy luego haciendo click




1. ALGEBRA

1.1 INTRODUCCION: Los siguientes problemas involucran célculos
aritméticos con nimeros enteros y simplificacién de expresiones algebréiicas. Por
tratarse de una introduccién no hay problemas especialmente dificiles de resolver.
El algoritmo més utilizado para determinar méximo comin divisor es el de
Euclides; seguramente e} creador de Mathematica lo involucré y nos basta
mvocarlo mediante un simple comando. El objetivo de esta seccién es la de
mostrar la amplia variedad de problemas que pueden resolverse usando algunos
comandos de Mathematica. También se proponen problemas que calificamos de
interesantes sobre teoria de ecuaciones.

1.2. PROBLEMAS:

1.2.1.Hallar el méximo comtin de los Enteros 51.723 y 77.988.

SOLUCION:
Se usa la funcién GCD para calcular tal valor:

-2 GCD[51723, 77988]
3

1.2.2. Obtener enteros s y t tales que m.c.d.(51.723,77.988)=51.723s+77.988t

SOLUCION:
La funcién Extended GCD da el Maximo Comiin Divisor y ademads los enteros

syt

l  ExtendedGCD[51723, 77988]
{3, {-8311, 5512}}

Verificacion:

EH4  51723(-8311)+77988(5512)
3



L

cambiando z por (- y) tendremos ya sea n par o impar, * que
@Y - @Y+ @Yt L YA, = a (YR )y, )y T, )

de donde se ve que el primer miembro igualado a cero es una ecuacién que ten

por raices a :

TI, T2, I3, w., <.

Hay la costumbre de designar la nueva variable con la misma letra que la original,

asi la nueva ecuacién seria en este caso:

* En caso de que n sea impar hay que multiplicar por (-/) ambos miembros.
ao z" - a! Zn-l + aZ Z"'2+.._'tan_} Z i an =0

de donde para obtener de una ecuacién otra que tenga por raices las de la primera
con signo cambiado, basta cambiar de signo a los términos correspondientes a las
potencias pares o impares de la incégnita, segin sea impar o par el grado de la

ecuacién original,

Problema: Buscar la ecuacién cuyas raices sean de signo contrario a las de la
siguiente: z28-52z3 +2:2.:4+4=0.

SOLUCION:
zZ * 8 - 5 27342 242 - z4+4==0/.z->-2z

2 3 8
4 + z + 22z + 52 + z ==



Multiplicaci6n de las raices de una ecuacién por una cantidad dada.

-

Sea la ecuacién:
a,z" + @, z2" + a,z"?+ +a,,z+ a,=az -nMz-n).(z-r)

cambiemos zen { y/m ) y tendremos:

n.d) n-2) ,
ORI SN 1

multiplicando ambos miembros por m” nos quedara:
A Y"+ may y o a, Y™ gDy g = ay-mny-mn).(y-mr,)

y el primer miembro de la expresi6n anterior igualado a cero representara una
ecuacién que tendrd por raices las de la primera multiplicadas por m. La regla
que de ahi se deduce es la siguiente: para obtener de una ecuacién otra que tenga
por raices las de la primera multiplicadas por una cantidad dada m basta
multiplicar cada término de la ecuacién ori ginal por una de m de exponente igual a
la diferencia que hay entre el grad-o de la ecuaci6n y el grado del témino que se

considera.

Para dividir las raices por una cantidad m, se procede del mismo modo, pues
equivale a multiplicar por //m. Esta transformacién se usa para reducir ¢l

coeficiente a, del primer término a la unidad.



1.2.3. Hallar m.c.d y m.c.m de los enteros 324 y 128.
a) Usando el maximo comun divisor. '
b) Directamente.

SOLUCION:

a)

(324 128) /GCD[324,128]
10368

b)

EH  LcM[324,128]
10368

1.2.4. Hallar m.c.d. de (8,1:2 - X%~ xz) .

SOLUCION:
EH  PolynomialGCD[8x*2-x"3,x-x42]
X

1.2.5. Hallar el m.c.m de (8:c2 -x*,x- xz_):

SOLUCION:

Para esto utilizamos la funcién para polinomios de Mathematica
PolynomialLCM

EH  PolynomialLCM[8x*2-x*3, x-x*2]

8x2-9x3+x4

2
. - - e — 3
1.2.6. Simplificar la siguiente expresi6n: 2x +x3 3+ 9x
_ -1 x*-3 x’-1



SOLUCION:

Para logrario se usa la funci6n Together asi:
Ed  Together[x/(x*2-1) + (x~2-3)/(x*3-1)+3x/(x~9-1)]

( —3+x+5x2-x3-2x242x5-x0-2x7+2x842x%) / ( (-

1+x) (1+x) (1+x+x2) (1+x3+x5))
1.2.7. Frecuentemente es necesario transformar una ecuacién en otra nueva cuyas
raices tengan una relacion dadas con las raices de la ecuacién original. Vamos a
realizar una serie de ejercicios haciendo uso-de las transformaciones mas sencillas

que aparecen en el contexto algebrdico.
TRANSFORMACIONES DE ECUACIONES
Cambiar de signo a las raices de una ecuacién.

Hablando en términos mateméticos, el problema se resuelve en forma general

acudiendo al siguiente procedimiento:
Sea la ecuacion:

a,z" + a;z"'+. +a,;z + a,=0
cuyas raices son '1» 72---Ta, Sabemos que:

-l 2 . .
a,z" +az"'+ q " 4a, r+a,=az-n )z-1)..(z-1,)



1.2.8) Multiplicar por 3 las raices de la ecuacién:
285234222 244=90

SOLUCION:

EH z+8 - 5 z~3 4 2 z*2 - z + 4==0 /. z->z/3

1.2.9. Cambiar la ecuacién

224}3234-22-22+8=0
en otra, en la cual el coeficiente del primer término sea la unidad
SOLUCION:

Basta multiplicar las raices de la ecuacién por 2 y se tendrd
B 2244 43 273 4242 -2 z +8==0 /.z->2/2

Z 3 z z
8 -~ 2z + —— + ———— 4+ = == 0
4 8 8

Multiplicando ahora por 8 obtenemos el resiiltado buscado.

1.2.10. Dada la ecuacion



Tl awr Lo g AT~
»

4-1623 +822+32z2-64=0

encontrar a partir de ella otra ecuacién,cuyas raices sean la mitad de las raices de

la original.
SOLUCION:

Aplicando la regla anterior, basta cambiar z por 2z en la ecuacion original.
H  z44-16z73+8z42+432z-64==0 /.z->2z

' : 2 : 3 4
-64 +'64 z + 32 z - 128 z + 16 z == 0

1.2.11.Verifique que en efecto se cumple la relacién anotada entre las raices de

las dos ecuaciones del problema anterior.
SOLUCION:

Usando el comando Solve encontramos las raices
H Solve[z*4-16z~3+82z72+32z-64==0 ,z]

176
{{z -> 4 - Sgrtf--- +
3
1/3
832 2

3 (-339868 + 3072 Sqrt[12003])



1/3
(-339968 + 3072 Sqrt[12003))

1/3
352 832 2
Sgrtf[-=- = =

3 . 1/3
3 (-339968 + 3072 Sqrt{12003])

| 1/3
(-339968 + 3072 Sqrt[12003])

832 /

176
Sqrt [--- +

3 (-339968 + 3072 Sqgrt[12003])

1/3



(-339968 + 3072 Sqrt[12003])

——————————————————————————————— 11/ 21,
1/3
32
176
{z -> 4 - Sqrt[--- +
3
1/3
832 2
_________________________________ N
. 1/3
3 (-339968 + 3072 Sqrt[12003])
1/3
(-339968 + 3072 Sqrt[12003])
——————————————————————————————— ] /2 +
1/3
32
1/3
352 832 2
Sqrif--— - —==-rmmmm e e -
3 1/3

3 (-339968 + 3072 Sqgrt[12003))

1/3
(-339968 + 3072 Sqrt[12003])



832 /

176
Sgrt(-——- +
3
1/3
832 2
_________________________________ +
1/3
3 (-339968 + 3072 Sgrt[12003))
1/3
(-339968 + 3072 Sqrt[12003])
e 11 / 2},
1/3
32
176
{z -> 4 + Sqrt[--- +
| 3
1/3
832 2
_________________________________ +
1/3
3 (-339968 + 3072 Sgrt{12003])
1/3

(=339968 + 3072 Sqrt(12003])



1/3
32

1/3
352 : 832 2

SQrt[——= - === e -

3 1/3
3 (-339968 + 3072 Sqrt[12003])

1/3
(-339968 + 3072 Sqrt([12003])

832 ./

176
Sgrt[—-—— +

3 (-339968 + 3072 Sqgrt[(12003])

1/3
(-339968 + 3072 Sqrt[12003])



176
{z -> 4 + Sgrt[——— +

3 (~-339968 + 3072 5grt({12003])

1/3
(-339968 + 3072 Sqrt[12003})

1/3
352 832 2
sgrt[--- - -—— - me——————— o -
3 | 1/3
3 (-339968 + 3072 Sqrt{12003])

1/3
(-339968 + 3072 sSqrt[12003])

832 /

176



Sqrt[--- +

3
1/3
832 2
_________________________________ N
1/3
3 (~339968 + 3072 Sqrt[12003])
1/3
(-339968 + 3072 Sqrt[12003])
i 11 7 2})
' 1/3 '
32 |
EH  solve[-64+64z+432z72 -1282"3 +16z~4==0, z] .
1/3
44 52 2
{{z -> 2 - Sgrt[~~ + -~ ————
3 1/3

3 (-5312 + 48 Sqrt[12003])

1/3
(~=5312 + 48 Sqgrt[12003])
——————————————————————————— 1/ 2 -
1/3
32
1/3
88 92 2
Sgrt[-- - -—7-m -
3 1/3

3 (-5312 + 48 Sqgrt[120031)



1/3
(-5312 + 48 Sqrt[12003])

104 /

44 52 2
Sqre (-~ + ————rmmmm el +
3 | | 1/3
3 (-5312 + 48 Sqrt[12003])

1/3
(-5312 + 48 Sqrt[12003])

44 52 2
{z -> 2 - Sgrt[-- + —=~=————mmmm
3 1/3
3 (-5312 + 48 Sqgrt([12003))

1/3
(-5312 + 48 Sqrt[120031)



1/3

b 1/3
88 52 2
Sqrt[-= = —==mmmm—m e -
3 1/3
3 (~5312 + 48 Sqrt[12003])

1/3
(-5312 + 48 Sgrt{12003])

104 /

3 , 1/3
3 (-5312 + 48 Sqrt[12003])

1/3
(~5312 + 48 Sqgrtfl120031})



44 ' 52 2
{z => 2 + Sqrt[-- + —=mommmm

3 1/3
3 (-5312 + 48 sSqgrt(12003])

1/3
(-5312 + 48 Sgrt[12003])
——————————————————————————— 1/ 2 -
1/3
3 2
S 1/3
88 52 2
SQrt[-= - ——-emmmm e T —————— -
3 1/3

3 (-5312 + 48 Sqrt[12003])

1/3
(=5312 + 48 Sqrt(12003))
___________________________ +
1/3
32
104 /
1/3

44 52 2
SArtf-=— + == +

3 1/3

3 (~5312 + 48 sqgrt[12003])



J ol —————
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1/3
(=5312 + 48 5qrt([12003])
——————————————————————————— 1)/ 21,
1/3
32
1/3
44 52 2
{2 => 2 + SQrt[—— + ——mm— ==
3 1/3

3 (-5312 + 48 Sgrt[12003])

1/3
(<5312 + 48 Sgrt[12003))
——————————————————————————— 1/ 2 +
1/3
32

1/3

88 52 2
Sgrt[-- - === -
3 1/3

3 (-5312 + 48 Sqrt[12003])

1/3
(~5312 + 48 Sqrt[12003])



104 /

44 52 2

Sgrt[-- + ——---mmmm +
3 1/3

3 (=5312 + 48 Sqrt[12003])

1/3
(~5312 + 48 Sqrt(12003])
——————————————————————————— 11 /7 2))

Se observa que es verdadero.

1.2.12. Raices reciprocas.
Sea la ecuacién:

a,z" + a; 20" + a2+ +a,,z + a,=a,(z-n)Nz-1,)..(z-1,)=0
y qﬁeremos obtener otra que tenga por raices las reciprocas de la dada.

Sustituyendo z por 1/y, tendremos:



T s o S - . mr W

L

a!-} ~.i-ain.u+ +a i—)%-a —a[i-r)i-rj i-r)—O
oy Iy e n-ly n"oyly Z'yn"

multiplicando ambos miembros por y”

a,+a;y+a; y’+.+a,, Y + a,y* =a,(l-ny)l-ny).(I-ry)=

conrnnalo- G- (Yo 6) -

"y como (-1 )1 r1.r.. rn=a,;/a0 , tendremos:

a, Y" + @,y . rayta,=ay- 1in)y- 1in)(y-1/r,)
lo cual nos dice que el primer miembro igualado a cero, es la ecuacién pedida,
pues se anula para I/rj, 1/rp ..., l/ry que son las reciprocas de las raices de la
ecuacién dada.
Sien la ecuacién
any* + apg Y1+ .+ aj yt+ap =0
se pone, como es costumbre, en lugar de y a z se tiene para la transformada la

expresion:

ap 2t +ay.p 2(0-1) 4 4 ajz+ap=0



esto equivale a sustituir z por 1/z, en la ecuacién dada.

Problema: Dada la ecuacion
xX2.6x+5==

encontrar otra ecuaciéon cuyas raices sean las reciprocas de las raices de la

ecuacién original,

SOLUCION:

E  solve[x*2-6x+5==0, x]

{{x -> 1}, {(x -> 5}}

Ahora cambiando x por 1/x obtenemos la ecuacién pedida

| X 2-6x+5==0/.%x->1/x
-2 6
5 + x - - =90
X

comprobemos que en efecto se satisface tal relacién entre las raices

B solve[5+x*(-2) -6/x==0,x]
1

{{x -> -}, {x -> 1}}
5

1o cual concuerda con lo pedido .



1.2.13. Encontrar una ecuacién que tenga como raices las raiz cuadrada de las

raices de la ecuaci6n
2-6x+5=0

SOLUCION:

Basta cambiar x por x2 en la ecuacion original

H  x*2-6x+5==0/.x->x"2

2 4
5 - 6x +x ==0

Si chequeamos la anterior ecuacién observamos que en efecto se cumple tal

relacidon

E  solve[5-6x*2+(x)*4 ==0,x]
{{x -> -1}, {x -> 1}, {x -> -Sqgrt[51}, {x ->
Sgrt[3)}} .

1.2.14. Haciendo analogias con lo anterior, dada la ecuacién

23-322414=0

encontrar otra de tal suerte que sus raices sean las raices de la primera

aum_entadas en 5 unidades.



SOLUCION:

=

ecuac=z*3 -3z*2+14==0/.z->z-5
2 3
14 = 3 (-5 + z) + (-5 + z2) == 0

Mostremos que en efecto se cumple tal relacién

=
-

Solve[z"3 -3z*2414=0, z}
1/3
32
{{z => 1 + ——=mmmm +
1/3
(-324 + 54 sSgrt(35])
1/3
(=324 + 54 Sqgrt(35])
_______________________ }J’
1/3
3 2
3 (1 + I sqgrt(3)])
{z > 1 - = -
2/3 1/3
2 (=324 + 54 Sgrt[35])
1/3
(1 = I Sqrt[3)) (-324 + 54 Sgrt[35])
_______________________________________ }r
1/3
6 2
3 (1 -~ I Sgrt(3))
{z >1 - ————mme -
2/3 1/3
2 (=324 + 54 Sqgrt[35))
1/3
(1 + I Sqrt(3]) (~324 + 54 Sgrt{35])
——————————————————————————————————————— })
1/3



P / R S T MM——W r,
-

-

= TER i v e A e A el e uleme -

= Solvelecuac, z]

1/3
3 2
{{z ->6 + ~——-rmmmm——- —-F—-,—- - +
1/3
(-324 + 54 Sqrt[35))
1/3
(=324 + 54 Sqrt[35])
_______________________ }I
1/3
3 2
3 (1 + I Sqrt[3])
{z -=> 6 - - rm——————— -
2/3 1/3
2 (=324 + 54 Sqrt{35])
1/3
(1.— I Sqrt([3]) (-324 + 54 Sqgrt[35])
_______________________________________ }r
1/3
6 2
3 (1 - I sqrt(3])
{z ->6 - - -
- 2/3 ' 1/3
2 (=324 + 54 Sqgrt[35])
1/3
(L + I 5grt([3]) (-324 + 54 Sgrt[35])
——————————————————————————————————————— b}
1/3
6 2

1.2.15. Test de paridad e imparidad para una funcién

(Existe en Mathematica un objeto que permita probar si una funcién es par o

impar?



SOLUCION

En algunas ocasiones se quiere probar si una funcién es par o impar, o sea si
fx)=f(-x), 6, fix)=-f(-x). Una posibilidad es graficar la fincién y observar la
simetria con respecto al eje y o con respecto al origen. Si la grifica de una
funcién no es siétrica con respecto al eje y o con respecto al origen se descarta la
paridad de f. Si una solucién debe ser par o impar, entonces las solucién es fuera
de la simetria requerida pueden ser descartadas inmediatamente. '

No hay una funcién que pruebe la simetria con respecto a una variable. La revista
Mathematica Journal Volume 3, Issuue 3 Summer 1993 , pp 10-13 define la

siguiente forma para funciones con cualquier mimero de variables:

B EvenFunctionQ[f_,var_] = |
TrueQ[Expand[f - (£/.var->-var) 1==0]

Ld OddFunctionQ[f , var ]:=
TrueQ[Expand[f+ (£/.var->-var) 1=0]

Algunos ejemplos:

H OddFunctionQ[Sin[x], x]

True

2 EvenFunctionQ[x~4*y, y]
False

E EvenFunctionQ[x*4 *y, x]
True

También es aplicable a funciones generales:

EH oddFunctionQ[f[x, yl-fl-x, y], x]
True


Memo
Cuadro de texto

Memo
Cuadro de texto


12.16.1. ELIMINACION DE UNA VARIABLE

(Puedo eliminar la variable t de las siguientes dos ecuaciones?

SOLUCION

E ecuacicnes= { x==a+b t+c t*2,
y==d+e t+f t~2};

E Eliminate[ ecuaciones, t]

-{ce) + b f !=04¢&& £ !'=0 &&
2 .
2 c e 2 cd b e 2 cy
a + a (—=== = ———-= - —m= = 2 X 4 ———e- ) ==
2 f f f
f
2 2 2 2
c d bcde b d c e x 2 cdzx
- (=== I it R i ——
2 2 f 2 f
f f f
b e x 2
----- - X +
f
2 2 2 2
2 c¢c dy bcey b vy 2 Ccxy cC vy
It e e
2 2 £ f 2



cC e c d cC vy

£ !1=0 &8 b == ---g& a == ——- + x = ——= ||
f f f
e !=0 && £ == 0 §& a ==
2 2
¢ d b d 2 cdy by Cy
it B O
2 e 2 - e -2
e e e
C!=06&&Ff==0485 e ==204s85d==y ||
b !=0%&& £f==0%e==0¢d==y &&c==20 ||
f ==06& e ==046&cd==y && c==20 & Db ==0 & a ==
X

La anterior salida trae consigo valores especiales para los pardmetros Part, First, o
Last: '

| E lLast[First[%]]

c d bcde b d cC e x 2 c¢cdzx b e x



Otro método, consiste en la utilizacién de restricciones de ecuaciones polinémicas
usando AlgebraicRules: '

= expralge=AlgebraicRules.[, ecuaciones, t]

2 2 2 2
c d - bcde+ace +b df-2acd €£f-

2 ' 2
abef-ce x+2cdfx+befx-2af x+

2 2 2 2
f ¥ - 2¢c dy+bcey-Db fy+2acftfy-

2cfxy+c vy, —(bft)y —>



-{cd) +af-cet-fx+c¢ Y,

~fa £ft) -—>
—(bd)+ae—cdt—ex—ftx+by+cty,
-{a cet}) ->

2 2
,f-(b d) +acd+ abe - a f_r—bcdt—cdx—.

2 2

bex+2afx-cetx-£fx +b y=~acy+

2
becty+cxy, —(ft) ->d+et -y,

2
-{ct) >a+bt - x}

El primero de los reemplazos es independiente de t:

E a*2 fr2==(a*2 £+2/.expralge)

2 2 2 2 2 2
a f ==-(c d)+ bcde-ace -b 4dFf+



2
2acdf+abef+ce x-2cdfx-befzx+

2 2 2 2 2
2af x-f x +2c¢ dy-bcey+b fy-~-

2 2
2acfy+2cfxy-c¢c vy

1.2.162 SUMAS Y PRODUCTOS INFINITOS
Es factible hacer sumas de series infinitas

i(n2 +3n)y",|y|<1
n=0

SOLUCION

Conel paqﬁete:

EH <<algebra'SymbolicSum®
solo se obtiene

E Sum[(n*2+3n) y*n, {n,0,Infinity}]
. 2 n :
Sum{(3 n + n ) y , {(n, 0, Infinity}]

En cambio,



EH <<DiscreteMath'RSolve"

E ?PowerSum

PowerSumfexpr, {z, n, n0:0}} computes Sum[expr z"n,
{n, n0, Infinity}). If a[n] is a sequence, the
name Gffa][z] 1s used by PowerSum.tc denote
Sum[a[n] z"n, {n, 0, Infinity}]. PowerSum is
threaded over lists and equations.

- Bl PowerSum[ (n*2+3n), {y,n,0}]//Together //Factor
2 (-2 + y) vy

El otro método alternativo es con una serie geométrica:

B geometricaly ]=Sum[y”n, {n,0,Infinity}]
1 _

Esta suma se vale para -1<y<1. Note quue el operador y /y aplicado k veces a
yn produce nkyn:
EH NestList([y D[#, yl&, y*n, 4]

n n 2 n 3 n 4 n
{fy » ny , n y, n y, n vyl

Siendo la serie geométrica absolutamente convergente, la derivada de la suma, es
la suma de las derivadas.

EH Expand[(n*2+3n) y“nl}/.n*k_.y*n:>Nest[y D[#, vl&,
geometricaly], k]

El Together[%14]//Factor



Lo cual concuerda con el resultadp obtenido con PowerSum.

Esto se puede mostrar més generalmente como:

iS ym’||<1

m=0(1=
donde Sk(m) son los niimeros Stirling de la segunda clase: Se define:

B sumatorialk ]:=
Sum[StirlingS2[k,m] y*m m!/(1-y)* (m+l), {m,0,k}]

B 3 sumatoria[l]+sumatoria[2] //Together//Factor
2 (=2 +y)y

1.2.17. Supongamos que usted tiene 4 megabytes disponibles de memoria en su
computador. Un megabyte es iguala 220 bytes. Supongamos que Mathematica
requiere 32 bytes para almacenar un mimero en punto flotante. Cu4l es la matriz
cuadrada mds grande que usted puede almacenar, asumiendo que toda la memoria

puede ser usada para dicha matriz?.

SOLUCION:

Llamemos Nrega, al nimero de bytes de memoria del computador:
Primero calculamos el nimero de bytes de memoria del computador



= Nmega=4*2+20
4194304

Como cada caracter ocupa 32 bytes, y la matriz tiene n2 caracteres, basta

. plantear la ecuacién: 3212 -Nmega=0
E solve [32n*2 ~-Nmega==0,n]

{{n -> -256 Sqrt{21}, {n -> 256 Sqrt([2]}}
EH Floor[256*1.4142 ]

362

[La matriz de mayor tamano es :
n=362

1.2.18. En el conjunto H, demuestre las siguientes relaciones:

a) sy[nl=  143+5+.+ (2n-3)+(2n-1) = n2

b) s2[n]= 134234+ (n-1)3 + n3 = n2 (n+1)2/4

¢) s3[n]= 12423+ ..+ n(n+l) = 1 n(n+1)(n+2)/3

d) sg[n]=1.23423.4+ .+ n(n+1)(n+2) = 1 n(n+1)(n+2)}(n+3).
SOLUCION:-

Cargamos el paquete Algebra* SymbolicSum®

= <<Algebra" SymbolicSum"

Debemos usar de este paquete el comando Sum y expresar la suma en un fonnato
especial, que contemple la ley general de la suma pedida.

B sl[n]=Sum[(2i-1),{i,1,n}]



H  s2[n}=sum[i~3, {i,1,n}]

E  s3[n]=Sum[i(i+l), {i,1,n}]
' n (1 +n) (2 + n)

E  s4[n]= Sum[i(i+1) (i+2),{i,1,n}]
n (1l +n) (2+n) (3 +n)

1.2.19. Resuelva Ia ecuacién de congruencias

244=0 Mod 4
244=1 Mod 9
244= 0 Mod 121
SOLUCION:

Para resolver problemas de congruencia debemos cargar el

NumberTheory' NumberTheoryFunctions® y  utilizamos el
ChineseRemainderTheorem. ‘
<<NumberTheory*NumberTheoryFunctions®
E ChineseRemainderTheorem[
{0,1,2}, {4,9,121}]
244

Para confirmar el resultado simplemente utilizamos el comando Mod

paquete

comando



EH  Mod[244, {4,9,121}]

{0, 1, 2}
1.2.20 Encuentre la raiz cuadrada del nimero tres Mod 11.
SOLUCION:
Utilizamos el comando SqrtMod del paquete
NumberTheory NumberTheoryFunctions".
k2 sqrtMod[3,11])

5

1.2.21. Mathematica 1ambién acepta la opcién de graficar en forma implicita
mediante el paquete Graphics' ImplicitPlot”

E <<Graphics ImplicitPlot"

= ImplicitPlot[3 x*2 +7y*2 -3 x y+ 7 x -5 y==36,
{x,-5, 5}]

EH  ImplicitPlot[3x*2-7y*2-3xy+7x-5y ==36,
{x,-15,15}]



E ImplicitPlot[2 x*2 -3 x y+ 7 x -50 y ==36,
: {x,-50,50}]

1.2.22. Dada la lista={1,2,3,4,5,.20}, encontrar otra lista B a partir de A

eliminando los nimeros que estén en una posicién miltiplo de 3.



SOLUCION:
Se define la lista:
E 1ista=Range[1,20];

A continuacién se despliega la lista obtenida; i

H  1ista

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14,
15, 16, 17, 18, 19, 20} :

La funcién booleana que ofrecemos a continuacién selecciona los no multiplos de -
3.

B £[n_]:=If[Mod[n,3]>0, True,False]

De la lista creada y de la funcién booleana anterior,se seleccionan los enteros no

miiltiplos de 3, mediante el comando el Select

E  Select[lista, f£] - ;

{1, 2, 4, 5, 7, 8,.10, 11, 13, 14, 16, 17, 19,
20} '

‘ 1..2.23. Calcular las series:

3L 5L

a) - 7 b) -



SOLUCION:

Carguemos el paquete Algebra’ SymbolicSum’

1 <<Algebra'SymbolicSum’

E  bl=sum[1/i*3, {i,Infinity}]

= Zeta[3]
H N[b1]
1.20206

b

E  b2=sum[1/i~4, {1, Infinity}]

4
Pi

90
E N[b2]

1.08232



2. ALGEBRA LINEAL.

2.1. INTRODUCCION: En este capitulo hemos _seleccionado ‘unos
ejercicios de dlgebra lineal propicios para el ambiente de AMathematica |
Resolvimos problemas de dependencia e independencia lineal, problemas propios
de matrices incluyendo matrices exponenciales, ortogonalizacién y teoria de
aproximacién. Ademds incluimos el problema que tiene que ver con la matriz de
Hilbert y analizamos su inversa, explorando-posibles soluciones a este interesante

problema.

2.2. PROBLEMAS:

2.2.1. Determinar si los polinomios pj(x)=x-2x2 y - 7x + 8x2 = p2(x) son
linealmente independientes.

SOLUCION:
Si fueran dependientes, uno de ellos es miiltiplo del otro:

E  solvel a(x-2x*2)==-7x+8x"2, a]
7 - 8 x
{{a -> - (-=====~ ) }}
1 -2 =x

Muestra que a no puede ser constante, o lo que es lo mismo los vectores son
independientes.

Por otro lado se puede obtener la respuesta a partir del Wronskiano:

B w=pet[{{x-2x"2, -7x+8x"2}, {1-4x, -7+16x}}]
2
-6 x


Memo
Cuadro de texto

Memo
Cuadro de texto

Memo
Cuadro de texto


Que no es idénticamente cero y por lo tanto los polinomios son L.I.

-k k-1 k+1

2.2.2. Para qué valores la matriz: 1 2 3 | no tiene una inversa.
2—k k+3 k+7

SOLUCION:

Se define la matriz:

= A={{-k,k-1,k+1},{1,2,3}, {2k, k+3,k+7}}
{{_kr -1 + kl’ 1+ k}r {lr 2! 3}r
{2 -k, 3+%k, 7+ k}}

La foﬁna matricial de A es:
E MatrixForm [A]

-k -1 + k 1 + k

Su determinante se obtiene asi:

2 Dpet[a].
0

Como para todo valor de k, su determinante es cero,entonces no tiene inversa
para todo valor de k.



I -1 3
2.2.3. Verifique que det(A-!) = 1/detA para lamatriz: A= |4 ] 6
2 0 -2

~ SOLUCION:

Se declara la matriz A:

H  a=({1,-1,3},{4,1,6},{2,0,-2}}
{{11 -1! 3}: {41 1: 6}r {2r Or —2}}

La forma matricial de A es:

E MatrixForm[A]

1 -1 3
4 1 6
2 0 -2

Su inversa B se obtiene asi en forma matrical:

2 B=Inverse [A]

1 1 9 5 2 3 1 1 5
{{""'r =T “_}r {—(_)I I —(_—)}r {'_'-r = —(_"')}}
14 14 28 7 7 14 14 14 28



E MatrixForm[B]

1 1 9
14 14 28
5 2 3
-(=) - - (==)
7 7 14
1 1 3
-- -- - (==)
14 14 28

"En efecto, el producto Det{A] Det{B] és uno:
E  Det[A] Det[B]
1 ' '

2.2.4. Encontrar una base para el subespacio de P35
generado por 1+x,1-x,x-x3,24+x-x3,-1+x-x3,

SOLUCION:

(Se usa el hecho de ser P5 isomorfo a fg ).
Las imédgenes de los vectores de P5 en ﬁ6 son: (1,1,0,0,0,0),(1,-1,0,0,0,0),
(0,1,0,0,0,-1),(2,1,0,0,0,-1),(-1,1,0,0,0,-1),(0,0,0,0,0,-1).

Con estos 6 vectores se construye una matriz de 6 filas:

B m=({1,1,0,0,0,0},{1,-1,0,0,0,0},
{0,1,0,0,0,-1},{2,1,0,0,0,-1},
{-1,1,0,0,0,-1},{0,0,0,0,0,-1}}

{{1, 1, o, 0, 0, 0},{1, -1, 0, 0, 0, 0},
{0, 1, o, o, 0, -1}, {2, 1, 0, 0, 0, -1},
{-1, 1, 0, 0, 0, -1}, {0, O, O, 0, 0,-1}}

Mediante RowReduce se obtiene la forma escalonada reducida de m. Las filas no
nulas son la base del subespacio isomorfo al buscado:



E  ml= RowReduce[m] // MatrixForm

0 0 0 0 0 0
La base buscada es: {/ xx7}

2.2.5. Encontrar todas las soluciones del sistema AX=cX donde

1 -1 0
A=0 I -1
2 5 1

(Esto es encontrar los vectores y valores propios de A)
SOLUCION:
Se declara A en Mathematica:

EH  a={(1, o, 0},{0, 0, -1},{1, 0,1}}
{{z, o, ¢}, {0, 0, -1}, {1, O, 1}}
Se obtiene una lista de valores-vectores propios de A asi:

Ed Eigensystem[A]
{{Of lr 1}, {{01 1, O}r {Or -1, 1}.'
{0, 0, 0}}}



2.2.6. Para qué valores de £ tiene el sistema
kx+y+z=0
x-y+3kz=0
2x+ky-z=0

a) Solucién vnica.

b) Infinitas soluciones.

¢) No tiene solucién.

SOLUCION:
El sistema planteado en forma matricial Ax=0 tiene la matriz A:

H  a={{x,1,1},(1,-1,3k}, {2, k,~1}}
{{k, 1, 1}, {lr -1, 3 k}r‘ {2, k, -1}}

El sistema tiene solucion tinica si det(A) es diferente de 0. Se hallan
los valores de & que satisfacen det(A)=0 asi:

E  Nsolve[Det[A]==0, k]

{{k -> -1.39667}, {k -> -0.398781},
{k -> 1.79545}}) ' '

Por tanto:

a) El sistema tiene soluci6n tinica para k diferente de los tres valores anteriores.
b) El sistema tiene infinitas soluciones para cualquira de los k dados antes.
c) El sistema siempre tiene solucién puesto que es un sistema homogéneo.

2.2.7. Considere el sistema

2x-3y+5z =0
x+ 7y-z =0
dx-1ly+kz=0



= 0={{1,0,0},{1/4,1/3,5/12},{0,0,1}};

H Qil=MatrixForm[Q]

0 0 1

El Producto P Q se realiza utilizando la funcién Dot o el punto(.)
El resultado se dejaen R.

E Rr=p.p

3 1 11 1 1 5 5 i 17
{{—r ~y ==}, {“r “r ——}I {_—I -+ ——}1
8 6 24 4 3 12 12 9 36

i  MatrixForm [R]

3 1 11

8 6 24

1 1 >

-— — ——

4 3 12

5 1 17

12 9 36



"

Para qué valores de k este sisterna tiene soluciones no triviales?.
SOLUCION:

Ejercicio al lector.

2.2.8. Una matriz de probabilidad es una matriz cuadrada con dos
propiedades:

(i) Cada componente es no negativo(= 0)

(ii) La suma de los elementos de cada renglén es 1.

Las siguientes son matrices de probabilidad:

e
D
<

Vi V2 4
P=1|0 1 0]
5150

Muestre que PQ es una matriz de probabilidad.

<o
<
b s

. SOLUCION:

Se define en Mathematica las dos matrices P y (, se escribe (;) para no ver la
salida asf:

P={{1/4,1/2,1/4},{0,1,0},{1/3,1/3,1/3}};

I  Pil=MatrixForm[P]

1 1 1
i 2 4
0 1 | 0
1 1 1



Para Verificar que R es una matriz de probabilidad se usa la funcién TakeRows
del paquete LinearAlgebra'MatrixManipulation®, tal funcién
permite tomar la fila i de una matriz, el procedimiento es el siguiente:

1. Se carga el paquete "LinearAlgebraMatrixManipulation'"
= <<LinearAlgebra’'MatrixManipulation®

2.Se toma la fila / de la matriz R mediante TakeRows y se le suprime sus
* paréntesis externos con la funcién Flatten:

EH Fl=Flatten fTakeRows[R,1]]
31 11

{_f -y —=}

8 6 24
3.Se Su;nan estas entradas o componentes de la fila /:
4 Apply[Plus,F1]
1

Que es el resultado esperado.
Se deja al lector completar la solucién.

2.2.9. Por definicion sabemos que dos matrices X' y Y de tamano nxn se
llaman equivalente si existe una matriz invertible Z de nxn tal que:

Y=2z1Xx2Z
Sean:

Sl I i IS W

Verifique que X y Y son equivalentes.



Memo
Cuadro de texto


SOLUCION:

Definimos las matrices X, Y y Z:

B  x={{2,1},{0,-1})
{{2, 1}, {0, -1}}

H  y={{4,-2},{5,-3}}
- {4, -2}, {5, =-3}}
H z={{2,-1},{-1,1}}
{{z, -1}, {-1, 1}}

Se encuentra la inversa de Z:

H W=Inverse[Z]
{{1, 1}, {1, 2}}

Con la siquicnte entrada, se determina si son o no X y ¥ equivalentes:

B If[¥Y==W.X.Z, Print["X y Y son Equivalentes"],

Print["X y ¥ NO son Equlvalenntes“]]
X y Y son Equivalentes

2.2.10. Sean las matrices

1 0 0 -6 -3 =25 2 4 3
D= 10 -1 0 A= | 2 1 8 C= (0 1 -1
0 0 2 2 2 7 3 5 7

Son Ay D sonequivalentes.
La forma de resolverlo es similar al ejercicio anterior y se deja al lector.



2.2.11. Una matriz A de nxn es diagonalizable si existe una matriz diagonal D t
que A es equivalente a D. En otras palabras, una matriz A de nxn es diagonizab
si y solo si tiene n vectores caracteristicos. linealmente independientes. En es
caso, la matriz D equivalente a A estd dada por:

rl] 0 0 e 0
0 lz 0 e 0

donde A, son valores caracteristicos de A. Si Pes una matriz cuyas columnas o)
vectores caracteristicos linealmente independientes de A, entonces: ‘

D =p-1AP.
Ej.: Sea;
1 -1 4
A= 13 2 -1
2 1 -1

muestre que A es diagonalizable.

SOLUCION:

Primero construyamos a la matriz P, la cual se obtiene colocando como columnas
a los vectores propios de la matriz A. Usando el comando Eigenvectors,
encontramos los vectores propios.

E  A={{1,-1,4},(3,2,-1},{2,1,-1}}
{{1, -1, 4}, (3, 2, -1}, {2, 1, -1}}
B Eigenvectors[A]
{{-1, 1, 1}, {-1, 4, 1}, {1, 2, 1}}


Memo
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E Q= Transpose[%]
{{=2, -1, 1}, {1, 4, 2}, {1, 1, 1}}
H  Qin=Inverse[%%] '
1 1 1 1 1 1 1
{({-=, =(=), 1}, {=(=), =, =(=)}, {-, 0, -}}
3. 3 3) 3 2 2 2

Luego la matriz diagonal es:
5 Qin.a.Q
{{-2, 0, 0}, {0, 1, 0}, (0, O, 3}}

2.2.12. Sea J la forma candnica de Jorddn de una matriz A y sea J=C -{AC.
Entonces A=CJC-1 y eAt=CeltC-l

Ej.: Un modelo de especies en competencia, considere el sistema:

xj(t)= 3xp(t)-x2(1) "
x2(t) = - 2xp(t) +2 x2(1)
X0} = 90; x2(0) =150

Determinar las poblaciones de ambas especies en el futuro.

SOLUCION:
Empezamos definiendo las matrices correspondicntes:
H  a={{3,-1},(-2,2})
({3, -1}, {-2, 2}}
Calculamos los vectores propios usando el comando Eigenvalues
H Eigenvectors[A]
{{1, 2}, (-1, 1}}
H  c=Transpose[a]
({1, -1}, {2, 1}}
K Inverse [C]
1 1 2 1
{{= =}, (-(=), —}}
3 3 3 3
H J=%.a.c

{{1, 0}, {0, 4}}



Ahora construimos eJt

o= MatrixExp([J t]
t 4 t
{{E , 0}, {0, E = }}

£ E*(A t) = ¢ .% .Inverse[c]
t 4t t 4 t t 4 t t 4 t
E 2 E E E 2 E 2 E 2 E E
{{-- + ~——=—- D P T g Tmmm o+ —=——1)

3 3 3 3 33 3 3

Finalmente la solucion del sistema es:
E  x[t]l={xX1[t,X2[t]}= E*(At).X0= %.{90,150)

t 4t t 4t t 4t
E 2 E E 2E 2 E 2E
{150 (== - ---=) + 90 (-= + -—=--- ), 90 (---- - -=---- )
3 3 3 3 3 3
t 4t
E E
150 (-=--- + -=-=)}
3 3

Simplificando se halla la solucicn (X /1], X2[t]) que se estaba buscando:

EH  simplify[%]

t 3t t 4 t
{10 E (8 + E ), 160 E - 10 E } '
0 1 1
22.13.5ea P= [0 0 I].Muestre que P es nilpotente de orden 3.
0 0 0

SOLUCION:



Se define P asi:

H p={{0,1,1},{0,0,1},{0,0,0}};

Se determina p3yp2:
H p.p.p

{{o, o, 0}, (0, 0, 0}, {0, 0, 0}}
E p.p

{{6, 0, 1}, {0, O, 0}, (0, 0, 0}}

Como p2 # 0 y p3 = 0, queda probado que p es nilpotente de orden 3.

-1 -7
2.2.14. Calcule ¢A t donde A = I

B a={{-1,1},{1,1}}{{-1, 1}, {1, 1}}

B t A // MatrixForm

-t t

t | t
El  MatrixExp[t A]

Sqrt[2] t
~(-1 - Sqrt[2]) (-1 + Sqrt[2]) E
Sqrt[2] t 2 Sqgrt[2]

2 Sgrt(2] E '

~((-1 - sqrt[2]) (1 - Sqrt[2]))

sqrt{2] t
2 sqgrt[2] E



sSgrt (2] t

2 sqrt{2]
Sqrt (2] t
-1 E
{ ____________________ T oo ——— r

Sgrt[2] t 2 Sqrt (2}
2 Sgrt[2]) E

. . Sgrt (2] t
-(1 - Sgrt(2}) (-1 - Sgrt(2]) E
————————————————————————— R e e
Sqrt 2] t 2 8grt([2]

-2 sqrt{2] E

2.2.15. La poblacién de conejos y dguilas en una isla solitaria fue representada
mediante el modelo.

x1(t)=x(t) + x2(1)
x2°(t) = -xj(t) + x2(t)

Si las poblaciones de conejos y dguilas iniciales son: |
x1(0) = x2(0) = 100, determinar las poblaciones del futuro. Cudndo sers

eliminada la especie presa?.

I 1
Aqui A=
]

SOLUCION: se deja como ejercicio al lector.

2.2.16. Un empresario tine tres méquinas que son empleadas en la fabricacién de

cuatro productos diferentes. Para utilizar plenamentem las méquinas, éstas estardn

en operacién 8 horas diarias.;El niimero de horas que cada méquina es usada en la
- produccién de una unidad de cada uno de los cuatro productos estd dado por:




prod.1 prod.2 prod.3 prod.4
mdquina 1 1 2 1 2
mdquina 2 2 0 1 1
mdquina 3 1 2 3 0

Por ejemplo, en la produccién de una unidad del producto 1, la mdquina 1 se usa
1 hora, Ja médquina 2, 2h y la miquina 3 es usada 1h.

Problema: Encuentre el nimero de unidades que se deben producir de cada uno
de los cuatro productos en un dfa de 8h, bajo el supuesto de que cada miquina se
usa las 8-h completas.

SOLUCION:

Sea x; el numero de unidades del producto i que se fabrica durante las 8-h, con
i=123y4. '

Para obtener una solucién al sistema de ecuaciones:

Ix; +2x, +Ix;+2x,=8
2x;+0x, +1x;+1x, =8
Ix,+2x,+3x;,+0x, =8

Colocamos en el formato de Mathematica el anterior sistema, utilizamos el
comando Solve

= Solve[{1x1+2x2+1x3+2x4==8 ,
2x1+0x2+1x3+1x4==8
1x1+2x2+3x3+0x3 ==8},
{x1,x2,x3,x4}]

{{x2 -> 2 - x3, x4 -> x3, x1 -> 4 - x3}}
Cada una de las xi debe ser no negativa ya que representan el nimero de unidades
fabricadas del producto i durante un periodo de 8-h, por lo que los xj < O carecen



de significado si son negativos. Si cada méiquina produce un niimero completo de
unidades de cada producto, entonces las soluciones para (x1,x2,x3,x4) son :
(4,2,00), 3,1,1,1) 6 (2,0,2,2).
Si adicionalmente se acepta que debe producirse al menos una unidad de cada
producto, la solucién iinica es (3,1,1,1). Para esta nica solucion, en la primera
ecuacion, la mdquinal trabaja 3h en la fabricacién del productol, 2h en la del
producto 2, una hora en la fabricacioén del producto 3 y 2h en la fabricacién del
producto 4. De la segunda’ecuacién , la miquina 2 trabajard 6h fabricando el
producto 1, 1h fabricando producto 3, y 1h fabricando producto 4. La tercera
ecuacion indica que la médquina 3 trabajd 3h fabricando el producto 1, 2h
fabricando el producto 2, y 3h fabricando 3.

2.2.17. Dada una matriz cuadrada, de coeficientes enteros .Encontrar su inversa
mdédulop .

SOLUCION:
Basta usar el comando Inverse [m; Modulus->p]:

EH  m={{12,-1},{0,13}}
{{12, -1}, {0, 13}}

fl  Mod[m,11]

= Inverse[m, Modulus->11]
{{1, 6}, {0, 6}}

B Mod[%,11]
{{1, 0}, {0, 1}}

2.2.18. Resuelva el ejercicio anterior sin llevar la matriz inicial amddulo 11,
Este hecho pareceria extender algunas propiedades de enteros modulares al

campo matricial.



SOLUCION:

Tomemos de nuevo la matriz original
m={{12,-1}, {0,13}}

EH Inverse[m,Modulus->11]
{{1, o}l, {0, 6}}
H m . %
{{12, 66}, {0, 78}}
H  Mod[s,11)

{{1, 0}, (0, 1}}
Lo cual muestra la validez de los dos resultados

2.2.19. La funcicn qﬁe a continuacion presentamos define una matriz muy
importante llamada matriz: de hilbert de tamafion porn .

Hin_J:= Table[ 1/(i+j-1),(i,n},{j,n}], esta matriz es invertible y AA-1 tiene sélo
elementos enteros.
Se puede demostrar ésto?( no es ficil),
1. Compruebe con algunos ejemplos que las entradas de la matriz inversa son
enteros ' .
2.. Construya una funcion que dependa den y x para el polinomio caracteristico,
y compruebe C

con algunos ejemplos que su determinante viene dado por la férmula :

det(H)=(1! 2! ...(n-1)NA3/(n! (n+1)! ...(2n-1)!)

SOLUCION:

Resolvamos los dos interrogantes anteriores con algunos ejemplos.
Carguemos las funcione que definen la matriz de Hilbert y su
polinomio caracteristico
B - Hilbert[n_]:= Table[1l/(i+j-1), {i,n}, {j.,n}l
B  Policar[m ,x ]:=
Det [m- x IdentityMatrix[Length{m]]]

BH ti=Hilbert[2]



1 11
{{x, =}, {-, ~-}}
2 2 3
Inverse([tl]
{{4, -6}, {-6, 12}}

Policar[Hilbert[Z],x]
1 4 x 2
- - ——— +

12 3

Det [Hilbert[2]]
1

12 :
t3=Hilbert[3]
1 1 1 1 1 1 1 1
({1, =, =Y, (-, =, =}, {-, =, =-}}
2 3 2 3 4 3 4 5

Inverse[t3]
{{9, -36, 30}, {-36, 192, -180), {30, -180, 180}}

Policar[Hilbert[B],x]

Det [Hilbert [3]]
1

2160

t4=Hilbexrt [4]



2 3 4 2 3 4 5 3 4 5 6 4 5 6 7

EH Inverse {t4]

{{le, -120, 240, -140}, {-120, 1200, -2700, 1680},
{240, -2700, 6480, -4200},{-140, 1680, -4200, 2800}}

E Policar[Hilbert[4],x]

6048000 23625 12600 105

EH Ppolicar [Hilbert[4], x]

6048000 23625 12600 105

E Det[Hilbert[4]]

6048000

Se insiniia la validez de la ecuacién:
Det(A)=p(0)=(1! 2! .. (n-I)IY3i((n+1)! (n+2)!. . (2n-1)!),
con p(x) el polinomio caracteristico de la matriz de Hilbert de orden 1.



& (1 2 6 )*3/(24 24 5 120 6 120 6 7)

6048000

2.2.20. Sea f una funcién real continua en el intervalo [-1,1]. El polinomio

cuadrético de aproximacién Gptima, relativo a la norma cuadrética en [-1,1] viene

dado por:

P(x)=:2]—_[f(t)dt+§~ft f(t)de +-§(3x2 —J)J.(.?t:’ =1)f(t)dt

\-1<r<],

El polinomio de aproximacién éptima de grado <4 viene dado por:

Suma [InnerProduct [£,Lpi[t}]* Lpi[x],{i,4}]. En general el
polinomio de aproximacicn optimal de grado n viene dado por:

Suma [InnexProduct [£, Lpi[t]]*Lpi[x], {1, n}j,

donde ITnnerProduct [f,Lpi]=Integrall[f, Lpi] \-1<t1<], Lpi es

el polinomio de Legendre de grado i ortonormalizado.

Problema:

Sea f{x)=/x/ para -I<x<I  Determinar el polinomio de grado 2 de
aproximacién 6ptima para £ en [-1,1] relativo a la norma cuadritica. Es
recomendable en los casos en que halla valores absolutos y previo al célculo de

las integrales, desarrollar la funci6n valor absoluto y romper las integrales en dos.

SOLUCION:




:

I £11=(1/2)Integrate[-x, {x,-1,0}]

1

4
B  £12=(1/2)Integrate[x, {x,0,1}]
1

4

- Luego

EH total = f11+f12

1

2

De igual manera podemos calcular f2

&= f21=Integrate[t(- t),{t,-1,0}]

1
- (=)
3

EH f£22=Integrate(t t,{t,0,1}]
1

3

H  £f2=£f21+£22


Memo
Cuadro de texto


Como f2=0 , entonceso no hay término lineal.

Para calcular f3 obramos de igual manera

EH £31=(5/8) (3 t*2 -1)
Integrate[(3 t*2 -1)*(- t), {t,-1,0}]

"B £32=(5/8) (3 t*2 -1)
Integrate[ (3 t~2 -1)*t,{t,0,1}].

E  £3=£31+£32
Set::write: Tag Times in Luego m is Protected.

En consecuencia, el polinomio cuadritico de aproximacién dptima es:

E plxl=f11+£3

2
1 S (-1 + 3 t)



Hagamos un cuadro comparativo de las dos graficas, la funcién y su polinomio de

aproximacion.
E Plot[{Abs[t],1/4+ 5/16 (-1 + 3 t~2)},(t,-1,1}]

2.2.21. Calcular las constantes a,b,c de modo que la

J [(e* -(a+bx+cx?)) Jdx

-1 <x<1 , llegue a ser tan pequeiia como se quiera.

SOLUCION:

Si hacemos uso del problema anterior, bastarfa con encontrar los coeficientes del

polinormio cuadrético de aproximacién 6ptima.

‘Qb

3
e
H c

3/2Integrate[t e~t, {t,-1,1}]/.Log[e]l->1

-~

15/8 Integrate[(3 t~2 -1)*e*t,
{t,-1,1}]1/.Log[e]->1



-14
15 (-~ + 2 e)

a=-5/8 Integrate[(3 t*2 -1)*e*t,
{t,-1,1}]/.Log[e]l->1

-14
=5 (==— + 2 e)

Basta tomar las constantes con estos valores para hacer minima la integral.

2.2.22. Dado el conjunto de vectores del espacio:
X1 =(111) X2=(-1,1,-1),X3=(10,1).

~ Establezca su dependencia o indepencia lineal

SOLUCION:

Como es bien conocido, basta con hacer las combinaciones lineales con los

vectores dades y armar un sisterna de ecuaciones lineales e igualando al vector

cero y mirar como son sus coeficientes. Si todos son ceros, entonces son

linealmente independientes , sino son linealmente dependientes. Para resolver el

sisterna de ecuaciones usamos el comando Solve.

| Solve[{x-y+z==0, x+y==0, x~-y+2z==0}, {x,y, 2z} ]



{{z -> 2y, x => -y}}

La soluci6n anterior nos dice que los vectores son linealmente dependientes.
En cada caso, hallar una base ortonormal para el subespacio de 3, generado por

los vectores:
Xy;=(1,11), Xo=(-1,1,-1),X3=(1,01)
SOLUCION:

Si cargamos el paquete LinearAlgebra’Orthogonalization®, Yy

usamos el comando GramSchmidt

Ed <<LinearAlgebra'Orthogonalization®

E {W1,W2,W3} = GramSchmidt[{{1,1,1},
' .{-1,1,-1},{1,0,1}}]
. 1 - .
Power::infy: Infinite expression — encountered.

0

{Indeterminate, Indetermiﬁate, Indeterminate}}



Vemos que Mathematica nos saca mensajes de indeterminado y respuestas

erréneas, por lo tanto, es recomendable mirar primero si los vectores son,

linealmente independientes. Si la respuesta es si, usamos directamente el comando
GramSchmidt del paquete LinearAlgebra® Orthogonalization'. En
el caso de respuesta no, entonces tomamos un subconjunto maximal de vectores
del original 'y le aplicamos el comando GramSchmidt del paquete

LinearAlgebra ' Orthogonalization" .

H  (wl,w2)= GramSchmidt [{{1,1,1},{-1,1,-1}}]

1 1 1
{{—=—=~—- r T T TTTTT ¢ T T TTT T }r
Sqgrt (3] Sqrt(3] Sqrt{3]
1 2 1
{_( _______ ).t Sqrt['—]r '_( _______ )}}
Sgrt[6] 3 Sqrt([6]

Esta serd la base ortonormal buscada, pués sus vectores son unitarios y

ortogonales . Veamos que en efecto, estos vectores tienen dicha propiedad.

ju- wl.w2

0

2.2.23. En el espacio lineal real C(1,3) con producto interior

3
(f.g)= _[[f(x)g(x)]dx, sea f(x)=1/x . Demostrar que el polinomio constante g
!

mas préximo a fes g=1/2log3. Calcular //g-f}/2 para este g.

SOLUCION:




Como en el intervalo [1,3] no conocemos una familia de polinomios oﬁogonales,
debemos hacer una transformacion de los da.tos del problema, hasta un intervalo

en donde una tal familia ortogonal exista. Para ello, hacemos el cambio de
variable u=x-2. Entonces cuando x recorra el intervalo [1,3], u recorre el intervalo
[-1,1], y alli existen al menos los polinomios de Legendre que como bien sabemos
son ortogonales. Con el anterior cambio de variable, Ia' funcibn flx)=1/x se
transforma en términos de u como A(u)=1/(u+2), en estas condiciones ya

podemos resolver el problema propuesto.

Cargamos el paquete LinearAlgebra® Orthogonalization; Y
usamos losl comandos Normalize y Projection.

B  <<LinearAlgebra'Orthogonalization®

Normalizamos el polinomio de Legendre de orden cero

EH Normalize [LegendreP [0, x],
‘ InnerProduct~> (Integrate[#1 #2,
{xr -1, 1}]&) ]

Sgrt 2]

| B g=Projection{l/(u+2),1/Sqrt[2], InnerProduct->

(Integrate[#1 #2, {u,-1,1}]1&)]

que es el resultado deseado.



3. CALCULO DIFERENCIAL

3.1 INTRODUCCION: Los problemas de célculo diferencial que hemos
incluido tocan distintos temas de €sta asignatura; limites, problemas de miximos y
minimos y aplicaciones en fisica, Es importante comentar que algunas soluciones
se verifican y algunos pasos propios de la solucién se ilustran mediante gréficos.
El lector encontrard muchos ejercicios en donde se pide demostrar un hecho, del
que s6lo podemos insinuar sy demostracion pues Mathematica solo es usado como

ambiente de exploracién y verificacién de propiedades ¥ no como un software que
demuestra, como es el caso de] paquete Analytica, desarrollado por la Wolfram
Research en el ambiente Mathematica.

- 3.2 Limites:

Los siguientes ejercicios de limites precisan de un paquete de Mathematica
que se carga a continuacién:

| <<Calculus Limit"

3.2.1. Determinar el valor de cada uno de los siguientes limites e ilustrar con
un gréfico apropiado:

a) Lim

o

b) Lim Tan(2x)™

x—=
4

¢) Lim Tan(2x)™

X3~
4



& Lim xSen(2x)
=0 Sen(x)

. Sen(x)—x
e) Lim -———g—z———;
x-30

(xSen(x))E

£) Lim  (1+42%)%"®

x—0

oLy 18020
x_)% Tan(mx)

. ()2
h) Lim —-———
) = (200

Cos{x]—-Cot{x]

i) Lim
x—-—>-12£ (x - %)3
Tan(x)
x-—>£




SOLUCION

n—yoe

a) Lim ——
z)

en Mathematica queda asi:

& Limit tn/ (n!)~(1/n) , n->Infinity]
E
Plot[n/(n!)~(1/n) , {n,0,1000}]

Es de observar que este limite no lo resuelve DERIVE version 2.06 .

b) Liqrz Tan(2x)">

x——
4

2  Limit[Tan[2 x])“Tan([x],x->Pi/4]
Indeterminate

EH Plot[Tan[2 x]~Tan[x], {x,0.5,1}]




Si x# % , entonces la expresién anterior pierde significacion

matematica,en razon de que la base es negativa y el exponente real.

c) Lf?;'t’l Tan(2x)7**)

X—3—
4

E  Limit[Tan[x]*Tan[2 x],x->Pi/4]
1

E

Se traza la grafica en valores cercanos al punto limite:

EH Pplot [Tan[x]*Tan[2 =], {x,0.5,1}]

&) Lim xSen(2x)
=0  Sen(x)

Se define una funcién f apropiada la cual es la funcién original ya simplificada:

B f[x ]:=Simplify[x Sin[2x]/Sin[x]]
enseguida se evalia el limite:



E  Limit[f[x],x->0]
0

La gréfica de f corrobora la validez del resultado obtenido:

Bl Plot[£[x],{x,~0.5,0.5}]

&) Lirg& Sen(x)—13c
(xSen(x))?

Se utiliza la tecnica usada antes:

B gx }:=(Sin[x]-x)/(x Sin[x])*(3/2)
hx_]:=Simplify[g[x]]
Limit[h[x], x->0, Direction->-1]

1
- (=)
6

H rimit [h[x],x->0,Direction->1]

1

—




)

EH Plot[h[x], {x,-.5,.5}].

La gréafica de h[x] deja ver que Direction ->1 y Direction~>-1,
significa tiende a 0- y tiende a O+ ,respectivamente.(tal
notacion parece inapropiada.)

f) Lim (1427 )
B Limit[(1+27x)4+Sin[x], x->0]
1

La grifica que interesa se toma en €l intervalo [-1,1].

Plot[ (1+2~x)“Sin{[x], {x,-1,1}]



= f[x_]:=Log[l-2x]/Tan([Pi x]

Limit[£[x],x->1/2,Direction->~1]
0

Una gréfica de f apropiada es:

" Plot[f[x],{x,0.4,0.49999}]




. (nhF2™
L -
e il (2n)!vn

E  Limit [ ((n!)*2 24(2 n))/((2 n)!Sqrtin]), n-
>Infinity]
0 :
Este resultado que da Mathematica es érroneo, Pues al resolverlo en forma

correcta su respuesta es Tt%-."Den've si resuelve correctamente este limite.
"Se define la funcion £ [n] y se grafica:

EH  £[n_]:=Simplify[((n!)~2 24(2 n))/
((2 n)!sqgrtin])]

E Plot[f[n],{n,1,160000}]

1.77275
1.7727
l1.77265
1.7726
1.77255

H

\
1.797245 \zseocanuumsﬂmmmm.s_mmuo

En la grafica se puede observar que la funcion para
valores grandes de n, es un valor préximo a v/T.

v, Cos[x]—-Cot[x]
i) Lim
' x—ag (x__%)?}

H  Limit{(Cos[x]- Cot[x])/




( x- Pi/2)~3 , x -> Pi/2]

Tan{x)
j) Lim e Log(Cos(x))
n

x—=—-
2

B Limit([Exp[Tan[x]/Log[Cos[x]]], x~>Pi/2,
Direction->-1]Tan[x]/ Log[Cos[x]]
PiLimit[E, x ~> --, Direction -> ~1]

‘Pese a que Mathematicano calcula este limite,se puede disefiar una estrategia de
aproximacién utilizando una funcién y una lista con valores cada vez miés

cercanos a %:

) g[x_]:=Exp[Tan([x]/Log[Cos[x]]]
lista=Table[Pi/2 - 1/n*3,{n,90,100}];

El comportamicnto de g en la lista es:

E  N[rg[lista]]

{1.27651458391  10-23453, 1.02618195127  10-24184,

2.20788015727 10-24930, 9.4028007605 1023691,
5.8647637082 10-26466, 3.96585096086 10-27256,
2.15324424976 10-28061, 6.9549575713 10-28882,
9.9061621676 10—29718, 4.6140399631 . 10-30569,

5.2139245453 1031436

r]



Lo anterior da a entender que el limite propuesto vale 0. La gréfica de g sustenta
también dicha afirmacién:

£ Plot[Exp[Tan[x]/Log[Cos[x]]], {x,0,Pi}]

g.2

0.15

0.1

0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5

3.3 Problemas de Calculo Diferencial

3.3.1 Las Temperaturas a las 12 M,, de Bogot4 en los primeros 15 dias del mes de

Enero de 1994 fueron:

11.4,13.2,12.7,14.1, 13.5, 13.5, 13.8, 14.4, 13.4, 14.2, 13.6, 14 .4, 14.8, 13.6,
13.4.

a) Encontrar la temperatura promedio.
-b) Graficar la lista de puntos en un plano cartesiano.
c¢) Aproximar la gréfica anterior por un polinomio de grado 14.

SOLUCION:

a) Sedefine latabla "temps" que tiene las 15 temperaturas.

temps={11.4,13.2,12.7,14.1,13.5,13.5,13.8,14.4,
13.4,14.2,13.6,14.4,14.8,13.6,13.4};

Se determina el promedio "prom" utilizando las funciones de Mathematica

Apply, Plus, Lenght’.

EH prom=Apply[Plus, temps] /Length[temps]
13.6



b) Para graficar las temperaturas se generan puntos en el plano, primero I
abscisas (absc) y luego se emparejan (usando "Transpose") con I
temperaturas para Iuedo graficar las parejas (parjs) obtenidas:

absc= Table[n, {n,1,15}];
parjs=Transpose[{absc, temps}];
ListPlot[parijs]:

¢} seusa la funcién "Fit" para crear la funcién polinémica de grado 14 que
MEJor se aproxima a estos puntos:

EH Fit[parjs, |
{1,x,x*2,x*3,x"4,x*5,x"6,x*7,x*8,x"9,x~10,
x*11,x*12,x*13,x*14},x];
Plot[%,{x,0,15});




Show[%6, %8]

25

20

is

10

S

3.3.2 Unaecuacién lineal genera los siguientes valores:

X 5.2 5.3 5.4 5.5 5.6
y 27.8 29.2 30.6 32.0 33.4

Encuentre tal ecuacién. -

SOLUCION: .
Se define una tabla con los datos dados, para luego ajustarla (F'it) mediante una
funci6n lineal. '

B tabla={{5.2,27.8},{5.3,29.2},{5.4,30.6},
{5.5,32.0}, {5.6,33.4}}
- {{5.2, 27.8}, {5.3, 29.2},
{5.4, 30.6}, {5.5, 32.},
{5.6, 33.4}}

B Fit[tabla, {1, x},x]
-45. + 14, x

“la ecuacion lineal buscada es y=-45+14x.



3.3.3. La ecuacién de una recta es: 3x+4y= -J2. Encontrar la longitud de I
porcién de linea entre los interceptos con los ejes coordenados.

SOLUCION;
Se encuentra los interceptos con los ejes cooerdenados asf:

Solve[{3x-4y==-12,x==0}, {x,yv}]
{{y => 3, x ~> 0}}

H Solve[{3x-4y==-12,y==0}, {x, y}]
{{X - -4} h% -> O}}

Se encuentra la distancia entre los puntos hallados: - , .

I osqrt[{(-4)*2+3~2}]
{5}

Entonces, la distancia entre los dos interceptos con los ejes coordenados es 5.
3.3.4 Graficar la funcién f(n)=In(n!)

SOLUCION: "
se define la tabla "logfac" de los logaritmos de los factoriales:

2 logfac=Table[N[Log[n!l], {n,1,15}]
{0, 0.693147, 1.79176, 3.17805, 4.78749,
6.57925, 8.52516, 10.6046, 12.8018, 15.1044,
17.5023, 19.9872, 22.5522, 25.1912, 27.8993}

Se generan las abscisas en la tabla"abscisa”

H  abscisa= Table [n,{n,1,15}]
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15}

Se hace el emparejamiento de abscisa con Llogfac, quedando la lista de puntos:



E Transpose[{abscisa, logfac}]
{{1, 0}, {2, 0.693147}, {3, 1.79176},
{4, 3.17805}, (5, 4.78749}, {6, 6.57925},
{7, 8.52516}, {8, 10.6046}, {9, 12.8018},
{10, 15.1044}, {11, 17.5023}, {12, 19.9872},
{13, 22.5522}, {14, 25.1912}, {15, 27.8993}}

Ahora se obtiene la grifica:

H  ListPlot[%];

3.3.5. Considere un grafo de una temperatura en grados Farenhbeit F, y en grados
centigrados y asuma que et grafo es una ‘linea. Ud sabe que 212°F y 100°C
representan el punto de ebullicién, similarmente 32°F y 0°C representan el punto
de congelacién del agua.
a) Cudl es la pendiente del grafo.
b) Cudl es la ecuacién de la recta.
¢) Use la ecuacién para encontrar la temperatura F que corresponde a 20°C.
d) Cudl temperatura es la misma en ambas escalas.
SOLUCION
a) La pendiente del grafo es:
H  (212-32)/(100-0)
9

5
b) La ecuacién de larectaes F=9/5c + 32
H Flc_]1:=9/5 c + 32
¢) La temperatura correspondiente a 209c es:

H Fr203
68



d) la temperatura ¢ que se representa idénticamente en ambas escalas es la
solucién de F(t)=t:

=) Solve[F[t]=t,t]

3.3.6. La presi6n del aire, P, decrece exponencialmente con la altura 4 sobre la
superficie de la tierra. La siguiente ecuacién muestra la relacién entre A y P

P = Ko~ 000012 4

donde X es la presién del aire sobre el nivel del mar, y h est4 dado en metros.

a) Si Ud. se encuentra en Bogotd a 2600 mt sobre el nivel del mar, cuil es la
presion del aire como una fraccién de la presién sobre el nivel del mar?. '

b) La méxima altura alcanzada por un jet comercial es 12000 mt. a esta altura cual
. s la presion del aire como una fraccién sobre el nivel del mar?,

SOLUCION:
Se define la funcién presién p en €rminos de la altura h asi:

H plh]:=x Exp[-0.00012 h]

a) Puesto que p(0)=k, k es la presién al nivel del mar. La presién atmosférica en
Bogoté es:

pl[2600]
0.731982 k

b) A 12000 mits la presién es:

EH p[ri12000]
0.236928 X

3.3.7. Considere las funciones:



Compare las gréficas.
SOLUCION:

Se declaran las dos funciones :

E fl[x ]:=Exp[-x Log[2]]
f2[x 1:=1/x"2
Se graﬁcz;n asi,
Plot[{fl[x],f2[x]},fx,—2,2},
PlotRange->{~-20,200},

PlotStyle->{RGBColor([1,0,0],
RGBColor[0,0,1]1}]:

Las abscisas de los puntos de corte son

Solve [fl[x]==£f2[x],x]



Ahora se liberan 1 y f2;

E Remove[fl, £2]
3.3.8. Para qué valores de x es:

3* > x
SOLUCION
Se declaran dos funciones

E f1 [x ]:=Exp[x Log[3]]
f2[x 1:=x"3

Las curvas que las representan se obtienen asi:

Q Plot[{fl[x],fZ[x]},{x,—S,G},
PlotStyle~->{RGBColoxr[1l,0,0],
RGBColor[0,0,1]1}]

Se aprecia que las raices de la ecuacion f1/x]-f2{x]=0, estan entre 0 y 4.
Mediante FindRoot (que en esencia usa el metodo de Newton_Raphson ), se

encuentran tales raices:

= FindRoot [f1[x]==£2[x], {x,0}]
{x -> .2.47805)




FindRoot [fl[x]=£2[x], {x,4}]
{x => 3.}

Por tanto 3* > x> ,en los intervalos ( —oo,2.47805)U ( 3,'00)

3.3.9. Grafique:

y=x°

y=0.001 %001

a) O<=x<=1500, O<=y<=225. Qué nota usted?, porqué?.
b) -100<=x<=100, O<=y<=2250. Qué nota usted?, porqué?.

SOLUCION:
a)

B Plot[{x*2,0.01 Exp[0.01 x]}, {x,0,1500},
PlotRange->{0,225}]

ZDD!’
150
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- Se aprecian las grificas de las dos funciones, lo cual es posible
gracias a la amplitud del dominio.

b)En cambio un dominio reducido no deja ver ambas gréficas



Plot[{x*2,0.01 Exp[0.01 x]}, {x,~100,100},
PlotRange->{0,2250}];

3.3.10. Encontrar la ecuacién de la linea l en la figura, los puntos resaltados son
(0.1)y (Log2,10) |

SOLUCION:
Se evaliia la pendiente;

H  (10-1)/(Log[2]-0)

Como la recta pasa por el punto (0,1), el valor de b en Ia ecuacién y=mx+b
es 1 y por tanto la ecuacién buscada es y=(9/Log[2]) x + 1.

3.3.11. La poblacién de Kenya fué 19.5 millones en 1984 y 21.2 millones en
1986. Asumiendo que ésta crece exponencialmente, encontrar una férmula para la

poblacién como una funcién del tiempo

SOLUCION:

Sila poblacién de Kenya crece exponencialmente, la poblacién
como funcién de t es:



BH  £[t_]:=k Expla t];

Puesto que f[0]=k entonces k=19.4 y como la poblacion de 1986 es
de 21.2 puede hallarse asi:

B FindRoot[19.4 Exp[a 2] == 21.2 , {a,0}]
{a => 0.0443641}

Por tanto f{t]=19.4 €0.0443641¢
Contando ¢ a partir de 1984.
3.3.13. Encontrar la funcién inversa t=g(p) para p=67.38(1.026)*.

SOLUCION:
La inversa de P[T]=67.38(1.026)! puede obtenerse asi:

B  Ssolve[67.38 1.026%t -p == 0, t]
{{t -> 38.9594 Log[0.0148412 p]}}

Por lo tanto ¢(p) = 38.9594 log(0.0148412 p)

1
1+~ *

3.3.14. Defina f(x)=

a) En qué intervalos es f creciente
b) Explique porqué f es invertible y evalue f-1.
¢) Grafique f y f-1 en el mismo plano y explique la relacién.

SOLUCION:
Se define la funcién y de traza su gréfica asi:

B f[x_]:=1/(1+ Exp[-x])
PlOt[f[X] ’ {xr—srs}]



Se nota que la derivada no tiene raices, puede verificarse esto mediante
FindRoot:

E Dlfx],x]

E‘(1+E )

Observamos que la derivada no tiene ceros y ademés es positiva, y por tanto
la funci6n es creciente en (—~ee, 00 ), en consecuencia ffx] tiene inversa:

&= Solve[f[x]==y, x]

{{x —> Log{~——~ InD

Definimos la funcién inversa de f asi:

EH  nix ]:=Log[x/(1-x)]
Plot[£[x], {x,-5,5}]



H Plot[h[x], {x,0,1}]

Las Grificas de fy su inversa son simétricas con respecto a la recta Y=x, pero por
cuestiones de dominio no se aprecian satisfactoriamente usando el mismo plano.

3.3.16. Grafique la siguiente funcién, y diga cual es su amplitud y periodo:
y=4Cos((1/12) x)
SOLUCION:

EH  Pplot[ 4Cos[1/2 x], {x,-4Pi, 4Pi}]




Una funcién de la forma A f (2Pii/L) con A constante y f Seno o Cos tiene
amplitud /4/ y periodo L, por tanto la funcién anterior tiene amplitud 4 y periodo

47.

3.3.17.
a) Use el computador para encontrar el periodo de y=2Sent + 3 Cos 2t

b) Explique la respuesta dada en a) a partir de los periodos de Sen(t) y Cos(2t)

SOLUCION:

a) -
E  Plot[2 sin{t] + 3 Cos [2 t],{t,-2Pi,2Pi}]

El periodo de y=2Sent + 3 Cos 2t es 2m.

e | b)El periodo de 2Sent es 21 y el de 3Cos21 es T, por tanto el perfodo de y es 27

(Sifyg tienen periodos L y Ln respectivamente, el periodo de f+g es nL).



3.3.19 Sif{x) = a x2 + b x + ¢, encuentre los valores a, b y ¢ que cumplen:
a) (1,1) estd en el grafico de f(x)

b) (1,1) es el vértice del grafico de f(x).

¢) El intercepto del grifico con el eje y es (0,6) ,

d) Encuentre Ia funcién cuadrética que satisfaga a), b), c)

SOLUCION:
Se define la siguiente funcién:

K f[x ]l:=a x*2+ b x + ¢
a) Como f(1)=1 entonces a, b y ¢ cumplen:

EH  Solve[f[1]==1, {a,b,c}]
{{a > 1 - b - c}}

b) Se trata ahora de resolver un sistema de dos ecuaciones:
H  Solve[{-b/(2 a)==1, £[1]==1},{a,b,c}]
' b . =b
{{c => 1 - -, a => —-}}
2 2

¢) Como f{0)=6 debe ser c=6 o también:

5 Solve[f[0]==6,{a,b,c}]
{{c —> ©6}}

d) La funcién f debe cumplir las condiciones: {1 )=1, D(f{1))=0, f{0)=6.

B Solve[{f[1]==1,-b/(2 a)==1, £[0]==6}, {a,b,c}]
{{a => 5, b => =10, c => 6}}

3.3.20. La altura de un objeto en un tiempo t estd dada por s=v ¢ - (1/2) g2
donde v representa la velocidad inicial y g Ia gravedad.



a) a que altura est4 el objeto inicialmente

b) Cuanto tiempo estd en el aire antes de su caida
¢) Cuando alcanzard el objeto su mdxima altura
d) cual es este maximo.

SOLUCION:

Se define 1a funcion S[t]

EH st ]l:=vt-0.5gtr2

a) La altura inicial del objeto es s{0]:

. B sro]
| 0

b) Para ello se resuelve la ecuacion S[t]=0:
£l solve[S[t]==0,t]
2.V

{{t -> 0.}, {t -> ———=}}
g

El tiempo del objeto en el aire es 2v/g.

¢) El objeto alcanza su maxima altura en tiempo 1=/2(v/g)]/2=v/g.
También puede hallarse este tiempo evaluando; §'ft]=0

d) La altura maxima es S{v/g]:

E  s[v/q]



>

3.3.21. El grafo de una funcién racional f{x)= g(x) / h(x) s€ muestra a
continuacion:

n ll

Dar férmulas posibles para f{x).

SOLUCION :
Definimos la funcion ¥ [x] ya que esta funcién pasa por (0,0) y tiene asintotas
x=-2.5 y x=2.5.

E  Flx_]:=x*2/(x*2-6.25)
Verificacion:
Plot [F[x], {x,-7.5,7.5}]

3.3.22. Para las condiciones que se dan a continuacién encontrar todos los™

polinomios P(x) de grado <2 . Las cuales satisfacen las condiciones que sess
piden:



a) P(0)=P(1)=1
b) P(0)=P(1)=1 y P(2)=2
¢) P(0)=P(1)=1

SOLUCION:

Tomemos un polinomio p(x)= a x2+b x +c , donde a,b y c sean
desconocidos.Primero usamos reglas de sustitucion para las condiciones y
Posteriormente usamos el comando Solve para encontrar los valores de abyc

en cada caso.

= plx ]:= a x*2 +b x +c

a)

EH ploj
L.

H  pril

a+ b+ c
Solve[{c==1, a+b+c==1},{a,b,c}]
Solve::svars: Warning: Egquations may not give solutions for all
"solve" variables.

{{a => =b, ¢ -> 1}}
Luego, cualquier polinomio de grado < 2, que satisfaga las condiciones ¢=J
y a=-b ,cumple las condiciones del numeral a). Por ejemplo, pfx]=2x2-2x+1
satisface a). -

pl0]

C

pll]

a+ b+ ¢

pl2]

4 a+ 2b + ¢

Solve[{c==1, atb+c==1,4 a+2 b+c==2}, {a,b, c}]
1 . 1

(ta => -, b => (=), ¢ => 1})
2 2 '

0 DO O me



Basta tomar a=1/2, b=-(1/2) y c=1
c¢) Lo dejamos como ejercicio para el lector.

3.3.23. Dada la funcion f[x]= x3 .Pinte su gréfica y realice algunas experiencias
de traslado sobre los ejes y grafique su inversa.

SOLUCION:

=  Plot[x*3, {x,-10,10}]

Para desplazar la grafica 3 unidades a la derecha, basta cambiar x por x-3 (6

graﬁcar f(x-3).

E Pplot[(x-3)+3, {x,-10,10}]

Veamos que ocurre con la funcién dada , si cambiamos x por 2x



E  Plot[(2 x)*~3, {x,~-10,10}]

3
o+ k
3.3.24. Dado f(x) = 9—-—, Para que valoresde cy k :
X

a)f es par.
b) f es impar.

SOLUCION:

& Solve[{(c x"3+k)/x-{(-c x*3+k) /-x ==0} , {c,k}]
Solve::svars: Wdrning: Equations may not give solutions for all "solve" variables.

{{k => 0}}

Para este valor de k y siendo ¢ cualquiera, la funcion pedida es par.

b)

E  solve[{(c x*3+k)/x+{c x~3+k)/x ==0} ,{c,k}]

Solve::svars: Warning: Equations may not give solutions for all "solve” variables.
k

{{c ~> = (-=)1}]}
3
X

Como esta es la relacién que debe existir entre ¢ y & para que la funcion sea
impar, entonces c=k=0, asi que la funcién impar que resulta es la funcién 0




3.3.24.Encontrar todos los polinomios p de grado <2 los cuales satisfacen
las siguientes condiciones: -

a) p(x) = p(-x)

b) p(2x) = 2p(x)
SOLUCION:

Se define la funcién cuadrética general:
E plx l:=a x*2+bzx+c
a) Para que satisfaga pfx]=p{-x] (par) debe cumplir:

=) .Solve[P[x]——-p[-x],{a,b,c}]
{{b > 0}}

esto es, b debe ser 0.
b) Con la funcién Solve también se obtiene condiciones para a, b, ¢ y asi
satisfacer : p(2x) = 2p(x).

EH  solvel pil2 x] == 2 p[x},{a,b,c}}
. C :
{{a => =——=}}
2
2 X

solo hay una solucién aceptable para p(2x) = 2p(x), es c=a=0. Verificacién;

B solve[ {p[2 x] == 2 p[x],c=0}, {a,b,c}]
{{a => 0, c => 0}} )

3.3.25. Encontrar el mas grande de los ceros de f(x) = 10xeA-x-1, con cinco
decimales de precision.



Plot[10 x Exp[-x] -1,{x,-4,10},PlotRange->{-14,14}]
SOLUCION:
Para este problema utilizamos la funcién FindRoot, pero antes veamos la grifica:

B Plot[10 x Exp[-x] -1, {x,-4,10},
PlotRange->{-14,14}]

Se observa que sélo hay dos raices, y la mayor de ellas estd entre 2 y 4
E FindRoot[10 x Exp[-x] -1, {x,3}]
{x -> 3.57715}

3.3.26. A un grupo de estudiantes se les pregunta evaluar f(4) de la si guiente
tabla la cual muestra los valores de la funcién f:

X 1 5 6
fixy| 42 | 41142145 | 501 5.7

)
)
N

- Un estudiante A estimé la derivada como f’(4) = f(55) —5(4) = (.5.

- Un estudiante B estimo  f'(4) = f(4;~.§(3) = 0.4 .

- un estudiante C estimé mas conveniente promediar los resultados anteriores,




ésto es, f’(4)=§(0.5+0.3)=0.4.

a) Explique cudl de las respuestas fue mejor. :
b) Pinte el grafo de f e indique como las tres estimaciones son representadas

sobre el grafo.
SOLUCION:

Existen distintas formas de abordar este problema, una de ellas es la construir un
polinomio que aproxime a fy coincida con f en esos puntos.Usemos polinomios
de interpolacién de Lagrange.

p=InterpolatingPolynomial([{{1,4.2},{2,4.1},
- {3,4.2},{4,4.5},1{5,5.0},({6,5.7}}, x]

-16
4.2 + (-0.1 + (0.1 + (-2.96059 10
-16 -17
+ (1.11022 10 - 2.96059 }O (-5 + x))
(=4 + X)) (-3 + x)) (-2 + %)) (~1 + x)
H  Simplify[%]
| 2 -15 3
4.5 - 0.4 x + 0.1 X - 3.92279 10 X
-16 4 -17 5
+ 5.55112 10 X - 2.96059 10 X

D[%,x]/. x->4
0.2

Entonces 0.2 es el valor de la derivada del polinomio de interpolacion en x=4.
Si vemos los resultados dados por los estudiantes, diriamos que B estuvo mas

cerca del resultado.

3.3.27 Sifix)=13-8x+2x2 y f(r) =4, encontrar r.



SOLUCION:
Se define la funcién f:
EH  flx ]:=13-8 x + 2 x~2
Su derivada es:
B D[f[x],x]
-8 + 4 x
El valor de r puede hallarse asi:

= Solve[-8+4 r == 4, r]
{{r => 3}}

" 3.3.28. Encontrar el mdximo y el minimo de y = e”* Sen( x), (a>0) en términos

de a.

SOLUCION:

%) g=D[Exp[-a x] Sin[x], x]

E  simplify[%27]
Cos(x]) - a Sin[x]

2 fla ]:=FindRoot[Cos[x]~- 5 Sin[x]==0, {x,1}]

La cua!l es una funcién de a, si le damos un valor a a nos da el resultado
deseado. Por ejemplo:

Bl fr4)



{x => 0.197396}
EH  £[23456]

{x => 0.197396}
H f(256]

{x —=> 0.197396}
3.3.29. Sea f{x) = (1g(x)) ! x, si x#0. Esbozar la grifica de f correspondiente a los
intervalos semiabiertos [-1/4..,0) y [0, ..1/4]. Qué ocurre a f{x) cuando x—>0.
Puede definirse f{0) de modo que f se haga continua en cero?.

SOLUCION:
Se deja al lector

3.3.30. Derivar las siguientes expresiones: -

a)y = log,[x], conrespectoax.

b)y = x*I conrespecto a Arctanx

Arcsec{~1+x* ] con respecto a Ijx

i

c)y
SOLUCION:
Suponemos que es claro que,todos los anteriores ejercicios tienen que ver con Ia
regla de la cadena. Realicemos un programa sencillo que implemente la regla de

la cadena y evalue los ejercicios propuestos.

El programa es el siguiente:

EH  derilu_,v_]:=(D[u[x],x])/(D[v[x],x])

]
—

1]
(B
i
|
}
|
{

1



2 2
2 x Log[x]
b)
o=} deri[x” (ArcTan[x]) &,ArcTan{[x]&]
2 -1 + ArcTan([x]
(1 + x ) (x ArcTan[x] +
ArcTan [x]
X Log[x]
_________________ )
2
1 + x

¢y - .
E deri [ArcSec [Sqrtf1+x*2]]&,1/x&]

3.3.31. Trazado de Funciones Discontinuas

(Hay alguna forma de dibujar funciones discontinuas de manera que no se di
lineas verticales sobre los puntos de discontinuidad?

SOLUCION

Una forma consiste en que si lo notamos, Plot es parecido a la funcién

A et - Y} m

Nintegrate[ fx], {x, x0,x1, ..., xk}]

en su sintaxis:




Plot] f[x], {x, x0,x1, ..., xk}]
Es sencillo extender Plot para manejar varios nimeros de subPlots:

Unprotect [Plot]:;

E Plot [ £, {x_, lims_ /;Length[{lims}]>2},
opts___ J:=
Block" [{ nuevo, factor=10~-15, d},
nuevo=Partition[{lims}, 2, 1}:
nuevo=Map[ (d=(#[[2]1]1-#[[1]])*factor;
#+{d, -d})&, nuevol;
nuevo=Map[ Plot| £, Evaluate[Prepend| #, x]].,
DisplayFunction->Identity, opts]&, nuevo];
Show[nuevo, DisplayFunction->$DisplayFunction]

Protect[Plot];
Tomemos dos ejemplos:

Plot[ Tan[x], {x, 0, Pi/2, Pi, 3Pi/2, 2Pi}];

H
U
L]
k]
P
*
3
i
L)
L]
»
-
l.
-
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Se pueden definir varias piezas de funciones continuas:

€0

40




B £lx_]:=x*2/; 0<= x< 2
El £[x ]:=Cos[x]/; 2<= %< 6
E  f[x ]:=Sin[x]/; 6<= x< 9

y graficarlas juntas:

El Plot[ £[x], {x, 0, 2, 6, 9}]:

3332 MAXIMO CUADRADO INSCRITO

Si un poligono estd determinado por los siguientes cinco puntos en el primer
cuadrante,
E puntos={{0.1640, 0.17188}, {0.1640, 0.17286},
{0.16655, 0.1754}, {0.1672, 0.1754},
{0.1672, 0.17188}}:

Todos los lados son paralelos a los ejes x y y menos uno. ;Cuidl es el maximo
cuadrado inscrito cuyos lados sean paralelos a los ejes?

SOLUCION -

Luego de encontrar los mdximos valores de x o de y,



E {{zmin, xmax}, {ymin, ynan}l=
{Min[:#], Max[#]}&/Q@Transpose[puntos]

{{0.164, 0.1672}, {0.17188, 0.1754}}

se puede visualizar el poligono:
E SetOptions[ Graphics, AspectRatio->1];

E poly=Show[{Graphics[{RGBColor[0.2, 0, 0.5],
Peclygon[puntos]}]l},
Axes->True,
AxesOrigin->{xmin, ymin}];

La-esquina inferior derecha del cuadrado es:

= {xmax, ymin}

{0.1672, 0.17188}

La esquina superior izquierda inclinada sobre ¢l lado del poligono no es paralelo a
ninguno de los ejes. Los puuntes 2 y 3 de este lado se asocian en la lista:



EH m=puntos[[{2, 3}]]

{{0.164, 0.17286}, {0.16655, 0.17541}}

y la ecuacién de la linea de 1a pendiente est4 dada por:

2 linea[x ]=Fit[m, {1, x}, x]

0.00950314 + 0.996078 x

Si la esquina superior izquierda es (x, y), tenemos:

Y  pendiente=:max-x==y-ymin;

8 lineay=Solve[pendiente,y]

{{y —-> 0.33808 - x}}

Siendo este punto inclinado sobre la pandiente, se resuelve para x:

= lineax=Solve[y—-—=linea[x]/._%, %]
{{x => 0.165112}}

El cuadrado se obtiene de:

E rectagulo=Rectangle[{x, ymin}, {xmax, vil/.
lineay/. lineax; .

E  Show[poly, Graphics{{RGBColor[l, 0.7, 0],
rectagulo }]1]:;




0.175

0.1745

0.174

0.1735

0.173

0.1725 B>

3333.LIMITES CONDICIONALES

Se define una funcién de dos variales:

B fix_,y 1=Sin[x-yl/(x-y); 3
Evaluando f7x,x], muestra un resultado indeterminado dado el térmio (x;y) en el
denomiador.:

B f[x,x]
' 1
Power::infy: Infinite expression - encountered.
0
Infinity::indet:
Indeterminate expression 0 ComplexInfinity
encountered.
Indeterminate

Sin embargo, el limite cuado x->y evidentemennte existe: ’

B Limit[f[x,y], x->y]
1



(Se puede costruir una regla que evalde condicionalmente el limite de ffx,y]
cuado x==y?

SOLUCION
Se necesitan solo dos reglas adicionales:

B frx , ¥_]=Limit[f[x,y], y->x]
1
= £lx_,y ]:=£[x,x]/: x==y

La primera regla calcula el valor general en el limite y la segunda identifica el
caso en el que x==y usando la condicién (/; permite que se ejecute la funcidn si
se cumple la condicién que le sigue). El orden de entrada de las reglas es
importante. Obtenemos los resultados deseados tanto para argumentos simbélicos
~ COmO para enteros:

H fly,y]
1
B f[1,1]
1

Notemos que las reglas se limitan a la simplificacién de las expresiones en las que
se cumple la condicién de igualdad de la segunda regla:

B fla(x-y),-a(y-x)]
Sinfa (x -~ y) + a (-x + y)]

a (x = y) + a {-x + vy)
- Maodificado la prueba de igualdad se amplia a un mayor niimero de casos.

£ f[x_, Y_] =f[x, }C] /; S;me]_lfy [x_.y] ——

I £[Sin[2 x], 2Sin[x] Cos[x]]
1



[n este caso

EoO£[1.,1]
1

la regla trabaja porque

H 1.==1
True

3.334. DERIVACION IMPLICITA

Encontrar la pendiente de una curva en un punto particular.
SOLUCION

Por ejemplo la curva
E curvalx , y 1=x"3-3x y*2+y~3==1;

E curval2,-1]
True

La diferenciacion implicita puede hacerse tomando la derivada (total) de la
ecuacion:

EH Dt[curvalx,y],x]
2 2 2
3 x -3y - 6 xyDtly, x] + 3y Dti{y, %] =

I
[

Luego se resuelve por Dt[y,x]:

E Solve[%, Dt(y,x]]

{{Dtly, x] => —(=—mmmm—- ) 1)



se encuentra la férmula general para la pendiente:

E pendiente[x ,y ]1=Dt[y,x]/.First[%]
2 2

Ahora se-puede calcular de inmediato el valor de la derivada sobre el punto:

E pendiente[2,-1]
3

- (=)
5

3.3.35. Veamos el ejercio anterior, con el siguiente procedimiento:
= puntosCriticos2D[f ,{x_,y }] := Module|
{aux, sol = {} },

aux = Union[ Solve[ {D[f,x] == 0, D[£f,y] == 0} ]
1;

For[i=l, i<=Length[aux], i++,

If[ Im[ aux([[i,1,2]] ] == 0 ,
AppendTo[ sol, aux[[i]] ]

puntosCriticos2D{x*4+y*4 -2 x*2 + 4 x y -2 y~2,
. {x,v}]

{{x => 0, y —> 0}, {x -> -sqrt[2], y —> Sqrt[2]},
{x => Sqrt[2], y -> -Sqrt(2]}}

La forma final de la funcién puntosCritices trabaja con un niimero "arbitrario” de
variables. Si la encuentra un poco complicada, (se utilizan algunos conceptos atin



no vistos) defina una funcién andloga puntosCriticos2D, la cual trabaje
con tres variables:

= puntosCriticos[f , {variables_ }]
:= Module[{i, long,
{},lista = {variables} 1},
derivadas = {};
long = Length[lista];
For[i=l1l, i <= long, i++,
AppendTo[derivadas, D[f, lista[[i]] ] == 0 ]
1;
aux = Union[ Solve[ derivadas,lista] ] :;
For[i=1, i<=Lengthlaux], i++,
If[ Im[ aux{fi,1,2}] ] = 0 ,
AppendTo[ sol, aux[[i]] ]

aux, sol

sol

E  puntosCriticos[x*4 + y*4 -2 x*2 + 4 xy -2 y*2 ,

: {x,y}] . .

{x —> 0, y -> 0},
{x => -8qrt[2), y —-> Sgrt(2])},

{x —=> 8qrt{2], y —-> —-Sqrt(2]}}

3.3.36. Encuentrar los puntos criticos de : (x+1) (y-1)2 (1-x-2y)

SOLUCION:

B puntosCriticos[(x+1) (y-1)~2(1 - x - 2y), {x,y}1]

L]
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{{Y -> 1}, {x —> -1, y —> 1},
- (y => 1, % => -1}}

Nota : La notacién { y -> 1 } indica que todas las parejas {x,/} son |
SOLUCIONEes

? 2
. . 2
3.3.37. Encuentrar los puntos criticos de : x + DA

4x y z
SOLUCION:

puntosCriticos[x + y“2/(4x) + z°2/y + 2/z,
{x,v.2}]

, 1
{{X -> _(-)r Y -> _lr z —> "l}r
2

{(x > -, v ->1, z —> 1}}

3.3.38. Encuentrar los puntos criticos de: xy*z’ (/- x—2y—3z)

SOLUCION:

=) puntosCriticos[x y*2 z#3 (1 ~ x - 2y - 3z ),

{x,y,2}]
Solve::svars:

Warning: Equations may not give solutions for all
"solve” variables.
Solve::svars:
Warning: Equations may not give solutions for all
"solve” variables.
Solve::svars:




Warning: Equations may not give solutions for all
"solve" variables.

General: . stop:

Further output of Solve::svars
will be suppressed during this calculation.

{x

{x

{x

{x

(x

ly

{{Y -> O}r
{x -> 0,
-> 0, =>
-> 0, ->

1
-> —, ->
5 .
1
_> .....' ....>
2
-> 1, ->
1
—.> —' ._>

{z => 0}, {(x =-> 0, yv —> 0},
z —=> 0}, {y -> 0, z -> 0},
N .
Or -> O}l {X -> Or -> -,
2
1 1 1
B -> O}r {X -> =y ->
3 7 7
1 1 . 1
N —> O}l {X -> —>
5 4 4
0, z —> 0}, {x -> 1, yv => 0,
1
Or —-> O}r {y -> Or -2 =y,
3
1
Or —> O}r {Y -> -, -> Or
2

zZ —>
z —>
z —>
z —>
X —>
z =>

0},

_}r

0},

0},

0},

0},



ly >-, 2z ->0, x->0}, {2z ->-, x->0, y -> 0},

1
{z -> -, x-> 0, vy -> 0}}
3

3.3.39. Encontrar los puntos criticos de : x2 + y2 + 22 + x y
SOLUCION:

El  puntosCriticos[x*2 + y*2 + z*2 + x y, {x,y,z}]
{{z > 0, x => 0, y => 0}} ‘ |

3.3.40. Encontrar los puntos criticos de: x y2 z3 w# (] - x - 2y - 3z - 4w)

SOLUCION:

H puntosCriticos[x y*2 z73 w*{ (l-x-2y-3z-4w),
{#,y,2,w}]
Solve::svars: Warning: Equations may not give solutions for all "solve" variables.
Solve::svars: Warning: Equations may not give solutions for all "solve” variables.
Solve::svars: Warning: Equations may not give solutions for all "solve” variables.
General::stop: Further owtput of Solve::svars will be suppressed during this calculation.
{{w -> 0}, {y -> 0}, {z -> 0}, {x -> 0, w -> 0},
{(x >0, v -> 0}, {x >0, z -> 0},

{3! => 0 ;r W T2 0 } ’ { Y -> ()I z => 0 }l
{z >0, w->20}, {x->0, v ->0, w-—-> 0},

i 1 3z
{% ->0, y >0, z->0}, {x->0, y=>=-=-2w 2z->0), {x->0, Y =D = = e==, W => 0},

2 2 2



{x

{x

{x

->

->

-

-2

11

1 4w

-> 0, w-> 0}, {x =>0, 2 ->--=--=, vy =->0}, {y ->»0, z->0, w->20},
3 3
1 W 1
=> = = ~—=, % -> 0}, {w -» -, x ~>» 0, ¥y >0, z -> 0},
3 3 5
1
=-> 0, => 0, z =>Q}, {x =20, w=>-, v ->0, z => 0]},
4
1
=-» 0, => =, z=->0), [=->0, ¥y ->0, z -> 0, w => 0},
4
1 1
->» G, -> =, W > 0}, (x =>»0, y => =, w=»0, z=-> 40},
3 2
1 1
- -, > 0, w ~> 0}, {x ->0, 2z =>0, w=>-, y =>0},
2 ]
1 1
-> -, -> 0, ¥y => 0}, {2 =>0, z —> =, ¥y => 0, w -> 0},
3 3
1 1 1 1 1 1
Yy =2 ==, 2 > ==, W => ==}, {x ~> -, 2 => =, W => -, ¥y -> 0},
11 11 11 9 9 9
1 1 1 1 1
=> -, > -, 2 =20} (x=>= §y >~ 2> -, w->0},
8 8 7 7 7



ix

{x
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{x
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iy
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iy
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->
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1.

-2

->
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0},
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01,

0},

01,

{x

{x

{x

ly

ty

ly

ly

->

-2

-

->

-2

-2

z ->
Yy ->
Yy -2»
z ->
w o=->
z =2
w =2
X =>
X ->
zr ->

o,

g,

0,

z ->

w -

W ->

X =>

zZ =2

-

->

-2

-

->

0}!

o},
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01,

o]l

0%,

0},

0"

0},

0},



1 1 1

fz -> 0, w->-, x=>0, y=>0}, {z->-, w=->- x->0,y-=> 03,

g 8 8
1 1
{z =»> -, x -> 0, y ->0, w=> 0}, {z -> -, w-2> 0, x -> 0, y => 0},
4 3
1
fz -> -, x => 0,y -> Q, w -> 01}

3.3.40. Determinar la naturaleza de los puntos criticos de la funcién
fix,y,z) = x2+y2 4+224xy.

SOLUCION:

= puntosCriticoséD2[f_, {x_,;(__}] = |
Union[ Solve[ {D[£f,x] == 0, D[£f,y] == 0} ]
1

)
puntosCriticos2D2{x*4 + y*4 ,{x%,y}]

{({x -> 0, v => 0}}
Esta solucién tiene algunos defectos:

E puntosCriticos2D2[x*4 + y™4 - 2x"2 + 4x y -2y*2
{x,¥}]
{{x —> 0, v => 0},

{x ;> -Sqrt[2], y —-> Sqgrtl2]},

{x => Ssqgrt[2]}, vy -> =-Sqrt[2]},



{x

{x

{xX

{x

3 1
—> ((-I Sqrt[-] - ————-—- )
2 Sgrt 2]
Sqrt[l - I Sqrt(3]1]) / 2,
Sgrt[l - I Sqrt(3]]
=> —(-mm e Y1,
Sqrt[2]
3 1
-> ((I Sqgrt[-] + ——————- )
2 Sqgrt (2]
Sgrt([l - I Sqrt([3]]) / 2,

Sqrt (1l - I Sqrt{3]]

-> ((I sgrt[-] - ——————- )
2 Sqrt[2]

Sqrt{l + I Sqrt(3]]) / 2,

Sqrt[l + I Sqrt[3]]
-> —( ——————————————————— )}I

Sqrt[2]
3 1
=> ((~I Sgrt{-] + ——--——- )
2 Sgrt 2]

Sqgrt[l + I Sqrt[31}1) / 2,



Sgrt (1 + I Sqgrt([3]]

Demasiadas soluciones es ! Necesitamos solo las reales.

3.3.41. Definimos la funcion tridngulo [X] igual 1-abs[X]. Cuando Abs[X]<1 e
igual a cero en otro caso. Pintar la funcién tridngulo.

SOLUCION:

E trian[x_]:=If[Abs[x]<1,trian{x]= 1 -Abs[x], 0]
' Plot[trian([x], {x,~4,4}]

3.3.42. Mathematica nos da la opcién de pintar campos vectoriales mediante el

paguete Graphic™PlotField".

Existen tres comandos importantes para desarrollar tal actividad PlotVectorField,
PlotGradientField y PlotHamiltonianField ' |

E  <<Graphics'PlotField"



{x,0,Pi},{y,0,Pi}]
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PlotGradientField[x

=)

PlotHBamiltonianField[x"2+y"2,

=
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Existe otro comando importante en este paquete  llamado

PlotPolya¥Field que permite pintar funciones complejovaluadas usando

la representacién de Polya.

H  PlotPolyaField[(x+I y)*4 - 1,
{x,0,3},{y,0,3}];
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Existe también el paquete Graphics' PlotField3D" que permite
hacer representacién de campos vectoriales en el espacio. Los comandos
més importantes de este paquete son: PlotVectorField3D y

PlotGradient3D.
Ed <<Graphics'PlotField3D’

H ' PlotVectorField3Dp[{y, -x,0}/z,
{xr_lrl}:{Yr_lrl}r{zrlrs}];



E, PlotGradientField3D[x y z,
{xr—lrl}r{y:-lrl}!{zr—lrl}];
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4. CALCULO INTEGRAL

4.1. INTRODUCCION: Eneste cpitulo tuvimos la feliz ocasién de trabajar

una amplia gama de problemas de integracién, para alguno de ellos sélo
insinuamos su demostracién, pues el desarrollo de la misma era estrictamente
" matemético y no computacional. Sin embargo, pudimos vivir la experiencia de la
cual se habla hoy en dia en los medios académicos cual es, la de hacer
Matemdtica Experimental. Debemos mencionar también que resolvimos
interesantes ejercicios sobre integrales dobles contando con un programa hecho
en Mathematica por uno de nuestros colaboradores que nos permitié pintar las
regiones de integracioén.

4.2.PROBLEMAS:

4.2.1. La velocidad estd dada por ;
v(t) = sen(12), para 0< 1<1.1
estime la distancia recorrida durante este tiempo (con seis cifras decimales).

SOLUCION:

Como la velocidad del objeto es conocida, el recorrido es la integral sobre ¢l
intervalo dado;

d  N[Integrate[Sin[t+2],{t,0,1.1}]1]
0.399376
Se antepone N a la entrada para que se dé el valor numérico, en otro caso la

integral resultante estard dada en términos de la integral de Fresnel.
4.2.2. Estime cudl de los cuatro niimeros es el mas grande.

v
_[Sen xzdx, n = 1,234. Cudl es el mas pequeiio?. Cudntos de estos ndmeros

0
son positivos?.

™
3




SOLUCION:
Mediante el comando Table se pueden obtener los 4 valores:

d Table[N[Integrate[Sin[x"2],
{x,0,8qrt[n Pi]}l], {n,4}]
{0.894831, 0.430408, 0.788259, 0.486247}

JZn

Se observa que el mayor valor ocurre para n=1, esto es: La integral ISen x2dx
0
>s el mayor de los cuatro valores, ademas todos son positivos.

4.2.3. Muestre que si F(t) = ¢t Inft] - { entonces F'[t] = In [t], use el teorema
fundamental del Célculo para encontrar el valor de la integral entre { y e de Inf¢].

SOLUCION:

Se define en AMathematica la funcidn F:
B F[t_]:=t Loglt] - t
Se evallia su derivada:

EH DIF[t],t]
Log({t]
Se muestra asi que F’[t]=In[t]. Por el teorema fundamental del Calculo la integral
pedida es Fle]-F[1]: '
F[E]-F[1]
1

1
4,2.4. Calcular J—e-—-—-——dx



SOLUCION:

Se define la funcién a integral

B fIx_]:= Exp[-x]/ (1+Exp[-2 x])-
Y se evalua su integral definida:

Ed  N[Integrate[f[x],{x,-1,1}]]
0.865768

1

2
425. Caloutar ~ [{xl(e™ " )ax.
.

SOLUCION:
Una forma es la directa, usando la funcién Abs:

E N[Integrate[ Abs[x] Exp[-3 x*2], {x,-1,1}]]
0.316738 )

Por otro lado podria determinarse su valor a partir del hecho de que la funcién
dada es par, es decir evaluar la integral entre 0 y 1 y luego multiplicar por 2:

Bl N[2 Integrate[ Abs{x] Exp[-3 x*2],{x,0,1}1]
0.316738

2
4.2.6. Demostrar que jtzdt da 5-2-3
0

" SOLUCION :

Bl N[Integrate[Floor[t~2],{t,0,2}]]
1.85315



Esta respuesta es (hasta 3 lugares decimales ) equivalente a la csperada. Veamos:

IH4 N[ 5-Sgrt[2] -Sqrt([3]]
1.85374

X
4.2.7. Hallar todos los valores de x>0 para los que: jtzdt es 2(x-1).
0

SOLUCION:
La funcién ffx] da el valor numerico de la integral :

=) f[x_]=N[Integrate([Floor[t~2],{t,0,x}]]
E 2
NIntegrate{Floor[(t ], {t, 0, =x},
WorkingPrecision -> 16.,
AccuracyGeoal -> Infinity,
PrecisionGoal -> 6.]

Una grifica de las dos funciones f{x] y 2(x-1) permite ver los intersectos

E plot[{£f[x],2(x-1)}, {x,0,10}]

100

80

€0

En x=1 ,ocurre un intercepto, pero cerca de 2 hay mas. un grafico con mas
detalle se obtiene asi:

H  Plot[{£f[x],2(x-1)},{x,2.070,2.08}]



Se aprecia en el grifico que las 2 funciones coinciden para 3 valores x
comprendidos entre 2.07 y 2.075.

2
n
4.2.8. Mostrar que la J-\/F es nfn-1)(4n+1)i6
: 0

SOLUCION:
La funcion g es la integral pedida:

= g[n_Integer]:=N[Integrate [Floor[Sqrt([t]],
, {t,0,n"2}]] ,
E  Plot[{g[n], n(n-1) (4 n+l)/6},{n,0,10}]
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Al coincidir las dos graficas se da un indicio de la validez de la proposicion dada
en el problema. Podemos tambien experimentar un poco haciendo algunos
calculos y comparando resultados

H g[2]
3.
que coincide con lo que da la férmula para n=2

& gl3]
13.0012
que aproximadamente coincide con el resultado de la formula para n=2

H g[5]
70.0078 .
que coincide aproximadamente con el resultado de la formula para n=5, etc.
Con lo anterior se reafirma la sospecha de la igualdad de las dos expresiones
anotadas en el problema.

4.2.9. Hallar un polinomio cuadrédtico P parael cual P(0) = P(1)=0 'y

jP(x)dx =1.

SOLUCION: :
Tomemos un polinomio cuadratico cualquiera P[x} a x2 +b x+c

= pix_]1 = a x*2 +b x +c;

H plo]
C
8 pll]

a+ b+ c¢
EH solve[{ c==0, atb+c==0 }, {a,b}]

{{a => -b}}
Por lo tanto, el polinomio que requerimos debe tener ¢=0, a=-b, asi el polinomio
original se transforma en Pf{xj= a x2 - ax, ahora usamos la condicion impuesta
por laz integral, para calcular el valorde a . |



B e -

B Integrate[a x*2-a x,{x,0,1}]

—a

6
Nos resta ahora encontrar el valor de g

E  Solve[ -a/6==1,{a}]
{{a->-6}}

Luego, el polinomio buscadoes : Pfx]=-6i2 -6x.

4.2.10. Determinar un par de ndimeros a y b para

]
ix+ b
cuales: j = dx = 3/2
0

(x% +3x+2)°

SOLUCION:

Calculamos inicialmentre la integral
!4 Integrate[(a x +b) (x°2 +3 x +2)~(-2) ,
{x,0,1}]
-5 a 2 b
==-= + --= + 6 a Log[2] - 4 b Log[2] -
6 3
3 a Log[3] + 2 b Log[3]

£ Selve[-5 a/6 +2 b/3+6 a Log[2] -
4 b Log[3]-3 a Log{3] +2 b Log[3]==3/2,
{a,b}]

9

{({b => =—mmmi -
4 (1 - 3 Logl[3])

a (=5 + 36 Log[2] - 18 Log[3))

los




4 (1 - 3 Log[3])

4.2.11.SeaF(n1,11)=Itm(1+t)"dr,' m>Q0, n>{, mostrar que:

(m+1)F(mn)+nF(m+in-1)= x”’”(l+x)". Utilizar el resultado para
calcular F(10,2).

SOLUCION:
Definimos una funcién:

= flm ,n ]:= Integrate]
t*(m) * (1+t)~(n) ,{t,0,x}]

H a=2 £[1,1]
2 3
X X
2(—— + —-)
2 3

H b=1 £[2,0]

3
x
3

H d=a+b

3 2 3

=2 X .
-—+ 2 (-- + =-)
3 2 3

lH  Simplify[d]
2 3
X + X

ahora si aplicamos la formula que notamos por ¢ observamos:



= c= x42 *(1+x)
2
x (1 +x)

Que son los mismos resultados para m=1 y n=1. Se sigue calculando pa
" valores de m y n, insinuandose la igualdad enunciada en e] problema propuesto,

Ahora respondiendo a que es f]10,2] obtenemos

E  fri10,2)]

11 12 13

X X X
R R T
11 6 13

4.2.12. Sea ‘Jn =I(]—x2 J'dx. Mostrar que (2n+1)J, =2n Juzi 3

utilizar esta relacién para calcular:
J1, J2, J3, Jg, Js
SOLUCION:

De nuevo aplicamos e! casi dnico recurso que nos queda , cual es el de definir una
funcién:

= tln_]:=Integrate[(1-x*2)*(n), {x,0,1}]
Calculemos algunos valores y contrastamos los resultados

H a= (2 +1)t[1]
2

E  b=2 t[o]
2

Se observa que los resultados son iguales para n=1, veamos que sucede con n=2



B a=(2 2+1) t[2]

8

3

E b=2 2 t[1]

(VS I B o o}

Que de nuevo coinciden. Veamos que sucede con n=3

H  a=(2 3+1) t[3]
16

5
H b= 2 3 £[2]

16

5

Los anteriores resultados parecen insinuar la validez de la fé6rmula propuesta
para la integral. '

Ahora calculamos los valores pedidos en el ejercicio

2  t[2]
8

15

B t[3]



16

35
H  tr4]
128
315
H  t[5]
256

693

ey
e H
4.2.13. Definida F mediante: F(x) =f-——— du, l<=u<=yx. Muestrese qu
. u

F(l/x)= -F(x).
SOLUCION:
Definimos la funcién;

= f[x;_] :=N[Integrate[
(Exp [ (u~2 +1) /ul} /v, {u,1,x})]

Ahora calculamos Jl1/x] para algunos valores de x

Definimos una funcisn SflxJcon la cual vamos realizando célculos Yy vamos
mirando si se da la relacién que se enuncia en el problma,a partir de alli y Ilevados
por los resultados podemos concluir que dicha relacién es posible.

1

Ho ofr1



0
H  £f12)
On::none: Message SeriesData::csa not found.
General::intinit:
Loading integration packages -- please wait.
©6.10348
H  f£l1/2] .
On::none: Message SeriesData::csa not found.
-6.10348
H £r4]
' On::none: Message SeriesData::csa not found.
26.3915
EH f[1/4]
On::non=s: Message SeriesData::csa not found.
-26.3915
H £[5]

On::none: Messags SeriesData::csa not found.
General::intinit:
Loading integration packages -- please wait.
52.0055
E £[1/5]
On::none: Message SeriesbData::csa not found.
-52.0055
H £(6]
On::none: Message SeriesData::csa not found.
106.851
EH  £[1/86]
On::none: Message SeriesData::csa not found.
-106.851
Los anteriores resultados no prueban en el sentido matemdtico que la relacion
pedida se cumpla, pero insiniia su cumplimiento, y esto es lo que estamos
interesados en mostrar.

4.2.14. Compruebe que:



[P(xjax = (b-a) [P(““P(b“"f’([“b]u))

s]

Siempre que P sea un polinomio de grado <3.
SOLUCION:

Tomemos un polinomio P(x) =c x3 +dv2 +ex +f cualquiera, y defindmoslo como
una funcion P [x ]
= el=Integrate[c x"3+d x*2+e x+f, {x,a,b}]

4 4 3 3 2 2
ac)bcadbdaebe
e SR + .- e +-—--af+bf
4 4 3 3 2 2

Ahora hagamos los célculos del lado derecho y chequiemos si se da la igualdad.
H p [ 1:=c x*3+d x"2+e x+f

E  e2=p[a]

3. 2
a ¢c+a d+ae+ f

E  e3=p[b] -

3 2
b c¢c+b d+be+ f

bl e4=p[ (a+b) /2]




2 m= (e2+e3+ed)/6

3
3 3 {a + b) c 2 2
1 c +b ¢+ ——————mmr +a d+b d
8
________________________________________ +
6
2
(a + b) d (a + b) e
—————————— +ae+be+ ——=--———=+ 3¢
4 2
6
H m*( b-a)
(b-a) (
3
3 3 (a + b) ¢ 2 2
a c+b ¢+ ——mm—————- +a d+b d
8
________________________________________ +
6.
2
({a + b) d (a + b) e
—————————— +ae+be+ ————---—=+ 3¢
4 2
_____________________________________________ )
.6

realizando las operaciones y simplificando se puede mostrar que son los mismos
resultados.



NOTA: el resultado anterior 1o usé Simpson en su famoso método de Integracitn
numeérica

4.2.15. Calcular H x*y dx dy cuando D es la regi6n limitada por:
D

a) la recta y=x y la pardbola y=x2.
b} larecta y=x-2 y la pardbola x=4-y2

SOLUCION:

a) Analizamos la regién de integracién (en este caso es un tridngulo) y |

calculamos la integral doble mediante una integral iterada

j Integrate[x*2 y.{x,0,1}, {y,0,x}]
1 .

10

b) Para este caso necesitamos encontrar los puntos de corte y poder asf
establecer laregién de integracién, para luego calcular Ia integral doble mediante
una iterada

2 FindRoot[{y-x =-2 , xtyt2==4},{x , 0}, {y,0}]
{X —-> 3., y —-> lo}

Id FindRoot[{y-x ==-2 , x+y*2==4}, {x ,0}, {y,~1}]
-16 _
{x => 1.82905 10 , y -> -2.3

Es importante observar que el punto de corte es realmente (0,-2).

& Integrate[x*2 vy, {y,-2,1}, {x, 2+y, 4-y*2}]
243
= (=)
40

k-




4.2.16. Desarrollar en serie de potencia alrededor de x=0 las siguientes funciones
de x:

a) eX b) 1/{1-x) c) tan[x]
SOLUCION:

Defino una funcidén en términos de n para la serie y procedemos paralelamente a
realizar algunos reemplazos utiles

a)
B - f[n_]:= Series[e”x,{x,0,n}] /.Log[e] ->1

E f£[1]

1 + % + O[x]

EH  f£12]
2
X 3
1 + x + =-- + 0O[x]
2
H 3]
2 3
X X 4
1 + x + -—— + —-— + 0O[x]
2 6

Continnando con los célculos ,encontramos la serie hasta el orden n de la funcién
pedida ,y de alli queda sencillo decir que la serie es:

b) De nuevo usamos una funcién para la serie propuesta
= gln_]:=Series[l/(1-x), {(%,0,n}] /. Logl[e] ->1

Ho g[2]



2 3
1 + x+ x + O[x]
B gr3]
2 3 4
1‘+ X + X + x 4+ 0{x]
B gr4)
2 3 4 5

1l + x+x +x + x + 0[x]

Resulta sencillo predecir como va quedar la serie de ordenn , a partir de los
anteriores resultados y de alli , el resultado de la serie

¢)Hacemos lo mismo de antes, es decir , definimos una funcién para la serie

B h[n_]:=series[Tan[x], {x,0,n}] /. Log[e] ->1

H  nr2]
3
X + 0O[x]
E  nr3j
3
X 4
X + == + 0O[x]
3
H  nhr4)]
3
b 5
X + ~-- + 0O[x]
3




E n[51

3 5
X 2 x 6
X + == + —=== + 0O[x]
3 15
E  hie6]
3 5
X 2 x 7
X + == + =——= + 0O[x]
3 15
EH nr7]
3 5 7
X 2 X 17 x 8
X 4 == 4 mm—— o + O[x]
3 15 315
EH his)
3 5 7
b 2 x 17 x 9
X 4+ —— 4 ——=— 4 ——— + O[x]
3 15 315
H nroj
3 5 7 9
X 2 X 17 x 62 x 10
X + == 4+ ———— 4 —me—— + ————— + 0[x]

3 15 315 2835

En los casos a) y b) era predecible decir como era la serie correspondiente para
las funciones considearadas , sin embargo, para este caso es casi imposible o
imposible establecer como serd la serie . Si la tomamos para un n fijo, Mathematica
no tiene inconveniente en dar un resultado correcto para ese orden n.



w2

42.17. Dada la funcién F[x]:‘ILog[Senz(u)+x2Cosz(u)]du.
0

Demostrar que  F'[x] = Pil(x+1)
SOLUCION:
Calculamos inicialmente la integrat:

El  d4=Integrate[Log[(Sin[u])*2 + x*2
Cos{u])*2], {u,0,Pi/2}]

-2 -2 2
Pi (2 ArcTanh|[Sgrt(x ]] - Log[4) + Log(l - x ] + Log[x 1)

Ahora derivamos el resultado anterior con respecto a x, calculando el x en varioe

de sus valores
Id Dld4,x]/. x->2
Pi

Despues de realizar una abundante cantidad de estos célculos vimos que en
efecto el resultado propuesto se cumplia, lo cual nos ha permitido insinuar la
validez de dicho resultado.

Valga la pena comentar que este ejercicio Mathematica lo trabaja por serie y su
resultado coincide con lo establecido, salvo en le punto x=1, donde no tiene
sentido la respuesta de Mathematica en razén de que 1 no est4 en el dominio de la
solucién .




4.2.18. Mathematica no puede integrar todas las expresiones. Por ejemplo,
cuando usted dd a Mathematica la signiente expresion, retorna el mensaje que no
se puede evaluar,

0.2

1
dx
_'[_2]-1‘-58112(‘\/7[2 +X)

Ya que no se puede resolver entonces, entonces: Use una expansion en serie
alrededor de x=0 y aproxime ¢l valor de dicha integral .

SOLUCION:

Primero desarrollamos en serie el integrando y despues realizamos la integral
H tIn']l:= Series[1/1+
(Sin[sqrt[=*2 +1]])"2, {x%,0,n}]

H  t[2]

2 2 3
(1 + Sin[l] )} + Cos[l] Sin[1l) x + O[x]
"E £[3]
2 2 4
(1 + Sin[1] ) + Cos(1l] Sin[l] x + O[x]
E  t[4]

2
2 2 Cos[1]
(L + Sinf{1] ) + Cos{l1l] Sin[l] x + (==—===--
4
-Cos[1] Sin{1] 4 5
+ 2 (——m———— = —e— o ) Sin[1)]) x + O[x]
8 g N
H  t[5]
2

2 2 "Cos[1]



(1 + Sin[1] ) + Cos(l] Sin[1l]) x + (-===-—- +

-Cos[1] Sin[1] 4 6
2 (~————— e } Sin[1l1) x + 0O[x]

Sino existe necesidad de una aproximacién podemos tomar unicamente hasta el
orden 7, por ejemplo, calculemos 1{7]

4 m3=t[7]
A
2 2 Cos[1]
(1 + Sin[l) ) + Cos[1l] Sin{l] x + (-—-——=—— +
4
-Cos[1)] Sin[1)] 4
2 (mmmmmmm s s ) Sin[1]) x +
8 8
-Cos|[1] Sinf1] Cosfl] Sin[1l]
(Cos[1l] (===~ = =—===—- ) + 2 (—————- R —— )
8 8 24 16
6 8

Sinf{il) x + 0O[x])
Siusamos después el comando Normal para la normalizacion del resultado
anterior, entonces desaparece el término del error en dicho resultado y

ya estamos en condiciones de hacer cdlculos sobre él.

£d  fil=Normal [m3]

2
2 2 4 Cos[1]
1 + x Cos[1l] Sin[l] + Sin[1] + x (—=—=——-— +
4
~Cos[1] Sin([1]
2 (mmmmemm = —mmmem ) Sin[1]) +
8 8

i




6 -Cos[1] Sin{l} Cos[1] Sin([1]
x (Cos{l] (-———7=- - ———==- ) + 2 (———-—~ t mmm———— )

Sin[1])
Ahora si pasamos a realizar la integral
EH  f2=Integrate[fl, {x,-0.2,0.2}]

0.2 (3 - Cosf[2)]) + 0.00533333 Cos[1] Sin[1] +
0.000016 (2 Cos[2] - Sin[Z2]) -

-8
. 7.61905 10 (6 Cos[2] + sSin{21)

EH  simplify[£2]
0.6 — 0.199968 Cos[2] + 0.00265059 Sin(2]

Esta es una buena aproximacién de la integral propuesta, pero si deseamos una
aproximacién mas cuidadosa podemos tomar un valor de n mds grande .

4.2.19. En este ejercicio aprenderemos a graficar la regién de integracién de una
integral doble o iterada. Sea, porejemplo S={(xy) / 1 <=x <=2, O0<=y
<=x-1}

El siguiente procedimiento nos permite graficar S.

H grl

Plot [Function[t,t-1] [x], {x,1,2},
DisplayFunction -> Identity]:
gr2 = Graphiecs] {Line[{{2,0},{2,1}}1,
Point[{0,0}]1} 1:;
Show[a,b,DisplayFunction :> $DisplayFunction
1 '



Observaciones. .
La funcién x -> x - 1 ha sido representada, dentro de Plot, como una funcién §:

andnima : Function[t, t-1].(verN. Blachman cap 12). ,
La opcién DisplayFunction -> Identity tiene por objeto impedir que -'
el grl sea realizado inmediatamente, esto hace posible pi'eparar los dos gréficos
antes de mostrarlos con ayuda de "Show". Mediante DisplayFunction ->
$§DisplayFunction ] serecuperala posibilidad de graficar.
El anterior procedimiento es un poco dispendioso, y sobre todo permite graficar |
solamente una regién. Serfa mucho mejor generalizarlo de tal manera que pudiera
ser utilizado m4s de una vez La siguiente funcién cumple ese propésito !
E  regionInt[phil ,phi2 ,{a ,b }]:=
Module[{x,grl, gr2},
grl.= Plot[{phil[x], phi2[x]}, {x,a,b},
DisplayFunction -> Identity]f
gf2 = Graphics|[ {
Line[{ {a,phil[al}, {a,phi2[a]} } ],
Line[{ {b,phil[b]}, {b,phi2[b]} } ],
Point[{0,0}]
}:
B show[grl,gr2,
DisplayFunction :> $DisplayFunction ];
]
regionInt [Function[t, 0],
Function[t,t-1], {1,2}]




Ejemplos:
EH  regionInt[Function{t,t”2],
Function[t,Sqrt[t]], {0, 1}]

e A g L i

Ensaye estos otros ejemplos ( ver Calculo de Apostol vol 2, seccion 11.15)
1 regionInt [Function[t, t*2],
Function[t,2t], {0,2}]

: T



E regionInt[Function[t,Sqrt[t]],
Function{t, 2], {1,4}]
=2 regionInt[Function[t, (t*2 - 4)/4],
Functionjt, 2 - t],{-6,2}]

H regionInt[Functj_on[t, 2-t] ,
Function[t, Sqgrt[ 2t - t*2]],{1,2}1]

Ed regionInt [Function{t, 0] ,Function[t,Log[t]],
{1,Exp[1]}]

E  regionInt[Function[t, -Sin[t/2]],
Function[t, Sin[t]], {0,Pi}]

4.2.20.Mostrar que es dificil o imposible calcular la integral iterada:

H (x—1)v1+e” dydx donde R representa la Regi6n y=Log[x], 1< x<2
R

Pero, si cambiamos el orden de integracién es posible calcularla.

SOLUCION:
Pintamos primero la regién de integracién:

regionInt [Function[t, 0], Function[t, Log[t]],




Procedemos ahora a hacer a integral:

= Integrate[ (x-1) Sqgrt[ 1+ Exp[2y]
1,{%,1,2},{y,0,Log[x]}]
{1,2}]

B Integrate[(x-1) Sqrt[ 1+ Exp[2y]
1:{y,0,Log[2]},
{x,Explyl,2}]

Sorpresivamente Mathematica ofrece un resultado que es correcto, sin embargo,
cuando intentamos hacer esta integral en este ordén y por medios no
computacionales es una mision casi imposible.



4.2.21. Grafique el 4rea de integracién de la integral iterada H *Ydydx. Donde i3
Reslaregion — 1< x< ], —2[x|<y<ix|.
solucién:

Se deja al lector, ver funcién regionInt[ ] definida antes.

4.2.22. La integral iterada H yzdydx donde Res I€£x<2, x—-1<5y<gl ‘
no puede ser calculada "a mano

(Porqué 7. . ‘ ‘ .
Sin embargo, un camblo de recnén la convierte en :

H e"’zcirdy dondeRes 0<y<li, 1<x<y+1,
R

la cual puede ser calculada facilmente ( 2 mano, o con "Mathematica” )

= regionInt [Function([t,t-1],Function[t,1],{1,2}] :E
. '; !
1 3 f
| |
4 i
0.8 g h
..a £
0.6 H
i
0.4 2
0.2 §
0.5 1 1.5 2
R R T o e e TR TR g n S LT YT, e T e A B e e ey vy

= Integrate[Exp[-y*2], {y.0,1}, {x, 1, yv + 1}1]
1 1 '

2 2 E




Sorprendentemente, "Mathematica” calcula tambien la integral iterada inicial!:

I2 Integrate[Exp[-y*2], {x,1,2}, {y,x-1,1}]
1 1

2 2 E

Si se siguc el proceso paso a paso desaparece el misterio, "Mathematica™ hace
uso de una funcién predefinida denominada Ex £.

4 fdx = Integrate[Exp[-y~2], {y.x-1,1}]
Sgrt [Pi] Erf(1] Sqrt{Pi] Erf[l - x]

_______________ + — et e e e e e e - ——
2 | 2
I Integrate[£fdx, {x,1,2}]
1 1
2 2E

4.2.23. En el ejemplo siguiente "Mathematica" obtiene un exito parcial.

= regionInt [Function[t,-1],
Function[t, £ - 1],{0,1}]

v Gt A L A i X S TR D A LIt i B DS HER TVt gy, Eingd boif 78 TEGF T o

Integrate[ Sin[Pi yl/y, {x,0,1},
{y, =1, = - 1} ]




== = SinIntegral(-Pi] - SinIntegral [Pi]
Pi

Un cambio de regién conduce a la integral iterada

- Integrate{ Sin[Pi yl/y, {vy,-1,0},

{x, y +1, 1} 1
2

Pi
Ahora se entiende la respuesta anterior. "Mathematica" no es lo suficientemente
inteligente para comprender que SinIntegral es una funcién impar. (;Ud si 7)

-4.2.24. En el siguiente ejemplo "Mathematica” fracasa y tiene que recurrir, como
* cualquier humano, al cambio de regién. : -

E  Integrate[ Tan[ y*2]/y, {x,0,1},
{y, Sagrt([x], 1} ]
On::none: '
Message SeriesData::csa not found. .
General::intinit:
Loading Iintegration packages --
please walit.

Integrate[--—----~, {x, 0, 1}, {y, Sgrt(x], 1}]

kX kAkhkkhk ki )
|- regionInt [Function[t, Sqrt[t]],
Function[t, 11,{0,1}]

e gt

R SR
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Observando la regién de integracién y cambiando el orden, Mathematica resuelve
el ejercicio en formna sencilla.

E ntegrate{ Tan[ y*21/y, {y.0,1}, {x, 0, y*2} ]

-Log[Cos[1]]

Problemas de solidos de revolucion

4.2.25. (Método de los discos) Calcular el voliimen de un sélido que se genera al
_rotar alrededor de la recta x=1, la regién limitada por la pardbola x2-2x+4y-19=0
y las rectas x=1, y=1 y y=3 y a la derecha de x=1.

SOLUCION |
El intersecto de la pardbola con la recta y=/ se halla asi:

FH  NSolve[{x*2-2x+4y-19==0,y==1}, x]
{{x => =3.}, {x -> 5.}} '

Primero se visualiza la regién que ha de rotarse, incluyendo un rectangulo tipico
cuya rotacion (alrededor de la recta x=1 ) engendra un disco :



[ Plot[{(19+2x-X~2) /4, 1, 3}, {x, 1, 5},

PlotRange->{1,3},Epilog ->{ Line[{{1, 0}
{1, 5.5}}], Rectangle[{l,l.S}
{Sqrt[20-4 1.75]1+1,1.75}])

(20—~ 4y)2h.
El volumen buscado es:
Integrate[Pi (20-4y),

24 pPi
La parametrizacién y grafi

{y, 1, 3})

ca del s6lido de revolucién puede obtenerse asi:

H  ult ):=Which[t>=1 g t<=3.828,t,t>3.828
£ B<=5,t,t>=5 g& t<=9,10-t,t>9 g¢ t<=11,1]

= v[t_]:=Which[t>=1 gg t<=3.82
&& t<=5,(19+2t—t*2)/4,t>=

=

8,3,t>3.828
5 && £<=9,1,¢t>9 s¢ t<=11, t-8]

ParametricPlot[{u[t] (VIt]}, {t,1,11}]




Considerando que la region cerrada anterior esta en el plano xz, las coordenadas
(x,y,z) del sélido se obtienen asi:

j o= x[t_,w_]:={u[t]-1) Cosiw]
BH oyt ,w_]1:=(u[t]-1) Sin[w]
= z{t ,w_]:=v[t]

La definicién de la funcién f y su grdfica se dan a continuacion:
E e[t ,w_]:={x[t,w], ylt,w], z[t,w]}

F  ParametricPlot3D{f[t,w],{t,1,11},
{w,0,2 Pi},ViewPoint->{0,5,3}]
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4.2.26.(Método de anillos circulares) Determinar el volumen del sélido que se
genera al rotar alrededor del eje x, la regién acotada por la pardbola y=x2+] yla
recta y=x+3.

SOLUCION;:
Para ver la regién, conviene ver los interceptos:

= Solve_[x"2-i-1=x+3, x]
{{x -> -1}, {x -> 2}}

Lo cual d4: (-1, 2), (2,5).

La regidén puede verse asf:

H  plot[{x*2+1, =x+3},{x, -1.1, 2.1}, 1
PlotRange->{0,5.3}, '

Epilog->Rectangle[{0.5,1.25},
{.7,3.7}11

Como se aprecia en el dlbu_]O la remén aparece con la recta por encima de la
curva. EI volimen de un anillo circular de altura h y de radio mayor R=x+3 y
radio menor r=x2+/ es: M R? — rl)= T((x +3)* — (x? +1)%).

Asf que el volimen buscado es:

E Integrate[Pi((x+3)~2- (x“2+1)*2), {x, -1, 2}]
117 Pi




la grafica del solido de revolucién puede obtenerse mediante el comandeo:

E pParametricPlot3D[{x, (x+3)Cos[u], (x+3) Sin[u]},
{x,—1,2},{u,0,2 Pi}]

4,2.27. (Método de capas cilindricas) El volumen de un cilindro hueco de radio
mayor R, radio menor 7 y altura £ es:

R —r )h=n(R+r)(R-r)h
Las gréficas de y = x2, y=1, y=2, encierran una regién que se rota alrededor de la
recta y=-3 obteniéndose asi un sélido. Hallar ¢l voliimen de tal sélido.

SOLUCION

Se visualiza la regién que ha de rotarse, remarcando un rectdngulo cuya rotacién
alrededor de la recta y=-3 genera una arandela:

H  glx 1:=If{x<1,1,x"2]



E  rplotl{glx],1,2}, ix, 0, 1.5},
Axes—->{False, True},
PlotRange—){—4,2},
Epilog—>{Line[{{0,-3},{2,-3}}],
Rectangle[{.S,l},{.4,2}]}1

La gréfica de y=xZ es la misma grafica de x = Jy paray=0.
El rectdngulo de base (2 — \/; ) y altura & se rota alrededor de la recta y=-3
y el volumen del s6lido resultante es: 2n(y+3)(2 - \/; Jh.

El volumen pedido es:

bl Integratel[2Pi(y+3) (2-Sqrtlyl), (v, 1, 4}]
- 66 Pi

—— i —

La gréfica del solido puede verse a continuacion: ‘.




2.2.28.(Volumen de secciones planas conocidas) La base de un sé6lido es la regién
limitada por uma circunferencia de radio r y todas las secciones planas
perpendiculares a un didmetro fijo de la base, son cuadradas. Determinar el
vollimen del sélido. '

SOLUCION

La base del sdlido es la circunferencia Jc2+yz—r2 {esto es y +4/r? - x? ). El
area de un cuadrado de lado s:

s=distancia(x, Nr? x%) es 4(r -x%)

El volumen del solido es:

k=l Integrate[4 (r*2-x*2), {x,-r,r}]
3 .

A[t_):={Cos[t],Sin][t], 0}
B[t_]:={Cos[t],Sin[t],2 Abs[Sin[t]]}
c[t_]:={Cos[t],0,2 Abs[Sin[t]]}

dp=2 Pi;

06060 o



E  flt_,w_]:=Which[w>=0 s&
w<l,Aft]l+w (B{t]-A[t]),w>=1 &&
w<=2,B[t]+(w-1) (c[t]-B[t])]:

Un grafico del solido se ve a continuacion:

= ParametricPlot3D[f[t,w], {t, 0,dp}, {w,0,2}]

E  r={cos[3 Pi/2],0,2 Abs[Sin[3 Pi/2]11};

4.2.29. Parametrice y represente graficamente la curva que encierra la regién
limitada por x=0,y=1,y=2,y=x2,

SOLUCION:

La funcién h(z) sera de la forma (u(z),v(t)) .El parametro ¢ se deja variar de 0 a
24/2. La funcién Which permite definir a # y v que son funciones por trozos:

H u [t_J:=t
E  v[t_]:=Which[t>=0 &&
t<=3.828, 3,t>=3.828 &&




£<=5, (1942 t~t*2)/4,t>5 && t<10,1];
Se obtiene enseguida A(t) y tambien su grafica:

B hit_):={u[t],v[t]}
H  ParametricPlot[h[tl, {t,0,10})

4.2.30. Parametrizar y graficar la superficie obtenida al rotar la region anterior
alrededor del eje x (Suponga que la regidn esta en el plano xz).

SOLUCION:

l
!

Las coordenadas x,y,z de la funcién f que representa la superficie de revolucion se
' dan a continuacion en terminos de A(t)=(u,v):

= x{t ,w_]:=ult];
E  ylt_,w ]1:=Sgrt[ult]*2+v[t]*2] Sin[w]:;
BH z[t_,w_]l:=Sgrt[ult]*2+v[t]~2] Cos[w]:

“Naturalmente f se declara asi:

;; B £t ,w_l:={x[t,w],ylt,w], z[t,wl};

“ Los limites para  son [0,2.828] y para w ,[0,2 Pil.
L .




B2 ParametricPlot3D[f[t,w], {t,0,2.828},
{w,0,dp},PlotPoints->60]

)

4.2.31.La grafica de la funcion kft]= 2t si O<t<l y kftJ=2 +(t-1)2 s g
1<t<3, rota alrededor de la recta z=x formadose una superficie de revolucion {.
-Encuentre la funcion Fft,w] que parametriza la superficie. Obtenga tambien 12 .}
grafica de F. : : : '

SOLUCION:

Como se requiere producto vectorial se carga el paquete correspondiente:

H << LinearAlgebra' CrossProduct"

La pendiente m de la recta z=xes 1:
H m=1;
En el espacio la funcion 4/¢] toma la forma {1,0,v} y se declara asi:

H ult j:=t;




H  vit_ ):=If[t>0 && t<1,2 t,2+(t-1)"2];
B kx[t_l:={ult],0,v[t]};
La grafica de &/[t] es:

B parametricPlot3D[k[t], {t,0,3}]

s

A cada punto k[tj de la curva le corresponde un punto hft]=1/(1 +m2) {u+mv,0,m
u+m?2 v}. (Por que?). A continuacion se define /ft]:

E  n=lim*2;

E  nlt_]:=1/n {u[tl+m v[t],0,m u[tl+ (n-1) v[t]}:
- Elsegmento h[t]_k[t] serepresenta por el vectofe[t]:

. B e[t l:=k[t]-h[t]:

El punto k{t] rota alrededor del punto hft] generandose una circunferencia C; de
radio rft]:

EH r[t_]:=sqrtle[t].elt]]:;



Un vector perpendiculara e[t ] y h[t] es:
o s[t_1:= Cross[e[t],h{[1l]];

El calculado vector perpendicular pero connorma r[t] .es:

H  f£[t ]:= (r[t]/Sqrt[s[t].s[t]]) s[t]:

Con los vectores normales e[t] v £[t] se genera la circunferencia Cp
que es C; desplazada al origen:
= glt_,w_]:=Which[w>=0 &&
w<l, (1-w) e[t] + w £[t],w>=1 &&
w<2, (2-w) flt]+(l-w) et], w>=2 &&
w<3, (w-3) elt] + (2-w) f£[t], w>=3 &&
w<=4, (w-4) f[t] + (w-3) e[t]
1

El vector g[t,w] notienenorma r[t],. 1[t,w] encambio si:

B 1[t_,w 1:=(cIt]/Sqrtlglt,w].glt,wl]) g[t,w]
Se desplaza Cy sobre Cj mediante F/t,w]:
E Flt ,w ]:= 1[t,wj+ hit];

Y por ultimo se obtine la grafica de F/r,w]:

=) ParametricPlot3D[F[t,w], {t,0.1,3}, {w,0,4}]




i T L o T

Frured, sl iy ¥ ing oy

La construccion anterior puede usarse para parametrizar superficies de revolucion
obtenidas a partir de curvas parametrizadas &{¢] y ejes de rotacioén z=m x.

4.2.32. El siguiente problema es el ejeciciol7 pp255 del Célculo de Apostol)
Existe una funcién f definida y continua para todo mimero real x que satisface una

ecuacion de la forma:
x 1
.[0 Avde = LIAZf(t)dt + x/1618) 4 {1819 4 o

donde ¢ es una constante. Encontrar una férmula explicita para f{x) y hallar el

valor de la constante c.

SOLUCION:

Definimos un par de funciones Fy G que dependan de x con el propésito de
aplicar el primer teorema fundamental del cdiculo.

E F[x_]:=Integrate[h[t], {t,0,=x}]



Hprrx1, x]

On::none: Message SeriesData::csa not found.
hix]) _ |
E  G[x_):=Integrate[t*2 h[t], {t,x,1}]

H  bprerxi, xj |

On::none: Message SeriesData::csa nct found.

2 .
-{x hixl)

Ahora llamamos M al segundo sumando de la ecuacién propuesta

E M[x_]:=x16/8 + x~18/9 + ¢

E  bpM[x],x]

15 17
2 X + 2 X

Aplicando el comando Solve
B soilvelh[x] + x*2 h[x] - 2x~15 - 2x*~17==0,h[x]] !

15
{{h[x] =-> 2 % }}

que es la funcién buscada.

4.2.33. Este ejercicio es el 18 pp255 del cdlculo de Apostol) Una funcién f ests

definida para todo real x por la férmula:
fOx)=3+ [ (1 sentt)) 1 (2442




Sii intentar el célculo de esta integral, hallar un polinomio cuadritico

p(x)=a+bx+cx2 tal que p(0)=f(0), p'(0)=F(0)y p"(0)=f"(0).
SOLUCION:
Definimos una funcion H{x] y un polinomio P{x] =a+bx+cx?

E  H{x ]:=3+
Integrate[ (1+Sin[t])/(2+t*2), {t,0,x}]
B  H[0]
3

| P[x ]:=a +b x +c x"2

H P[0]
.a
Luego a=3

E Dp[H[x],x]/.%x->0

On::none: Message SeriesData::csa not found.
On::none: Message SeriesData::csa not found.

1
2

D[P[x].,.x]/.x->0



b

Por lo tanto, b=1/2
EH  ag1= praixi, x)

On::none: Message SeriesData::csa not found.
On::none: Message SeriesData::csa not found.

1 Sin[x]
__________ + — ———— —
2 2
X 2 + x
2 (L + —=)
2

E  bpldi,x]/.x->0

[NV

H  d2=p[p[x], x]
b+ 2 ¢ x
H  Drdaz,x]/.x->0

2 C

En consecuencia, 2¢ = 1/2, de donde c=1/4.

Finalmente, el polinomio P/x] = 3 +(112) x + (1/4) X2

Ejercicios Propuestos al lector




4.2.34.P20 pp255Apostol) Sin calcular las siguientes integrales indefinidas, hallar

la derivada f(x) en cada caso si f{x} s igual a:

A) I;(J +£2 )3 dt

=2
L (1+1¢%)3dt

(b)

© J:j( I1+¢2 )34t

x?

@ J-xjt3/(1~+t")dt

4.2.35.En cada caso, calcular f(2) si f es continua y satisface la f6rmula dada para

todo{CEO. |

(a) .;f(f)=x2(1+x)-
[ x2

(b) “o f(t)=x2(1+x)

(©) -of(x)t2=x2(1+x)
C x2(14x)

@ Jo flt)=x

4.2.36.P21pp273Apostol) Demostrar que el valor de la integral

J;375x5(x2 +1)? es 2"



para un cierto entero .
SOLUCION:
Definamos una funcién h[n] y calculemos la integral

E  hin ]:= Integrate[375 x5
(x*~2+1)* (~4), {x,0,2}]

- hn]

32

Lo cual se verifica para n=5
4.2.37. P1pp328Apostol) Sea
fx)=1 toge) 1 (1+1)six>0

Calcular f{t)+f(1/x). Como comprobacién se verificara:

A2)+( 112 )=(112) ( Log 2)2.

SOLUCION:

Construyamos una funcion f[x]

E  £[{x_]:=Integrate[Log[t]/(t+1), {t, 1,x}]

fix)
Integrate::gener: Unable to check convergence.

—L -




2
Pi
--- + Log[x] Log[l + x]) + Polylog[2, -x]
12

Donde PolyLog es una funcion predefinida por mathematica

H ?pPolyLog

PolyLog[n, z] gives the nth polylogarithm function
of z.

B £[1/x]
Integrate::gener: Unable to check convergence.

2 :
Pi 1 ' 1 ' 1
--- + Log{l + -] Log(-] + PolyLog[2, =-(-)]
12 X X X

H  m=f[x]+£[1/x]

Integrate::gener: Unable to check convergence.
Integrate::gener: Unable to check convergence.

2
bi: 1 i
-—-— + Logil + -] Lcgl[-] + Log(x] Log[l + x] +
& ’ x x
1
- PolyLeglz, -(-)] + FolyLeoal2, -x]
?'. ! X

ko

@ as=£(2]+£11/2]/.Log(3/2] ->Log[3]~Log(2]

"y,
e



-Log[2] 1
-------- + Log{2] Log[3] + Logl-] (-Log{2] + Log[3])
2 2

EH  d4=d3/.Log[1/2]->-Log[2]

________ + Log[2] Log(3] - Log[2] (-Log[2] + Log[3])

B simplify[d4)

— v ——— ——

4.2.38. P2pp328Apostol) Encontrar una funcién f, contfnua para todo x (y no

constantemente nula), tal que:

=I0xf(r)sen(t)/(2+cos(r)

SOLUCION:

, aplicamos el segundo teorema fundamental del c4lculo.

B hix_]:=Integrate[£[t] (Sin[t])/(2+Cos[t]), |
{t,0,x}] '




EH pdhix],x]
Cn::none: Message SeriesData::csa not found.

fi{x}] Sin[x]

2 + Cos[x]
H  glx ]:=(£[x])*2
B Dlgix],x]

2 fix] f'[x]
Ahora nos queda planieada una ecuacion diferencial,para la cual necesitamos

cargar €l paquete Calculus ' DSolve® Yy usarel comando DSolve

E <<Calculus DSclve" _

EH Dsolve[2 £[x] £'[x] -
(f[x] Sin[x])/(2+ Cos[x])==0, £[x], x]

. Log[2 + Cos{x]]
{{£x] ->cC(1} - - —- }}
) 2

Esta es la funcion pedida.
4.2.39.Demostrar que la Integral

C

1 30 60 \ .. —_—
‘f0(1+x ) (1+x%)=1+55

donde O<c<l.

SOLUCI()N:




La anterior integral consume enorme cantidad de tiempo y memoria, recursos de
los que adolece este equipo, sin embargo,hicimos algunas exploraciones que

permiten predecir la vialidad de 1a existencia de tal ¢ satisfaciendo la igualdad,

H N[Integrate[((1+x"2)/(1+x*4)), {x,0, 1}11
1.11072
E  N[Integrate[( (1+x~4) / (1+x°8)), {x,0,1}]]

' ~17
1.07581 - 7.69284 10 I

E,. N[Integrate[ ((1+x~8)/ (1+x~186)), {x,0, 1}‘] ]

1.04523

4.2.40.Escribir un programa en Mathematica que genere los subconjuntos de un

conjunto X finito,

SOLUCION:

EF  Subsets [x_List]:=
Distribute[{(}, {#}}& /@ X,
List, List, List, Union])

4 2.41. Verifiquemos que en efecto, el anterior programa calcula el conjunto de

parte de un conjunto x dado. Supongamos que x ={a, b, c}

SOLUCION:

= Subsets[ {a, b, c}]




({1, {(c}, (b}, (b, ¢}, ta}, {a, c}, {a, b}, {a, b, c}}
4.2.42. Los Coeficientes de Fourier de log(x)

¢ C6mo puedo calcular los coeficientes complejos de Fourer de log(x)?

SOLUCION

De la definicién de los coeficientes complejos de Fourier:

f(x)= ic,,e‘"-‘

N=—c3
1 -[21'5 —inx
los coeficientes se pueden calcular directamente mediante:

B c¢[n_]l=Integrate[ Log[x]Exp[ -I n =],
A {x, 0, 2Pi}]/( 2Pi)

~-IExpIntegralEi[-2I n Pi] I(EulerGamma + Log[-I n])

(mm e Fmmm e +
n n
-2 I n Pi
I E Log(2 Pi]
—————————————————————— ) / (2 Pi)
n

La expresién es adecuada para calcular el valor numérico:

T e e mAAe—



E c[3]1//N
-0.0805342 + 0.186555 T

Sin embargo, la expresién simbélica para los coeficientes no aparece simplificada
para la aplicacién ComplexExpand:

B c{n]//ComplexExpand . |

|

Re [ExpIntegralEi[-2 I n Pi]] ‘
|

|

I

———————————————————————————— y)y / Pi o+
0
Arg[-I n] Im[ExpIntegralEi[-2 I n Pi]]
(- (-~ e e e +
n n
Log[2 Pi] Sin[2 n Pi]
————————————————————— ) / (2 Pi)

Una alternativa es trabajar directamente con las expresiones reales:




fl{x)= -‘-1—29-4- Z(an cos( nx )+ b,sen( nx))
. n=l

1
a, =-7Ej;nf(x)cox( nx ))dx

by=— " dx
n= g S(x)sen(nx))

El coeficiente a,, es:

E aln ]=Integrate[Log(x] Cos[n x], {x, 0, 2Pi}}/Pi
Log[2 Pi] Sin[2 n Pi] - SinIntegral(2 n Pi]
Se simplifica para n diferente de 0:

i aln}/.Sin[2 n_Pi]->0

SinIntegral{2 n Pi]



Para n=0:

8 a[0]=Limit[a[n], n->0]
2 (-1 + Logl[2 Pi])

El coeficiente b, es:
E b[n )=Integrate[Log[x] Sin[n x], {x, 0,.2Pi}]/Pi

EulerGamma + Log[n]
(= (== ) +
n

CosIntegral[2 n Pi}] - Cos([2 n Pi] Log[2 Pi]

E b[n]/.Cos[2 n_ Pi]->1//Together

~EulerGamma+CosIntegral [2 n Pi]-Log[n]-Log[2 Pi]

Los coeficientes complejos son entonces:

B cln_]=(a[n]l- I b[n])/2




FulerGamma + Log(n]
({(-I (~(~———————mmmmm ) +

——————————————————————————————————————————— ))/Pi +
n

Log[2 Pi] Sin[2 n Pi)] - SinIntegral(Z n Pi]

——————————————————————————————————————————— ) /2
n Pi

4.2.43.51implificacion de sumas

¢Es posible simplificar la siguiente suma binomial?

S (02

SOLUCION
Luego de cargar €l paquete:
E <<algebra'SymbolicSum’

Mathematica evalia la suma en términos de una funcién generalizada
hipergeométrica.

—— et b e



E sumatoria=sum[(-1)*i Binomial [m+s, s+i]
Binomial {n-i, m-i], {1,0, m}]

_——..—————-——.__—-.—-_____—__—_-....._——.—-..-.....——-—-—-.....-———.-__—_——-.

Hay varios casos de simplificacién para esa funcién:

H sumatoria /.s8->0

n! Gamma(2 m - n] Gamma[-n]

m! (-m + n)! Gamma[m - n)

E sumatoria/.m->n

42.44. Término general de una serie

{Sabemos c6mo podemos usar Series para calcular la expansion de las Series de
Taylor de una funcién?

SOLUCION



Consideremos la siguiente expresion:

H sqgrt[b*2-k*2]1+0[k1710//PowerExpand

k k k 5 k 10
b~ === = —=—= = ——=-- = —————— + O[k]

2 b 3 5 7
8 b. 16 b 128 b

El paquete
E <«<DiscreteMath ' RSolve
contiene una funcién para calcular el término general de la expansién de una serie:

E 7?SeriesTerm

SeriesTerm{expr, {2z, a, n}, opts] returns the n-th
coefficient of the Laurent series expansion of

expr around z = a, for symbolic n. Alias: ST\.

Para expresarla:

LK SeriesTerm[Sqrt[b*2+k*2],
{k, 0, n}]//PowerExpand//Simplify

1l - n 1l n
If{Even(n], b Binomial{-, -1, 0]
2 2 -

4.2.45.Series de Fourier



¢Como puedo variar el comportamiento de la onda en las series de Fourier
conocido como Fen6émeno de Gibbs?

SOLUCION

- El Fenémeno de Gibbs es bien conocido como una sobrecarga que ocurre en las
series de Fourier. Por ejemplo, luego de calcular los coeficientes de Fourier de
una onda cuadrada, las sumas parciales de las series de Fourier,

E partial[n ]:=4/Pi Sum[
Sin[(2i-1) Pi x]/(2i-1), {i, 1, n)
]

y luego graficandola: ' 'i

H Plot[Evaluate[partial[8]], {x, -1, 1},
PlotRange->{-1.2, 1.2}];

nos revela sobrecarga en cada discontinuidad tan lenta como la onda converge. {f
Introduciendo el factor sigma Lanczos, ;

g sigma[n_, i ]:=Sin[i Pi/n]/(i Pi/n)

e incorpordndole la suma parcial,




K partialln ]:= 4/Pi Sum[sigmaln,i]Sin[(2i-1) Pi x]
/(21_1) ’ {ir 1! n}]
la onda mejora bastante su comportamiento:’

2 Plot[Evaluate[partial([8]], {x, -1, 1},
PlotRange->{-1.2, 1.2}]:

El factor sigma Lanczos generalmente acelera la convergencia de la serie de
Fourier con solo una ligera degradacién de la convergencia sobre las
discontinuidades.

4.2.46. Cambio de Variables

Calcular la integral

T
JE cos(k cos(p)idp

SOLUCION
Consideremos la integral:
&£ Integrate[Cos[k Cos[phi]], {phi, 0, Pi/2}]

Mathematica version 2.1 no la puede calcular directamente.  Sin embargo, el
- cambio de variable, Cos[phi]->z conlleva al integrando



E Cos[k Cos[phi]] Dt [phil/.phi->ArcCos[z]

Sartf[l - z ]

Del que el rango de phi es 0 a Pi/2 y sus correspondientes limites de integracién
son 1 y O respectivamente, Entonces:

E Integrate[%/Dt[z], {z, 1,0}]1//PowerExpand
General::intinit: Loading integration packages.

Pi BesselJ[0, k]

. ———— o n ——— — ——

4.2.41.SIMPLIFICACION DE UNA SUMA

(Es posible simplificar la siguiente suma binomial?
m+s n-—i
i( -1 { . .
i=0 S+1 m-—i

Luego de cargar el paquete:

SOLUCION

EH <<Algebra'SymbolicSum®

- Mathematica evalia la suma en términos de una funcién hipergeométrica -
generalizada:
! ,
E  sumaexpr=Sum[1/((x+k)*2+1), {k, -Infinity,
Infinity}] :



-1
—— (-(Pi Cot([Pi (1 + I - x)]) -
2

Pi Cot{Pi (-1 + I + x)})
E exprcompleja=ComplexExpand[sumaexpr]

-1 Pi Sin[2 Pi (1 - x)]
2 Cos{2 P1 (1 - %)} = Cosh{2 Pi]
Pi Sin[2 Pi (-1 + %)}
Cos[2 Pi (-1 * x)] - Cosh[2 Pi]
P1i Sinh{2 Pi]
(—{——mmm ) -
Cos[2 Pi (1 - x)] - Cosh{2 Pi]

- Pi Sinh[2 Pi]
Cos[2 Pi (-1 + x)] - Coshi[2 Pi]
E Expand{exprcompleja%, Trig->True]//ExpandAll
Pi Sinh[2 Pi]

(e )
.Cos{2 Pi-x] - Cosh[2 Pi]

42.48. LA INTEGRAL DE FERMI

e s it ey



La integral de Fermi:

Integrate[x/(1+Exp[x]), {x, =xi, Infinity}]

ocurre un error de Limite de Recursién. ;Cémo se puede calcular la integral?

SOLUCION

Una solucién consiste en usar la integral indefinida para calcular la integral
definida. La funcién Limit no puede manejar el limite al infinito pero ¢l paquete
Calculus'Limit* puede:

E f=Integrate[x/(l+Exp[x]), x] -
- :
X X X
-— - x Log[l + E ] - PolylLog([2, -E ]
2
E <<Calculus'Limit®
H limitel=Limit[f, x->Infinity]
5
Pi
6

B limite2=Limit[f, x->xi]

2
xi
-E ]

" xi xi
-=-- - xi Log[l + E ]
2

- PolyLogl[2,

La diferencia de los anteriores campos muestra:




E ilimite2-limitel

2 2
Pi x1 X1 xi
-——- - =-—— + xi Log(l + E ] + Polylog[2, ~E ]
6 2

Haciendo la integral definida de la forma:

2 Integrate[x Sin[x], {x, 0, 1}]
General::intinit: Loading integration packages.
-Cos[1l] + Sin[1]

implica el cargue de varios paquetes que puede ocasionar un gran consumo de
tiempo y memeria y pueden hacer caer el sistema. Muchas veces es mejor
calcular la integral indefinida: ' ‘

4 expresion=Integrate[x Sin[x], x]
—(x Cos[x]) + Sin[x]

y luego sustituir los limites de integracién:
EH (expresion/.x->1)- (expresion/.x->0)

-Cos[1l] + Sin([1l]

Desde luego, este método asume que hay singularidad en el intervalo de
integracién. Adicionalmente, como se hemos mostrado atrés, un limite requerird
alguna vez de una sustitucién directa. Pero en donde es necesaria la rapidez es
conveniente probar la integral indefinida.

4.2.49. FUNCION DE HEAVISIDE

{Cémo desarrollar integrales que impliquen Heaviside o la funcién escalén
unitario?



—

SOLUCION
La funcién Heavisede viene como ‘DiracDelta” en la version 2.1:

E <<Calculus'DiracDelta"

= Integrate[UnitS.tep[x-Z-] Exp[-x], {x, 0, Infinity}]
-2
E

4.250.PARTICIONES

Evaluar el producto infinito:

SOLUCION

Para tal efecto el paquete <<Algebra'SymbolicSum" calcula productos finitose |
infinitos tal como sigue: -

E <<algebra'SymbolicSum'

E Product[1-1/n+2, {n,2,k}]
(-1 + k)! (1 + k)!

2 Product[1-1/n42, {n,2,Infinity}]
1
2

No obstante no puede simplificar la expresién que sigue:




£ pProduct[l-2~(-n), {n,1,Infinity}]
-n
Product[l - 2 , {n, 1, Infinity}]

Para calcular el producto utilizamos la identidad del Jacobi de la funcién eliptica:

6,(0)=2¢"*] J(1-¢* P

n=1
Haciendo g=1/Sgrt[2] y tomando raices cubicas, el producto trae:

= producto—(1/2 (1/Sqrt[2])“( ~1/4) *
EllipticThetaPrime(l, O, 1/8qrt[2]]1)~(1/3);

E N[producto, 30]
0.2887880950866024212788997219

que se compara con

H NProduct[l-2~(-n), {n,1,Infinity},
WorkingPrecision->30]
0.2887880950866024212789

La presencia de la funcién eliptica indica que probablemente no existan formas
mds elementales.

Notar que el producto considerado abajo justamente €s un €aso especial de una
relacién general descubierta por Euler:

[lit-—x)t= X pnx", |d<1
n=1 n=0

donde p(n) es el mimero ilimitado de particiones de un entero in. Por ejemplo:

Q' partproducto=Product{l/(1l-x*n), {n,1,5}]




(1 - x) (1L -x) (1 -=x) (1 -==2) (1 -=x)

E Sum[PartitionsP[n] x*n, {n,0,5}]-
partproducto+O[x]*6

6
O[x]

4251.SUMAS SOBRE RAICES

Encontrar que xj<x2< ... son secuencias de raices positivas de la funcién tan(x)-
X.

SOLUCION

Consideremos la siguiente suma:

5L

n=1%n
Los puntos singulares de tan(x) ocurren en x=(n+1/2), como vemos claramente:

2 Plot[{x, Tan[x]}, {x,O,lS}j;

20

A




donde cada xp es mds pequefio que (n+1/2). Usando este valor come punto de
-referencia, se encuentran las raices (FindRoot) del n-ésimo cero mediante el
subsiguiente procedimiento:

E cero[n_]:= :
x/ .FindRoot [Tan[x]==x, {x, (n+1/2)Pi-0.1}]

Por ejemplo:

E cerof20]
64.3871

Q pnsxaices=Array[cero, 10]

{4.49341, 7.72525, 10.9041, 14.0662, 17.2208,
20.3713, 23.5195, 26.6661, 29.8116, 32.9564}

produciendo un limite inferior para s:

2 Plus QG (l/pnsraices 4°2)
0.0807902

Como la n-ésima raiz estd limitada por
(n+l1/d)<xp<(n+l1i2)

cada término de s estd limitado, y la suma de esos limites proveen un limite para
5. '

H <<algebra’SymbolicSum’

8 ese=Sum[l/((n+1/4)Pi)"~2, {n,1,Infinity}]> s >
Sum[1l/((n+l/2)Pi)*2, {n,l1l,Infinity}]

2
Pi



L N[ese]
0.121315 > s > 0.0947153

El siguiente método calcula sumas que implican rafces de una funcién. Invent
una funcién con polos simples sobre las raices x sacando un residuo 1/x2,

Como ejemplo, la funcién

B flz_):=gl[z]/h[z]
donde

= glz_]:=Sin{z]/z
E hi{z ]1:=Sin[z]-z Cos[z]

tienen las propiedades requeridas: Tiene polos sim;jles'sobre las raices de tan(z)-f
z: : 9

EH hlz]=<(Cos[z] (Tan[z]-z) / /Expand)
True

Para cada polo de z,,, el residuo se da por
Res(g(2)! h(2),2,)=g(2,) 1 K(z,)
siendo g(zp) 0y hfzp)=0. | |
2 glzl/h'[z]/.2z->z[n]
z [n] N

Se puede mostrar que a integral de f{z] alrededor de un contorno circular sobre el
origen (y no sobre cualquiera de sus polos) tiende a cero de manera comparativa a

[f(z)dz=0= 25rz(2ZRes(f,x,, )+ Re s(f,O)J



donde el factor de dos multiplica la sumatoria dada del factor del contorno
encerrado por los ceros positivo (x,;) y negativo juntos (-x;) de tan(z)-z. El
residuo de z=0 es:

H residuol=Residue[f[z], {z,0}]
1

-(-)
5

tal que el valor exacto de s se da por:

2 Ssolve[2st+residuocl==0, s]
1

{{s > ~-—}}
10

lo cual concuerda con el estimado anteriormente.

La técnica es bastante general. Calcular

donde jy,  es el k-€simo cero de la funcion de Bessel j(z), se construye:

E elemento=1/z*~2 D[BesselJd[0,z], z]/BesselJd[0, z]
BesselJ[-1, z] - Besseld[l, z]

2 z BesselJd[0, z]

y calcular su residuc en z=0 (Ia funcién Residuo Esta no trabaja aqui, pero la serie
Laurent puede usarse para calcular el residuo): '

H residuo2=Coefficient[elemento+0[z]*3, 1/z]
1
-{-)



2

En seguida se resuelve para s:

E Solve[2s+tresiduo2==0, s]
1

{{s -> -1}}
4

Este resultado puede obtenerse notando que la funcién de Bessel jy(z) admite
ambos tipos de representaciones: la serie infinita y el producto infinjto:

(z/2) (=22 74)F (212 ¥y, 2
Jv(z)= I"(v+1)ZLl(v+l)k "I‘(v+1)£11[1"j3k

Expandiendo el producto infinito:

ﬁ[- £ ]—1 251,

k=1 Jv.k k= kox

revela que

v 1
4{v+1) JE(‘J 3

Sustituyendo v=0 confirma el resultado anterior.

4.2.52, Escribir la funcién middle[x] que devuelve valores enteros para valores
impares de x en la expresién (x+1)/2.

SOLUCION:

E  middle[x ]:= If[ Mod[x,2]==1,
Print [Floor[(x+1)/2}]),0]

;e

g,
"
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4.2.53. Calcular la integral:

ijros(x+-y)]dkdy
3
siendo S el tridngulo de vértices (0,0), (P1,0),(Pi,Pi).

SOLUCION:

2 . Integrate[x Cos[x+y],{x,0,Pi}, {y,0,x}]
-3 Pi

4.2.54. Calcular la integral [[{e* +y ] dxdy, siendo S={(x,y)lixi+lyl<l].
3

SOLUCION:.

E%_mi=lntegrate[e“(x+y) ;{y,O,ll,{x,y—l,l—y}]
1 e (-1 + 2 Logle])

2 e Logle] 2 Logle]

EH m2= Integratele~(x+y),{y,-1,0},{x,-1-y,y+1}]
e 1 + 2 Logle]




EH totalInt=ml+m2
1 e e (-1 + 2 Logle])

2 e Logle] 2 Logle] 2 Logle]

1 + 2 Logle]

—— — o ——— ——— —

2 e Log [é]
4.2.55 Calcular el volumen de una esfera de radio R

SOLUCION: |
E  Integrate[l, { x, -R,R},
{y, - Sgrt[(R*2-x*2)], Sqrt[(R*2-x*2)]},
{z, -Sqrt[R*2 -x*2 -y*2],Sqrt[R*"2 —-x*2 -y~2]}]
5 a

4.2.55. Calcular las integrales triples:

a. .Isz’dzdydx, 0<x<1,0<y< 1-x,0<z<x+Yy

b. Iﬂxz’dzdydx, 0<x<1,0<=y<= J-x,OSsz’+y2
SOLUCION:

a)
EH  Integrate[x z*2 ({%,0,1},{y,0,1-x},{z,0,x+y}]
1




36

E  Integrate[x z*2 ,{x,0,1},{y,0,1},
{z,0,x*2 +y~2}]

431

2520

4.2.56. Determinar las constantes a y b para que la integral

[ (ax+b)- f1x])* dx

tome el valor menor posible si:

a)  flx]=x2 b)  fixj=(x2 +1)(-1)

SOLUCION:

Definimos una funcién f{a,b] y realizamos los cédlculos sobre ellos

a)

E f£la ,b ]:=Integrate[(a x+b ~x2)42 , {x,0,1}]

H f£[a,b]
2
1 a a - 25D 2
- - = 4 —m————— +ab+b
5 2 3

E ml=p[f[a,b],a]



-(-) + —-- + b
2 3
E m2=p[f[a,b],b]
2
-{(-) +a+ 2b

3
E solve[{ml1==0,m2==0}, {a,b}]
1
{{a => 1, b -> =(-)}}
6

Para estos valores de a y b la integral toma e} valor menor posible
b)

H  fla_,b_]:=Integrate[(a x+b-(x*2 +1)*(-1))A2,

{x,0,1}]
H f£[a,b]
2
1 a -2 Pi b Pi
—t--+ab+b +-- - -2 - 3 Log[2]
4 3 8 2

| ml=D[f[a,b], a)

2 a

-== + b - Logl[2]
3 |
EH m2=p[f[a,b],b]
Pi
a+2b- --



2
B solve[{ml==0,m2==0}, {a,b}]
3 Log[2] 3 (-2 Pi + 6 Log(2])

Para estos valores de a y b la integral toma el valor menor posible.

a——.




5. ECUACIONES DIFERENCIALES Y DE DIFERENCIAS

5.1 INTRODUCCION: En esta capitulo seleccionamos algunos ejercicios
tipicos de ecuaciones diferenciales y de diferencias. Valga la pena mencionar
lo relativo a familias ortogonales e isogonales y su respectiva presentacién
grifica. Mathematica nos di6 la opcién de dos alternativas de solucién a
ecuaciones diferenciales: Una de manera simbélica y otra en forma numénca
déndose asf la posibilidad de cotejar las dos soluciones.

i

5.2 PROBLEMAS:

5.2.1. Evalle cada una de las siguientes mtegralcs que involucran la funcién
delta.

) TS(:—%M Cos2t dr
b) th e M8(r-1) a

1
c)j:3 S(t+ 14)ar
0

d)js (t-5) Sen(r’) dt.
O
SOLUCION:

Cargamos el paquete Calculus DiracDelta’

EH <<Calculus'DiracDelta"

a)

£ Integrate[DiracDelta[t-3 Pi/2] Cos[2 t],
: {t,~Infinity, Infinity}]




b)

E Integrate[DiracDelta[t-1/2] t*2 e~ (-3 t),
{(t,~Infinity,Infinity}]

E  Integrate[DiracDelta[t+1/3] t*3,{t,0,1}]
0

Il Integrate[DiracDelta[t-Pi/2]
| (Sin[t]) "2, {t,0,Pi}]
1

5.2.2. Evalie cada una de las siguientes transformadas de Laplace que'
involucran la funcién delta.

w20 8(1-2)]
v &fe” > 8 (t—m)]

o[t o (t—1)]
o 2fteF o (t+1)]

SOLUCION:

Cargamos el paquete de transformada de Laplace
<<Calculus’ LaplaceTransform

a) :
E LaplaceTransform[e*t DiracDelta[t-2],t,s]

2
e

v e P o g g



E

& LaplaceTransform[e* (-3 t)
DiracDelta[t-Pi], t, s]

1
3 Pi Pi s
e E
C)
EH LaplaceTransform[t DiracDelta[t—l],t,s]
-S
E
d)
&=l . LaplaceTransform[t e*(-t) DiracDelta [t+17,t, s]
0

y o (ar t)dt = 4
5.2.3@; Muestre que _J;. (ar) f(t)

Ve
{1

i
que supuestos debe hacer usted en relacién a fi) 2
SOLUCION: 5
Calculemos la integral correspondiente

E Integrate[DiracDeltala t] £(t], .
{t,-Infinity, Infinity}]




La funcién f{t] es preciso que sea continua en cero.

5.2.4. Deduzca formalmente los siguientes resultados relativos a las derivadas
de la funcién delta.

2) [8'(1)f(t)dt=—1(0)

b) [8"(1)f"(1)de = (~ 1)" f™(0)

c)L[6 "(t)]=s5", n=12,3,...

Solucion:

a)

k= << Calculus'DiracDelta’
Integrate[D[DiracDelta{t],t] £[t],
{t,—Infinity,Infinity}]
-f' [0}

b)Para el caso generalizado es necesario hacerlo paso a paso para algunos n
y sacar la conclusion, pues el paquete no la da

= gln_] := Integrate[D[DiracDeltalt], {t, n}]
£lt],{t,-Infinity,Infinity}]

B gl2]
£ (0]
H g[3]
(3)
£  [0]
H g[4] |
(4) | .
£ (0]
| B2 g[5]

(5)



Observando el comportamiento de los calculos anteriores, podemos conjeturar

que la férmula finales (— 1)" f (n) (0), como se habia previsto.
c)

B <<Calculus'LaplaceTransform'

H f [n_]:=LaplaceTransform[D[DiracDelta [t],
‘ {t,n}],t,s]
B f£r1
S
= £[2]
2
s
EH  £13]
3
-8

Se aprecia con las anteriores salidas que la formula dada es correcta.

- n
5.2.5. Considere la secuencia de funciones ¥, (1) = PR AL =1,23,...
+n“t

a) Muestre que J"I’n(t)f(t)dt = ]

b) Asumiendo que f{t) es continua en r = 0, muestre que -

Lim[¥,()fm)at = f0).

A—3oo

¢) Discuta una posible conexién entre las funciones W, (1) y la funcién delta.

(2]




SOLUCION:

i
y

o
I

n/ (Pi (1+n~2 t~2))

H Integrate[F[t], {t,-Infinity,Infinity}]

El resultado anterior,para todo n positivo es 1, lo cual concuerda con lo
" propuesto en el problema.
b)
E  Mn_,t_]:=t*2 n/(Pi (1+n*2 t*2))
Plot [M[1,t], {t,-50,50}]

0.
0.27%

0.24

0.225

20 40

B Integrate{M[1,t], {t,-Infinity, Infinity}]
Indeterminate

EH  Simplify[$%]
2 (50 - ArcTan([50])



:5.2.6. Resuelva y” + 4y = 161. y(0) = 3, y'(0) = -6.

SOLUCION:
Aplicamos el comando DSolve:

E  Dpsolve[{y''[t]+ 4 y =16 t,y[0]==3,
y'[0l=-6},y[t],t]

8 t 2
{{ylt] -> 3 - 6t + =-=——= - 2 ¢ vil

5.2.7. Resuelva la ecuacién diferencial de vibracién de -

4y

—k'y=0
d’x Y

SOLUCION:

Para resolver esta ecuacién aplicamos el comando DSolve

) DSolve[y''''[x] - k*4 y[x]==0, vx], x]
Cil) -I k x I kx k x

{{y{x) -> ——— + E Cc{2] + E C{3] + E C[41}}
k x
E

1 1
5.2.8. Hallar ™ para m=[ ]

0 1
SOLUCION:

n={{1,1},{0,1}}{{(1, 1}, {0, 1}}

&= MatrixExp[t m]
t t t




{{E , E t}, {0, E }}

. ComplexExpand[%]

t/2 Sart [3] t
: E Sinf[--------—- ]
t/2 Sgqrt[3] t 2
{{E Cos[-——————~ ]+ - '
2 Sgrt (3}
-1 Sqrt[3] t/2 Sqrt[3] t
I ((==—======= = === ) E Cos[---—---—- ] +
4 sSqrt(3] 4 2
1 Sqrt[3] t/2 Sqrt[3] t
B + mmmmeee ) E Cos[-———=-==~ I -
4 Sqrt[3] 4 2
-1 Sqrt 3] t/2 Sgrt([3] t
(————————= = —————— ) E sin{--——————— ]+
4 Sqrt (3] 4 2
1 Sqrt [3] t/2 Sqgrt[3] t
(-~ + ) E Sin{-----——-- 1},
4 Sqgrt(3] 4 2
t/2 . Sqgrt[3] t
-2 E Sin(-—-—-——--- ]
2
{-———————————————— '
Sgrt (3]
t/2 sqrt[3] t
E Sin[~----—--—- ]
t/2 Sqrt (3] t 2
E Cos[---——-———- ] - e 1}
2 Sqrt (3]

k4  Expand[%, Trig->True]//ExpandAll

— e i .



t t
{E , -1 + E }, {0, 1}}

H  Nis)
~ t t
{{2.71828 , -1. + 2.71828 }, {0, 1.})

B Simplify[%]
t t
{{2.71828 , -1. + 2.71828 }, {0, 1.3}

S5.2.9.Usemos el paquete de <<DiscreteMath'RSolve'
para resolver algunos- problemas de Diferencias
finitas '

- <<DiscreteMath'RSolve"
RSolve[a[n+l]== 2 a[n],a[n],n]/.a[0]->5
n
{{aln] -> 5 2 }}
4 RSolve[{a[n+1]-3b[n]-4a[n]==1,
' a[n+l]+b[n+l]+b[n]==n,
a[0)==b[0]==0}, {a[n],b[n]},n}

n n
_ 4 (-2) 32
{{a[n] -> ~-(-) - -=-—- ¥ —=== - n,
3 6 2
) :
2 (=2) n '
b[n] -> - 4+ —=——~ - 2 + n}}

. 3 3
E2 RSolve[{a[n+l]==a[n] +a[n-1]
/:n>=1,a[0)==a[l]==1},a[n],n]

1 Sgqrt 5] n 1 Sqrt [5]

Sgrt 5]




1 Sqrt (5] 1 Sqrt[5] n

5.2.10. Mostrar que:

[(s—a) +

at 1 il
fonde h[r]:e J-ACos[br]'Smb(t r') + (B + aA)dr
b 0 b Sin[b r] Sinb(t-r)

SOLUCION:
Cargamos el paquete Laplace* Transfoxrm'
<<Calculus’  LaplaceTransform’
FH al=Integrate[A Cos[b r] Sin[b(t-x)] +
(B+a A)/b * Sin[b r] Sin[b(t-x)],{x,0,t}]

-(A b Cos[b t] - a A Sin{[b t] - B Sin[b t])

(A b Cos[b t] — 2 a A b t Cos[b t] -



TR fz

b Bt Cos[b t] + aa Sin(b t] + B Sin([b t] +

2 2
2 ADb t Sin[b tl) / (4 b )

E simplify[al]
(-(a Abt Cos(bt]l]) ~-bB¢t Cos[b t] +.

2 .
a A Ssin{b t] + B Sin[b t] + A b t Sin[(b t])/
2
(2 b ) .

ml=LaplaceTransform[ (Exp[a t])/b *(-(a A b t

Cos[b t]+

b Bt Cos[b t]))/(2 b*2),t,s])

. 2

b B (—m—mmmme e )Y/ (2 b )
2 2 2 2 2 - '
(b + (-a + s) ) b + (-a + s)

E m2=Lap1aceTran§fom[(Exp ['a. t])/b *
(2 A Sin[bt] B Sin[b t]+
A b*2 t Sin[b t])/(2 b*2),t,s]

3
2ADb (-a+ s) alAb b B
_________________ + —— ke —————— - ——— + . ————— ey —— ——
2 2 2 2 2 2 v 2
(b + (-a + s5) ) b + (-a + s) b + (-a + s)
3
2 b
EH  total=mlim2
3
2ZADb (-a+ s) aiAb b B
————————————————— + e ———— e ——— + T e e ——
2 2 2 2 2 2 2




o e e e e s~ ——— — ——— T —— dah A e e A e e b N M e An S S S e e S S5 S S

2 b
2
2 (~a + s) 1
(a A b (-————=—————==-==— — em———mo—smseo y o+
2 2 2 2 2
(b + {(-a + s) ) b + {-a + s)
2
2 (-a + 8) 1 3
b B (=——=—m—————=——==r— = e-————— o= y) / (2 b))
2 2 2 2 2
(b + (-a + s) ) b + (-a + s)
E simplify[total]
B + A s
2 2 2 2
(a +b - 2as+ s )

Ahora ordenando el numerador y factorizando el denominador tenemos:
(As +B)/{(a-s)? +b* )

que es el resultado pedido.

5.2.11.Encontrar todas las soluciones de ¥ +(% 'y = sen[nx] -
0<x<1,y0) =0,y [0]=1

SOLUCION:

Vamos a dar dos soluciones para este problema, primero una solucién a la
ecuacién diferencial en el sentido estrictamente matemético, después
ofreceremos una segunda solucién de caracter numérico con una representacion

gréfica de dicha solucién.



(1 + Cos[2 Pi x] - I Sin[2 Pi x]1))
. / (4 Pi)})

B til=psolvely''[x] +(Pi)~2 y[x]==Sin[Pi x1,ylxl,x] . 3}
-I Pi x I Pix i

{{y[x] -> B Cl1] + E cr2) + Al
- (Cos{Pi x] - I Sin[Pi x])

8

2

Pi Al

I

- (Cos{Pi x] + I Sin(Pi x]) e

8

(x (Cos[Pi x] + I Sin[Pi x]) s}
94

-&t-

Ahora, cargamos el paquete Algebra®Trigonometry*, con el fin de &

llevar las exponenciales complejas a funciones trigonométricas.

= <<Algebra’'Trigonometry"

= t2=ComplexToTrig[tl]

I
- (Cos[Pi x} - I sin[Pi x])
8
{{y[x)] => —— +
2 .
Pi.

C[{1] (Cos([Pi x] ~ I Sin[Pi x]) -

I
= (Cos[Pi x] + I Sin[Pi x])



C[2] (Cos[Pi x] + I Sin[Pi x]) -

(x (Cos[Pi =] + I Sin[Pi x]})

(1 + Cos[2 Pi x] - I Sin[2 Pi x]}) / (4 Pi)}}
E  ComplexToTrig[tl}/.x—>0

{{y[0]1 -> C[1] + C[2]}]

Usando la condicién inicial y el anterior resultado formamos una ecuacién
Cl1]+C[2]=0

Debemos ahora derivar la solucién y calcularla en 0.

B t3=D[t2,x]/.x->0

-1
{{y'[0] -> ~—-- - I Pi C[1] + I Pi C[2]}}
- . 4 Pi -

Ahora, usando la segunda condicion inicial y el resultado la salida de t3,
formamos la segunda ecuacioén y asi tenemos un sistema de dos ecuaciones con

dos incognitas que resolveremos usando el comando Solve.

& solve[{C[l]+C[2]==0, -I Pi C[1] +I Pi C[2]== 1
+1/(4 Pi)}, {C[1],C[2]}]

-1 : I
—— (-1"- 4 Pi) © - (-1 - 4 Pi)



Ahora debemos reemplazar los valores de C[1] ¥ C[2] en la solucién

obteniéndose asi la solucién buscada.

E t4=ComplexToTrig[tl]/. Cl[1]~> -I(-1-4 Pl)/(B o

(Pl)“2)
I
- (Cos[Pi x] -~ I Sin[Pi x])
8
Hylx] ~> === -
2
Pi
I
- (-1 - 4 Pi) (Cos[Pi x] - I Sin[Pi x])°
8 .
2
Pi
I
- (Cos[Pi x] + I Sin([Pi x])
8
——————————————————————————— +
2
Pi

C[2] (Cos([Pi x} + I Sin[Pi x]) -
(x (Cos[Pi x] + I Sin[Pi x1)

(1 + Cos[2 Pi x] - I Sin[2 Pi x1))y / (4
Pi)}}

H t1/.c(2]->1(-1-4 pi)/ (8 (Pi)~2)




- (Cos[Pi x] - I Sin[Pi x1])

8
{{y[x] -> ————~—————-==-—==-=-mmTm T -
2
Pi
I
— (-1 - 4 Pi) (Cos[Pi x} - 1 Sin{Pi x1})
8
2
Pi
I
~ (Cos[Pi x] + I Sin[Pi x})
8
___________________________ +
.2
Pi
I
- (-1 - 4 Pi) (Cos[Pi x] + I Sin[Pi x])
8 .
2
Pi

(x {(Cos[Pi x] + I Sin[Pi x])

(1 + Cos[2 Pi x] - I Sin[2 Pi x])) / (4
Pi)}}

H  simplify[t4]

{{y[x] ->

—(Pi x Cos[Pi x] - Sin[Pi x] — 2 Pi Sin[Pi x]) -



5.2 .12 .Encontrar todas las soluciones de:
y'Hm Py = senfmx]
0<x<1,y{0] =0,y'[0] =1

SOLUCION:
Podemos ahora dar una solucién numérica, y mediante una una funcién de

aproximacién por interpolacién que graficaremos, obtenemos una aproximacién

gréfica de la solucién numérica, usando el comando NDSolve .
B ul=NDsolve[{y'' [x]+(Pi)*2 y[x]==Sin[Pi

x],y[0]==0,y' [0]==1},
y,{x,0,1}]

{{y -> InterpoclatingFunction({0., 1.}, <>]}}

=) Plot[Evaluate[y[x] /. ul], {x,0,1}]

0.35
0.3 :
0.25

0.2
0.15

T v T T b
o = -




5.2.13.Uso de Dt en Ecuaciones Diferenciales

Hallar la derivada total de una ecuacion.
SOLUCION

En lugar de entrar explicitamente una ecuacién diferencial utilizando la sintaxis:
' e+ Qa-Df [r+((n-1/r - I{+1)/r72) f]x]
consideremos la alternativa del uso de la derivada total Dt:

& de[f ]=Dt[f,{r,2}]1+(2/z-1)Dt[£, r]+
((n-1)/x-1(1+1) /x*2 )£

1 (1 + 1) -1 +n 2
£f (-{-=7=7==- ) + —m=—- ) + (-1 + -) Dt[f, r] +
2 r r '
xr

' Dtif, {r, 2)]

Esta formulacion es ventajosa cuando hay cambio de variables . Consideremos
la sustitucién f[r]->r*1 g[r]. Luego consideramos 1 y n como constantes:

E  SetAttributes[{n, 1}, Constant]

1a ecuacién diferencial se convierte:

H gde[r*l g[r]]



1 (1 + 1) -1 + n

e e } oA ) rglr]l +2 g'[r] +
2 r
r
2 _
(-1 + =) (g[r] + r g'[r]) + r g'’'(r]
r ,

o : N @
Dividiendo todo por r*1 y agrupando términos, obtenemos inmediatamente con

la ecuacién diferencial simplificada:

B Collect[Expand[$/r~l],. {g[z], g'(r], g''[z], £}].

o

2 S
2 1 1

. 1 1 1
-2 n r r r 1 -1 4 :
(== + == + e ) glr] + (-r Fom) gtz e
1 1 r 1 ' g
r r r o
»
3
1-1
r g''[x] 55
L 'fi

5.2.14. FAMILIAS ORTOGONALES

pendiente de y/2x. La ecuacién Y [x]==y[x]/2x , puede resolverse:

SOLUCION

- il
Ak "
‘_
o

La elipse dada por yNV+2x0==C para una curva ortogonal tiene una




H DSolvely'[x]l==y[x]/(2x), y[x], =]
{{y[x] -> Sqrt[x] C[1]}}

Las soluciones son los niveles de contorno de x/y/2:
B2 ortogonal=ContourPlot([x/y*2, {x,-3,3}, {y.,-3,3},

Contours->{-9/5, -3/5, -1/5, 0, 1/5, 3/5, 9/5},
ContourShading->False, PlotPoints—->60]};

E  isolineas=ContourPlot[y~2+2 x*2, {x,-3, 3},
{y,-3,3}, ContourShading->False];
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5.2.15. Encontrar la transformada de Laplace de :

I(t ~r)Sinfwr]dt
]
SOLUCION:

Cargamos el paquete Calculus' LaplaceTransform’
E <<Calculus'LaplaceTransform’
i Calculemos inicialmente la integral

|

= b[s]=Integréte[(t—r)Sin[w r],{x,0,t}]
T Sin[t w]

ecuaciones dif) Encontrar una funcién cuya transformada de Laplace es :

Ry
(s’ +1)'(s-2)

SOLUCION:




Primero cargamos el paquete Calculus® LéplaceTrans form®

B <<calculus® LaplaceTransform®

Ahora cargamos la funcion a la cual queremos hallar la transformada inversa
= Als]:= s/ ((s*2+1)+2 {s~2))

&2 InverselaplaceTransform [Als],s,t]

2 E 1 I It 1 I It Sin[t] 2 {Cos[t] + 2 Sin[t))

------ + (={=-) -~ --) E b (=(=) + =-) £ to+

25 20 10 20 10 . 10 . 25

E  Simplify[$%]
-1t ) 27Tt {2+1) ¢t
+ (-5 - 10T} &t + (-5 + 10 I} E t)

100



6. SONIDO

6.1. INTRODUCCION:  En este capitulo pudimos comprobar la gran
versatilidad de Afathematica al ofresernos la posibilidas de sonido para funciones
elementales y algunas complejas, creemos que esto marca una diferencia entre
Mathematica 'y otro software para hacer matemdticas. Hemos incluido varios
gjercicios de ilustracién, faciles de seguir. Para los lectores interesados les
informamos que esta secci6n requiere una tarjeta de sonido, en nuestro caso
utilizamos una Sound Blaster de 16 bits.

6.2, Problemas: ( EL SONIDO DE LAS FUNCIONES PERIODICAS)

6.2.1.Represente grificamente las siguientes funciones y determine su periodo y
. su frecuencia: '

a)Sen[100w t]
b)Sen[100t]
c)Sen[100t /1]
d) Sen{n t/100]

SOLUCION:

Ya que la funcion f(t)= Sen(2n t/ L), tiene periodo L y frecuencia 1/L,bastara
en cada caso igualar el argumento de cada funcion con 27 ¢t/ L y despejar L.

a)La gréfica de Sen (J00T ¢} se obtiene asi:

£  Plot[Sin[100 Pi t],{t,-1,1}]




Periodo L=1/50. Frecuencia F=50.
b)La gréfica de Sen{100:] es:

. 'Plot[Sin[100-t},{t,-1,1}IPlot[Sin[100 t],{t,-1,1}]

(o

Periodo L=2Pi/100. Frecuencia F=50/Pi.

c)La gréficade Sen (100t/T) es:

E Plot[Sin[100 t /Pi], {t,-1,1}]



2
: 50
Periodo L = E—. Frecuencia L = —-.
.50 i

b)La gréficade Senfn t/100] es:

E  Plot[Sin[Pi t/100], {t,~10,100}]

Periodo L=200. Frecuencia F=1/200.

E  Do[Plot[Sin[2 Pi 100n t],
{t,—O.l,O.l}],{n,l,B}]
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sonido.
solucién:[memoria ins)

Do[Play[Sin[2 Pi 100 n t],{t,0,2}],{n,5}]
5) ejecute un sonido de frecuencia variable entre 0 y 400

solucién:

a=Pi

Pi

Play[Sin[800 a Sin[t] t],{t,0,a}]

1N

-Sound-



7. ESTUDIOS DE YOZ HUMANA

7.1. INTRODUCCION:. Se estudia el modelo de la sefial de voz, como una
coleccion de simbolos numéricos que representan la materia sonora, los que
pueden manipularse y procesarse en el dominio discreto. En el computador, con el
recurso de Mathematica, la voz digitalizada pasa por varios estadios, desde su
captura y reproduccién, hasta su modificacién y distorsién, preservdndose algunas
veces el contenido de la informacién y estudidndose las condiciones que conducen
a que la informacién a veces se pierda. Varios fenémenos se explican en el
dominio frecuencial, mediante el an4lisis espectral.

Recomendamos a los estudiantes seguir el curso de los razonamientos que aqui
vamos a presentar, revisdndolos con los monitores, y verificando cada .paso -
propuesto con los ejercicios y problemas que se plantean. Aunque el estudio de la

voz humana no es muy frecuente en el pregrado, ya que requiere un cierto

conocimiento del andlisis de Fourier, los estudiantes de ingenieria y de educacién
matemdtica se familiarizardn muy pronto con este apasionante tema, encontrando
que muchas cuestiones abstractas del cdlculo y del 4dlgebra se llenan de contenido
y se explican los interrogantes que alguna vez se han tenido sobre la aplicabilidad
de la matemadtica y la pertinencia de los computadores en su aprendizaje.

Capitulo I

Muchas veces hemos grabado un fragmento de voz u otro tipo de sonido, frente
un micréfono, en una reproductora de cassettes. Para el investigador y oyente, es
evidente que, salvo su disfrute musical, es poco lo que matemiticamente puede
hacer con los fragmentos impresos en la cinta. En cambio, hay una diferencia
notable si ese trozo de materia sonora se logra capturar en el computador,

Lograda su conversién digital, la sefial capturada puede ser graficada,




i
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distorsionada, modificada, y por supuesto, reproducida nitidamente,

‘pexmitiéndole al estudioso de ese campo una mayor comprensién para la

investigacién de las mds profundas relaciones y mecanismos intemos de la voz

humana.

Para muchos de nosotros resulta una verdadera sorpresa que un fragmento de voz
pueda ser atrapado en el computador y convertido en una inofensiva sucesion
finita de niimeros enteros, apta para la manipulacién. Una vez se logra, a medida
que esta.sucesién es sometida a algunas operaciones légicas, algebraicas ¢
analiticas, podemos preguntarnos sobre la suerie que corren las distorsiones y
modificaciones correspondientes de la voz original. Nﬁestra sorpresa aumenta
cuando descubrimos que la mayoria de las predicciones qhe hacemos resultan

erroneas, cuando escuchamos los nuevos sonidos reproducidos.

Vamos a presentar un estudio de la voz con ejercicios y problemas, utilizando el
paquete Mathematica, para lo cual disponemos de un computador personal con
tarjeta digitalizadora de sonido -SoundBlaster-, con su micréfono 'y parlante
respectivo. A continuacién, hacemos algunas cortas explicaciones técnicas sobre

el procesamiento de voz humana.
;Como se hace un mo e voz?

Al emitirse una expresién, cualquiera que-sea, frente al micréfono, la materia
sonora es registrada como digitos binarios en el computador, quien se encarga de
tomar muestras de voz durante pequefios intervalos fijos de tiempo. Ya que la
expresion emitida tiene una duracidn finita, el total de digitos registrados tambien

es finito.
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EI hecho mis relievante, que hace del procesamiento de sefiales una de las mids
excitantes disciplinas cientificas y técnolégicas, radica en que la sucesién de
muestras recolectadas por el computador depende exclusivamente de dos
parimetros: la frecuencia de muestreo y la escala de codificacién de la sefial.
Dadas la frecuencia W y la escala ?.N, podemos digitalizar la voz. Y ambos
par&metros determinan teérica y pricticamente todas las caracteriscas del

contenido original de la voz digitalizada.

La frecuencia de muestreo W es el nimero de muestras en la unidad de tiempo.
La unidad de tiempo es el segundo y la unidad de frecuencia es el hertz. Un
‘resultado debido a C. Shannon, indica que es suficiente tomar el doble de la
frecuencia W mds alta de la seflal, para que ésta sea enteramente reconstruida.
Como la voz humana no sobrepasa frecuencias de 5.500 hertz, es suficiente tomar
11000 muestras cada segundo, para que la voz pueda ser recuperada.
Naturalmente, se pueden tomar frecuencias mds altas, pero por razones
econdmicas, nosotros siempre supondremos que la frecuencia de muestreo es 2W

= 11000 hertz.

Los valores de la seiial en el dominio temporal se denominan la forma de onda.
Ya que 1/ 11000 = 90.9 x 10'6, esto cqui‘vale a decir que la forma de onda la
obtenemos con muesiras cada 90.9 microsegundos. En términos aproximadoé, el
microsegundo es el orden del muestreo de una seiial, mientras que el milisegundo
es el orden de duracién de un fonema y el segundo es el orden de duracién de la
palabra. Esto nos da una idea del manejo de las unidades en el procesamiento de

VOZ.

K

e
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El segundo pardmetro es la escala de codificacién. Las muestras de voz son, en
realidad, intensidades de corriente. Supongamos que la méxima intensidad de
voltaje es 6 volts. Si Ia escala de codificacién es 28 = 256, la unidad de medida
serd 6/256. O sea que todas las muestras recorren €l rango de valores
comprendidos en la particién 0, 6/256, 2.6/256, 3.6/256, ..., k.6/256,
(k+1).6/256,...,255.6/256. Como cada muestra siempre esti referida a estos
nimeros, a cada muestra se le asocia el nimero entero k. Asi, los valores
muestreados variardn en el rango {0, 255], o, si se quieren valores positivos y
negativos, en el rango [-128,127]. Por razones de la naturaleza de la codificacién,
el computador, verdaderamente asocia a cada muestra un byte, desde 00000000
hasta ‘11111111. Dado M, habré un total de oM bytes para digitalizar cada

muestra de voz. La seiial asi codificada se denomina sesial digital.

Si designamos con Ap una sucesién finita de mimero enteros, L el intervalo de

muestreo y N los N = 2M niveles de codificacién, el diagrama
Voz humana <-—---—3> { Ag, L, N ]

asocia a cada seflal de voz el modelo de su representacién como coleccién finita
de simbolos numéricos. Siempre que las muestras originales provengan de la
captura de voz, en cualquier computador del mundo, los datos introducidos

reproducirdn la voz original.

En el computador hay varias opciones de procesdmiento. Digamos, 11K, 22K y
44K para la frecuencia de muestreo y 8 bits o 16 bits para la codificacién. En
nuestro estudio, una sefial de voz digitalizada consiste siemprc'pn una sucesién

finita de muestras, tomadas cada 90.9 microsegundos y codificadas a N = 8 bits
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(256 niveles de cuantizacién).

La voz como archivo de datos

Para comenzar, el lector puede grébar un fragmento de voz sobre cualquier editor
de sonido en un computador, entre ellos el Sound Recorder localizado en los
Accesorios del Windows o el WaveStudio del SoundBlaster, Recuérdese que la

frecuencia de muestreo debe ser fijada en 11K y la escala de codificacién en 8

bytes.

El archivo que se genera tiene extensién .wav, y lo llamaremos «archivo.wavs.
Cada muestra est4 micialmente codificada en binarios (en notacién hexadecimal),
y debe ser convertida en un archivo de datos, o sea, en niimeros enteros, para que
Mathematica lo lea y sea posible su manipulacién. ;Como hacerlo? Esto es
relativamente sencillo. E! siguiente es un programa en Pasc'al, disefiado por el
ingeniero Marco Aurelio Alzate, investigador de la Universidad Distrital, con el
cual, dado cualquier archivo de entrada «archivo.wav», se convierte en archivo
de salida «archivo.dat» que contiene sélo datos numéricos. Estos programas son
conocidos como «conversores de archivos de ondas en archivos de datos», y se
escriben «wav2datexe» (wave to data). El proceso inverso (programas

«dat2wav.exe», data to wave) también es posible, pero aqui no lo necesitamos.

Por supuesto, el Icctor no necesita saber Pascal y ni siquiera necesita ejecutar el
programa siguiente. Nuestros computadores contienen varios archivos de datos
con voz, para hacer los ejercicios. Pero es interesante que los monitores expliquen

la conversién y colaboren en la resolucién de los problemas planteados.




Estudios de voz humana. Pdgina 6

{Archivo WAV2DAT.PAS}
{Toma un archivo WAV y lo convierte en .DAT)

uses crt, dos, graph, printer;

var
NombreArchivo : String;
Archivoin : text;
archivoout : text;
ValorTexto : string;
1,).k,n :integer;
directorio : SearchRec;
X,/ain,max : double;
c : char;
begin
clrscr; :
gotoxy(1,5); { muestras }
FindFirst(*.wav’,archive,directorio); { Presenta el directorio de agchivos de datos
} o
while DosError =0 do
begin
writeln(directorio.name);
FindNext(directorio);
end;
repeat { Espera la entrada de un nombre )
gotoxy(25,5); { valido )
write(* Y
gotoxy(25,5);
write(‘Archivo de muestras? ©);
readln(NombreArchivo);
j:=0;

n:=length(NombreArchivo);

for i:=1 to n do if NombreArchivo[il=*.’ then inc(j);

if j=0 then NombreArchivo:=NombreArchivo + ‘. wav’;

FindFirst(NombreArchivo,archive,directorio);
until DosError=0;
assign(Archivoin,NombreArchivo);
reset(Archivoin); { Abre el archivo para lectura )
n:=0; '
J:=length(NombreArchivo);
NombreArchivo[jl:=‘t’;
NombreArchivo[j-1]:=‘a’;
NombreArchivol[j-2]:='d";
writeln('Creando ',\NombreArchivo,’...”);

-

e — e o e .
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assign(ArchivoOut,NombreArchivo); b
rewrite(ArchivoOut);
reset(Archivoln); ;
for i:=1 to 40 do read(archivoin,c); :
read(archivoin,c);
n:=ord(c);
read(archivoin,c);
n:=n + abs(256*ord(c));
read(archivoin,c);
n:=n + abs(65536*ord(c));
read(archivoin,c);
n:=n + abs(16777216*ord(c));
fori:=1 ton do
begin
read(Archivoin,c);
jr=ord(c) - 125;
writeln(ArchivoQOut,j:3);
end;
close(ArchivoOut);
close(Archivoln);
end.

Ejercicio

Escriba el programa anterior en el editor del lenguaje de programacién Pascal y

conviértalo en un programa ejecutable WAV2DAT.EXE. Recomendamos la

asesoria de los monitores.

Eiercicio

1. Cargue el editor del SoundBlaster y estudie durante una sesién completa las
técnicas de edicién de sonido, particularmente, grabar la voz (muy pequefios

trozos, para no agotar la memoria), eliminar del editor los silencios innecesarios y
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salvar los archivos grabados,

2. Grabe en el SoundBlaster cinco archivos de voz, para experimentar durante
todas las sesiones de estudio. Coléqueles como nombre de archivo la expresién de
voz correspondiente. Cada uno de ellos tiene necesariamente extension .wav.

Ejemplos:

1. hola.wav = «hola»

2. amigo.wav = «amigo»
3. uno.wav = «uno»

4. dOS.WiiV = «dOS»

5. Tres.wav = «tres»

3. Confirme en cada caso que efectivamente se han grabado las expresiones de
voz correspondientes y que se han eliminado las expresiones y silencios

innecesarios (ninguna grabacion debe superar dos segundos).
Ejercicio

Ejecute el programa WAV2DAT.EXE colocando los cinco archivos de voz en el
mismo directorio del programa. Convierta, uno a uno, los cinco archivos .wav en
cinco archivos .dat. Obtendrd ahora los archivos «hola.dat», «amigo.dat»,

«uno.dat», «dos.dat», y «tres.dat».

Sies necesario, lea en el Editor del sistema operacional algunos de estos archivos,
para verificar que efectivamente sélo contienen nimeros enteros. Esto permitird

que Mathematica pueda leerlos sin problema.
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«Hola» convertida en 4760 enteros

Nosotros vamos a asumir que se ha grabado correctamente por lo menos una
expresién sonora con significado, en espafiol. Se trata de la conocida expresién‘
«hola». Naturalmente, cada estudiante fijard su archivo «hola.wav» y lo convertiré
en «hola.dat». Ya que cada vez que se grabe tal archivo habrdn algunas

diferencias, haremos referencia al que nosotros tenemos.

A partir de ahora, interviene Mathematica. Existe un recurso de este programa,
que permite leer y escribir archivos de datos (conviene aclarar que no es exclusivo
de Mathematica, pues el programa MatCad, entre otros, tambien cuenta con tal

- posibilidad). De este recurso, escogeremos el comando ReadList ["archivo”,

tipo], que es el que leerd nuestro archivo de datos «hola.dat».
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Capitulo II

Lectura de datos en Mathematica

Nuestro estudio de la sefial de voz en Mathematica se inicia con la lectura del
archivo de datos hola.dat, al que Mathematica lo convierte en una lista que por

brevedad Hamaremos la lista «hola»

hola = Readlist["c¢:\wnmath22\hola.dat"]+128;

Hemos sumado 128 para que los 256 valores entre -128 y 127 oscilen entre 0 y

255. Calculamos el nimero de muestras de la lista

Length[hola]
4760

Aqui tenemos una primera informacién sobre la duracién de la seiial. Como ha
sido muestreada con una frecuencia de 11K hertz, o sea, 90.9 microsegundos de

separacion cntre muestras

N[{4760 S0.9 1/(1076)]
0.432684

estas 4760 muestras, con intervalos de 90.9 microsegundos de separaci6n,

corresponden a una sefial de voz de duracién 0.432684 segundos.

Podemos observar algunos elementos de la lista «hola, para verificar que,
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efectivamente, consiste en un listado de nimeros enteros. Por ejemplo, listemos

las 51 muestras comprendidas entre las posiciones 2550 y 2600

Take[hola, {2550,2600}]

{153, 173, 153, 148, 153, 153, 146, 136, 158, 153,
129, 129, 126, 124, 121, 119, 129, 121, 101, 101, 106,
96, 91, 96, 104, 99, 89, 96, 111, 129, 153, 153, 146,
163, 158, 148, 168, 176, 171, 168, 163, 151, 136, 126,
129, 131, 126, 114, 104, 106, 96}

Cada entero comprendido en el rango de valores [0, 255], perteneciente a la lista
«hola», estd asociada a una amplitud de corriente. Los 51 enteros arriba listados
indican amplitudes muy variadas. Los enteros un poco menores que 128
representan intensidades pequefias en la produccién de la voz, y los que estdn
cercanos a 256 indican microsegundos de gran energia en la voz emitida. Pero no

nos adelantemos, que para ello hay una gréfica, y también una explicacién.

Ejercicio

1. Lea su propio archivo «hola.dat» en la forma indicada. Confirme su longitud (el
nimero de muestras) y el tiempo de duracién. Naturalmente, las cantidades

variardn para cada archivo leido.

2. Ensaye con los cinco archivos de voz. Ejemplo. Para leer amigo.dat, siguiendo

las instrucciones anteriores, definimos
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amigo = ReadList["c:\wnmath22\amigo.dat"]+128;

Asi, para cada archive. Tome 50 muestras de cada uno de ellos. ;Que pasa si-

toma las primeras 50 muestras?

200} amfitzt il

Sty e I gt s
150 DYWL ADRAEINTL, -

TR
h

3
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1000 2000 3000 4000

Grdfica 1 Expresién «hola». Se observan los tres fonemas /fof, /V, /af

Podemos hacer una grifica de la sefial de voz representada en la lista «hola».
Dado que se grafican 4760 puntos en el plano, es de esperarse que se brinde poca
infermacién sobre la sefial, salvo que ella aparece como una mancha amorfa de

color grisaceo. Pero precisamente, esta grifica tiene la ventaja de que nos da una

idea global de la seiial representada.

ListPlot [hola];

Se observa que la mancha gris (Gréfica 1) se puede separar en tres partes, cada
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una de las cuales corresponde a los tres fonemas /o/, //, /a/ que constituyen la
palabra «hola» (evidentemente, no hay fonema para la letra h). Hasta podriamos
hacer un célculo muy rudimentario de la duracién aproximada de cada fonema:
desde el origen hasta la muestra 2000 (181.8 milisegundos), para el fonema /o/:
de 2000 hasta 3000 (90.9 milisegundos), para el fonema /l/; de 3000 en adelante
(159.98 milisegundos), para el fonema /a/. La gréfica, en lineas gruesas, nos ha

facilitado la comprensién inicial de la estructura fonolégica de la lista «hola».

Ejercicio

1. Repita el ejemplo anterior para cada uno de los cinco archivos. Observe

cuidadosamente las cinco grificas. ;Puede usted sefialar similitudes y diferencias

entre ellas?

2. La expresion «amigo», del archivo amigo.dat contiene cinco fonemas. Ellos son
/al, fm/, fi/, /g/, /o/. Haga de su tracto vocal un taller de laboratorio. Rodeando su
garganta con la mano, pronuncie cada uno de ellos separadamente. En cada

fonema, sentird la vibracién de las cuerdas vocales. Por eso se les llama fonemas

SONOros.

3. La expresién «dos», del archivo dos.dat contiene tres fonemas. Ellos son /d/,
fo/, /s/. Repita el experimento anterior, rodeando la garganta con la mano.
Pronuncie el fonema /d/, luego /o/, luego /s/. Note que en los dos primeros, vibran
las cuerdas vocales. Son fonemas sonoros. En cambio, cuando pronuncia /s/, no

hay vibracién. Se dice que /s/ es fonema sordo.

4. Més adelante, veremos que hay una gran diferencia entre los archivos que
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conticnen fonemas sonoros y los que contienen fonemas sordos, pues los primeros
pueden ser aproximados por funciones periddicas, mientras que los segundos se
parecen al ruido. Con el método indicado, pronunciando una a una todas las letras

del alfabeto ;Puede decir cuales consonantes y cuales vocales son sonoras o .

sordas?.

a imaqgen, el sont

Aunque en el Editor del SoundBlaster confirmemos que cada archivo es
efectivamente una sefial de voz, queda una sombra de duda. ;Serd la'gréﬁca
anterior realmente la represéntacién visual de la seiial sonora? Esta duda puede
ser despejada por Mathematica. Recordemos que el comando ListPlay [ lista
J crea un objeto gréfico sonoro, a partir de una lista. Despues de creado este
objeto, el lector puede ejecutar el comando en el icono Play varias veces para
convencerse. Efectivamente, escuchard repetidamente la expresi6n sonora
i «hola» en ¢l computador (Grifica 2). Hemos logrado la reproduccién de 1a voz, a

' partir de su captura.

ListPlay[hola, SampleRate-> 11000};

a ke o — e ..
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El operador Sgrt tiene atributo Listable, o sea que penetra en la lista y
produce una nueva de raices cuadradas de cada uno de los enteros de la lista

«raizCuadradaHola»

raizCuadradaHola = N[Sqrtfhola], 2};
ListPlayl[raizCuadradaHola]);

Sorpresa. La misma gréfica y ... el mismo sonido familiar «hola». Esto si es
inesperado. Parece una coincidencia que la voz «hola» sea su propia raiz
cuadrada. Verifiquemos que este patrén de comportamiento se cumple en todos

" los casos.

Ejercicio

1. Eleve al cuadrado la lista hola.dat y escuche el sonido. ;Otra vez se oird

«hola»?. Extraiga el logaritmo y escuche. ;De nuevo «hola»?. Algo debe andar

mal.

2. Haga las mismas operaciones con cada uno de los cinco archivos de datos. Por
ejemplo, lea los tres archivos «uno», «dos» y «tres» y confirme que, en los tres
casos, Ia raiz cuadrada, el cuadrado, el inverso multiplicativo y el logaritmo de

cada una de ellas se reproduce como la misma voz original.

3. ¢(Ha salido del kernel de Mathematica? Es hora de cerrar el Notebook y abrir

otro (recomendamos un Notebook para cada archivo) pues la memoria se ha
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agotado.

4. Calcule Sin[hola). Confirme que es puro ruido, pero si lo limitamos al
intervalo donde la funcién Sin es mondtona sobre las 4760 muestras (por,

ejemplo, Sin[2rx t/4760], no se observa cambio alguno.

Nuestra hipétesis es que las modificaciones suaves y monétonas de las sefiales de

voz dejan invariante el significado de las palabras. ;Podria adelantar su hipdtesis?

De todos modos, las experiencias descritas-merece una reflexién. (Que tipo de
materia es la voz, cuyo objeto matematico que la reprcsehta puede ser sometido a
semejante medificacién sin que se altere la expresién sonora ni cambie su
significado? ¢Que transformaciones podemos hacerle que modifiquen su

contenido?

Para responder estas preguntas, lenemos que penetrar un poco mds en la

estructura de la sefial representada.

Particulas elementales d nen

La palabra «hola» la tenemos representada en una lista de 4760 datos
numéricos. Consideremos un segmento contenido en un pequefic nimero de
muestras; por ejemplo, escojamos al azar 300 que corresponddn a un fragmento
del fonema /o/ del total de sus 2000 muestras. Nuestra nueva lista se denominard

«fonemaO»
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dominio continuo, de los 50 valores, definimos (Grafica 4)

particulal = Take[hola, {901, 950}];

-ListPlot {particulal,PlotJoined->True];

250
223
200

175
150
125
100
. . - g
10 20 30 40 50

Grifica 4. «Particula elemental» de 50 muestras y 4.99 milisegundos de duracién.

Construimos una lista con 40 copias de la lista «particulaO», que llamamos

«nuevoFonema» y reproducimos €l sonido

;' nuevoFonemaCJ:Flattent Table[Particula0, {i,40}]11];

1 ListPlay[nuevoFonema0Q];

. Tal y como previmos. Se escucha el fonema /o/. Vamos a determinar un conjunto
de instrucciones para reconstruir cualquier fonema que tenga un patrén de
semiperiodicidad de periodo P.

Ejercicio

1. Del archivo amigo.dat, capture el fonema /a/ como un archivo de N datos
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fonemaA.dat. Léalo en Mathematica y grafiquelo, para verificar el patrén de
periodicidad y calcular la longitud del perfodo P.

2. Defina la lista de P muestras «particulaFonema». Construya «nuevoFonema»
repitiendo «particulaFonema» N/P veces.
3. Reproduzca el sonido de «nuevoFonema» y compérelo con el fonema inicial.
Posiblemente oiga el fonema inicial /a/, aunque pronunciado por un robot.

" Ejercicio
Repita el procedimiento anterior para varios fonemas como /e/, /u/. Intente hacerlo
para los fonemas /r/, /s/.
Ejercicio
La instruccién Flatten[ Table[ParticulaO, {i,40}]] hace 40 copias
de ParticulaO. Haga usted 60 o 100 copias, para que el sonido producido tenga
mayor duracion,
Sintesis de voz
Recordemos que un modelo de voz { Ay, L, N } consiste en una sucesién de
enteros Ap que provienen de muestras de voz humana, con L el intervalo de
muestreo y N la escala de codificacién.

La lista ParticulaO es un modelo de voz { Ag , L, N }, pues cumple con

e
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todos los requisitos exigidos, asi sélo contenga 50 muestras. Y la lista

nuevoFonemaQ con 2000 muestras, también es un modelo de voz de 1a forma

40 40
{U,,=1An Un=1An L, N'} donde Ap se repite 40 veces.

Ahora tenemos una situacién cualitativamente distinta con la  lista
nuevoFonemaO. Ella es un modelo de voz que en la realidad no existia. Hemos

construido un trozo de voz en el computador. Hemos sintetizado voz humana,
aunque ella sélo sea el fonema /o/. La ventaja de esta consrtuccién es enorme.
~ Supongamos que construimos shltéticaxnerltp los fonemas /m/, y /a/. Si las listas
que los modelan las denominamos, respectivamente, M, A, construir la -nueva

lista MAMA,, uniendo cuatro listas de la manera siguiente

MAMA = MUAUMUA

Al ejecutar ListPlay[ MAMA ] debe escucharse la familiar expresién

«mamay».
E Ejercicio

¢Quiere hacer sintesis de voz? Una vez ha cai:)turado un fonema semiperiédico
(como /o/, /m/, fa/, /if, /e/, fb/, etc) y lo ha grabado en el archivo fonema.dat,
estudie el procedimiento siguiente. Esto le permitird contar con instrucciones para

construir un modelo de fonema a partir de un nimero muy reducido de muestras.

Clear[fonema] ;

fonema = ReadList["a:\fonema.dat"]+128;
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N = Length[fonema]:-

ListPlot[fonema, PlotJoined->True];
particulaFonema=Take [fonema, {0,P}];

ListPlot [particulaFonema,PlotJoined->Truel;
nuevoFonema=Flatten[Table[particulaFonema, {i,N/P}]];

ListPlay[nuevoFonema];

Ejercicio

Sintetice la palabra «mamd» construyendo los dos fonemas /my/, /a/. Hégalo por I
pasos. Sintetice primero /m/ como la lista M, y luego /a/ como la lista A, Recuerde
que debe construir las listas particulaM y particulaA vy periodizarlas
cierto nimero de veces, obteniendo las listas M = nuevoFonemaM, A =
nuevoFonemaA. El fonema /m/ es un poco més corto que /a/, por lo que
puede periodizarlo unas 30 veces, mientras que /a/ puede periodizarlo 40 veces.
Pruebe cada uno por separado y luego haga la unién de cnatro fonemas. ;Como
hacemos para que haya acento en «mamd»? Muy sencillo. Aumente 1a intensidad
del cuarto fonema /a/ asi: 3/2 A. Ademds , suprimale a la lista particulaA

las ltimas 5 muestras, para que aumente la frecuencia y se logre la sensacién del

acento.

Vamos ahora a intentar responder al interrogante de fondo: ;Como reconocer
patrones en las alteraciones o distorsiones a que podemos someter una sefial de
voz, que modifiquen sustancialmente tanto su acustica o fonética como su

significado o naturaleza fonol6gica?,
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Entramos asi en un 4mbito distinto del que nos hemos movido -el dominio
temporal y las formas de onda - para pasar al dominio frecuencial y andlisis
espectral, que es el terreno en el que pueden resolverse las principales preguntas

planteadas.

Capitulo I11
- La transforinada rdpida de Fourier

En esta parte le recomendamos al lector que solicite la colaboracién de un momtor

que tenga algin conocimiento del tema.

Vamos a hacer el andlisis de Fourier de la sefial representada en la lista «hola».
Decir «andlisis de Fourier» significa que descomponemos esta sefial en sus
componentes de frecuencia (componentes espectrales), para “analizar las
contribuciones arménicas de cada una de las frecuencias que intervienen, asi

como aquellas que no contribuyen a la forma de onda dé la sefial.

Hasta ahora nos hemos limitado al manejo de valores en el dominio del tiempo.
Sabemos que estos valores podemos cambiarlos al dominio de la frecuencia. El
cambio de los datos temporales a datos frecuenciales se hace mediante la

‘transformada discreta de Fourier TDF.

Supongamos que una sefial S muestreada se representa con la funcién de dominio
discreto x [nL], de duracién NL, donde L es el intervalo de muestreo (en nuestro
caso, L = 90.9 microsegundos), ynvaria n=0,1,2,..,N-1 (N = 4760). La

transformada discreta de Fourier de x [nl] se obtiene con la nueva funcién de
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dominio discreto X [k/NL.}, donde 1/L = 11K Hertz es la Jrecuencia de muestreo
ancho de banda), 1/NL es la resolucion de Jrecuencia 'y k varia k=0, 1, 2, -

N-1.

La regla de transformacién que convierte las muestras de valores temporales x [nL

1 en valores frecuenciales X [k/NL)] es:

X[k/NL] := Sum[x[nL] Exp” (-j2nnk/N}, {n,0,N-1})]:
x[ nL] := 1/N Sum[X[k/NL) Exp” (-j2nnk/N], %k,0,N-1}];

La primera se denomina transformada discreta de Fourier TDF y la segunda

transformada discreta inversa TDFL. Las funciones x [nL] <---> X [k/NL] se

denominan par de transformadas.

Ejercicio

|

Por definici6n, los valores X [k/NL] son nimeros complejos. Confirme que si
calculamos la muestra de X en la posicién frecuencial N - k, se obticne l1a misma

muestra que el conjugado de la muestra de X en la posicién k.

El mimero de operaciones en las que interviene la TDF es muy grande, ya que ella
se puede representar como una matriz de orden N2 que actia sobre un vector de
N componentes. Para nuestra lista hola, la matriz tiene tamaiio 4760x4760. Si
'grabamos largas cadenas de sefiales de voz, los célculos serian casi imposibles de
realizar. Por eso, no podemos pensar que las anteriores instrucciones de la TDF y
la TDFI se realizan directamente en el computador. En realidad, la factibilidad de

estos cdlculos, en fracciones de segundos, ha sido resuelta mediante el algoritmo
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denominado tansformada rdpida de Fourier TRF . Mathematica usa tal
algoritmo, aunque difiere en constantes y signos, ya que no hay notacién

estandarizada. El proceso inverso se denomina transformada rdpida inversa

TRFL

Por lo anterior, el lector no debe temer en usar el algoritmo de a transfoﬁnada
rdpida de Fourier, Dada una lista, el c4lculo de la TRF es Fourier [lista] y el

cdlculo de la TRFI es InverseFourier [lista).

Ejemplo

Dada lista = {0,0,1,1,-1,2}, la instruccién Fourier[lista] no opera, pues
i primero deben convertirse 1a lista de enteros a miimeros reales con N[lista].
] Recuérdese que Chop elimina los nimeros complejos muy pequefios. De modo

i que

Chép[Fourier[Nt_{0,0, 1,1,-1,2}1]]

produce como resultado

1

{1.22474, 0, -1.41421 1, -1.22474, 1.41421 1, 0}

Ejercicio

'!Calcule la transformada rdpida de Fourier de las siguientes listas

1. listal = {0,1,0,1,2,-3,1)
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2. lista2 = {1,1,1,1,1,0,0,0,1,1)

Calcule la transformada rdpida inversa de Fourier de la lista del ejemplo anteriory

explique por que coincide con {0,0,1,1,-1,2}

lista = {1.22474, 0,-1.414211,-1.22474, 1.41421 1, 0)

Lo que puede un espectro

"Para simplificar los célculos y hacer mds visibles las gréficas, limitaremos el
andlisis de fourier a la conocida lista fonemaO. En lo que sigue utilizaremos el
comando Fourier [lista] ¢ InverseFourier [lista] de Mathematica. Con
el primero se obtiene una nueva lista de 300 nimeros complejos, c:ida uno de los
cuales contiene informacién de la amplitud y la fase en cada nivel de frecuencia

de la sefial . El segundo comando realiza el proceso inverso.

Como vamos a hacer varias operaciones que requieren de nimeros reales, primero

debemos convertir los elementos enteros de la lista «fonemaO» en mimeros reales

fourierFonema = Fourier [N[fonemaO]];

Como indicarﬁos, los datos de la lista fourierFonema son nimeros
complejos, que contienen tanto la amplitud (médulo del complejo) como la fase
(argumento del complejo). En el esmdio de las sefiales, es conocido que la fase es
un factor secundario, dado que cuando escuchamos una voz, el ofdo retiene la

amplitud y es insensitivo a la fase. Por eso, sélo estamos intesesados en el
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espectro de amplitud de frecuencia, constituido por los valores absolutos de las

muestras complejas.

espectrofonema = Abs[fourierFonema];

ListPlot [espectroFonema, PlotJoined->True];
1/90.9 1000000 /300

36.6703

]

250

Mﬂw N}kﬁM}'w

50 10

0 300

Grifica 5. Espectro de amplitud de frecuencias del fragmento de fonema,

Representamos (Gréafica 5) el segmento de voz en el dominio de la frecuencia,
también lamado el espectro de amplitud de frecuencias. Es una gréfica muy
distinta de la forma de onda. En ella, para cada frecuencia en el eje de las
abc.isas, se tiene un valor en el eje de las ordenadas que es en realidad la
intensidad con que dicha frecuencia contribuye a la forma de onda de la sefial

analizada. La importancia de la grifica espectral reside en el contenido de

informacion que comporta.
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El célculo de las unidades de la frecuencia en Hertz es el siguiente. Como el
intervalo de muestreo es 90.9 microsegundos, Ia resolucién en frecuencia es de
11000/300 = 36.6703 hertz. Esto quiere decir que el valor de cada muestra en el
dominio de la frecuencia es aproximadamente 36.7, distribuidas las 300 muestras

enun ancho de banda total de 11K hertz.

De la observacién directa del espectro, se puede concluir lo siguiente, relativo al

contenido de informacién de la seiial:

@ Muy cerca del origen, tambien llamada la banda de bajas frecuencias, hay una
fuerte contribucién en intensidades, concentrandose en torno de la muestra 25.
Luego, disminuyen las intensidades hasia acercarse a la muestra 3*%25 = 75,
en torno a la cual se encuentra nuevamente una fuerte contribucién. Esto se
repite en la muestra 9*25 = 225 y en Ja muestra 11*25 = 275. Desde 0 hasta
300, Hay 12 muiltiplos de 25, pero sélo cuatro de ellos contribuyen realmente a
la estructura del espectro. En torno a los miiltiplos restantes, las intensidades

de frecuencia son minimas, como la gréfica lo indica.

@ Como en la muestra 25 tenemos 25 x 36.7 = 917.5 hertz, entonces 917.5 se
denomina la frecuencia fundamental. Los doce miiltiplos de la frecuencia
fundamental que ya mencionamos son los doce armdénicos, de los cuales en las
vecinidades de cuatro de ellos se observa una contribucién. La estructura de la

sefial de voz queda determinada asi por estas componentes arménicas.

@ Observemos la simetria de la transformada discreta de Fourier. La amplitud de
la muestra en la posicién N - k debe coincidir con la de la posicién k (ya que

sus valores son complejos conjugados). La simetrfa ocurre a ambos lados del
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sexto armonico. Ademas, podemos apreciar comio intervienen las intensidades
de frecuencia: en el primero y onceavo arménico, se encuentran las maximas
intensidades. En el tercero y noveno, disminuyen un poco. En el resto, no es
apreciable. Hemos encontrado la relacion con la distribucién de 1a energia que

contiene la sefial ... en un segmento de fonemal

®© A ambos lados de cada arménico significativo, se observan numerosas y
complejas participaciones de frecuencias. Allf estd la informacion relativa al
timbre de la voz, ese registro unico que caracteriza a cada emisor de voz
humana. Si pudieramos descifrarlas, podriamos extraer conclusiones sobre el
emisor de la Scﬁal de voz, si es hombre o mujer, nifio o adulto, la regién

geogrifica que proviene y atin el estado de 4nimo!

¢ Comienza a sugerirse que las bandas de frecuencia con bajisimas intensidades
pueden ser eliminadas, sin que en nada alteren el contenido de informacién de
la sehal. Hemos encontrado el parén que puede modificar sustancialmente una
sefial de voz: eliminar o resaltar determinadas bandas de frecuencia en el

especiro de la sefial.

Precisamente, esto es lo que hacen los filtros. El filiro, en general, depura los
elementos de frecuencias que no requerimos, en el ancho de banda de la sefial. En
Auestro caso, estamos interesados en eliminar las frecuencias que no correspondan
a las vecindades de los arménicos de la frecuencia fundamental. Filtrar significa
colocar ceros en lugar de las pequefias intensidades de las frecuencias fuera de las
vecindades consideradad. Se produce asi el fenémeno de compresién, que

consiste en eliminar la redundancia en la sefial.
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Ejercicio

1. Se graba el fonema /m/. Se toman 250 muestras del fonema /m/ en la lista
 fonemaM. Haga el anilisis de Fourier de dicha lista. Calcule la transformada |
rapida de Fourier, el espectro de. frecuencias y el grifico de dicho espectro.
Enuncie cada una de las caracteristicas del espectro (frecuencia fundamental o

tono, arménicos y rangos de la frecuencia que no contribuyen al espectro.

2. Repita el esperimento con el fonema /a/.

Un Filtro digital para el fonema fo]

Vamos a disefiar un filtro digital, o sea, un modo de colocar ceros en cada una de
las posiciones de las frecuencias con pocas contribuciones, de la lista deseada. El
disefio de un filtro se reduce a algo de 1gica y de al gebra. También, a un poco de

programacién.

* Supongamos que, en general, «lista» es una lista a 1a cual queremos removerle los
elementos comprendidos entre las posiciones n < m, y colocar en su lugar m-n +

1 ceros. La funcién que nos interesa definir la llamaremos filtro [ lista,n, m].

Por una parte, Dropllista,{n,m}] remueve todos los elementos de la lista
comprendidos entre n y m. Obtenemos la nueva lista «filtrados». Por otra parte,
Table [0, {i,m-n+ 1} ] produce una listade m - n + 1 ceros, que se llama la
lista «ceros». Se trata de insertar la lista «ceros» en la lista «filtrados». Con
Module, encapsulamos el programa, para que luego no haya confusién posible

con algunas variables que tengan el mismo nombre.
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El programa es

filtro[lista List,n_,m_]:=
Module[{filtrado},
filtrado = Dropl[lista, {n,m}];
ceros = Table[0, {i,m-n+l1l}];
Flatten[Insert[filtrado, ceros,n].
]

¢Cual es la lista que debemos filtrar? No puede ser «espectroFonema», pues esta
no es la transformada discreta de Fourier de la lista «fonema» sino la lista de sus
valores absolutos. La lista que debe filtrarse es «fourierFonema». Tenemos aqui
un problema tedrico que resolver: Aunque esta lista estd constituida por valores
complejos, su transformada discreta inversa tiene que ser de valores reales. Pero
si le modificamos algunos valores complejos colocando ceros, ya no podemos

garantizar que la forma de onda que le corresponda sea de valores reales.

La regla de oro la provee la simetrfa de la transformada discreta de Fourier.
Siempre que se modifique la posicidn N - k, debe modificarse la posicién k con el
conjugado del valor modificado. O sea que si filtramos la posicién N - k
colocando un cero, en la posicién k debemos colocar tambien un cero. As'i,

garantizaremos que la forma de onda original esté constituida de valores reales.

Pasemos ahora a filtrar la lista fourierFonema. Fijémonos directamente en el

espectro de frecuencias y sefialemos, elemento a elemento, aquellos intervalos de
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frecuencia donde la intensidad es muy baja. Como ilustracién, hemos
seleccionado los siguientes intervalos: [ 20, 35 ], [ 65,851 y [ 115, 130]. Veamos
como garantizar la regla de la simetria de la TDF. Calculando N - k = 300 - k, los
otros tres intervalos que deben ser filtrados son necesariamente [ 170,185], [
215,235], [ 265,280]. En total, vamos a extraer 106 elementos y , a cambio,
colocaremos 106 ceros. Paso a paso, como si fuera un filtrado manual, aplicamos

la funcién filtro [lista,n,m ] seis veces consecutivas, y a la lista final la llamamos

«espectroFiltrado»

pasol = filtro[fourierFonema, 35,65];
paso2 = filtro[pasol, 90,210];
paso3 = filtro[paso2,235,265];

espectroFiltrado = paso3;
La lista espectroFiltrado posee 300 valores complejos de los cuales hay 106 ceros
insertados. Veamos nuestra nueva grifica de «espectroFiltrado», con las tres

" bandas de frecuencias de amplitudes nulas

LiStPlot[Abs[espectroFiltrado],PlotJoined—>True];
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Griifica 6. Espectro filtrado. Se han eliminado el 61% dc las mucstras

Aparentemente (Grifica 6), hemos producido una severa modificacién en la
estructura del segmento de seiial, eliminando 183 muestras (61% del total de las
muestras). ;Que forma de onda le corresponde a este nuevo espectro? Para
deécifrarlo, hacemos el proceso inverso, que consiste en convertir los espectros en
formas de ondas, mediante la transformada inversa de Fourier. Verificamos que

no haya ninguna muestra compleja en la nueva forma de onda

MemberQ[fonemaNuevo, Complex]
False
fonemaNuevo = InverseFourier[fourierFonema];

ListPlot [Chop[fonemaNuevo], PlotJcined->True];

La forma de onda de «fonemaNuevo» es muy parecida a la de «fonemaO». El

- andlisis espectral nos ha permitido descifrar el problema planteado sobre los

patrones de modificacién de la sefial.

El proceso que hemos realizado, visto en su conjunto, ha sido la captura de una

sefial, su conversi6n en objeto sonoro, el estudio de su forma de onda y espectro
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de frecuencias, la modificacién de sus componentes espectrales y su reconversién

como forma de onda inicial. Este proceso general es lo que se denomina

procesamienio digital de la seial. Aunque hemos estudiado un segmento de voz,

. el proceso anterior ocurre con toda sefial que pueda ser muestreada, incluidas
entre ellas los ruidos, cualquier tipo de sonidos y también, por supuesto, Ias '
[

sefiales visuales, asi como las imégenes digitalizadas.




Estudios de voz humana. Pdgina 36
Capitulo IV

Elecoy la reverberacion
Vamos a culminar nuestro estudio analizando un fenémeno fisico denominado
eco. Como todos sabemos por experiencia, el eco es de facil percepcién. Menos
conocido es el hecho que el eco también tiene una simple representacién en un

modelo matemdtico, siempre que la seiial correspondiente esté digitalizada.

Supongamos que x [nL] representa una sefial de voz, con intervalo de muestreo L.
Cuando hayan transcurﬁdb p microsegundos, tendremos la sefial desplazada
x[(n-p)L]. Si la debilitamos en un factor 0 < A < 1, obtenemos la sefial Ax[(n-p)L].
Al superponeria con la sefial inicial, se dice que se ha introducido un eco, cuyo

modelo matemaitico es:
eco[nL] := x[nL} + A x[(n-p)L].

Si reiteramos . el proceso varias veces, obtenemos lo que se denomina una

reverberacion.

Para reproducir el eco de una sefial de voz capturada en el computador, tenemos
un doble problema: el primero es de tipo técnico, pues la percepcién del
fenémeno requiere de pardmetros que cubran ciertos mirgenes que garanticen la
audicién. Asi por ejemplo, en comunicaciéﬁ telefonica, el eco entorpece la
conversacion si el desplazamiento p es mayor que 50 milisegundés. En cambio, si
es menor, el oido es insensitivo al eco. Por ello, nosotros tenemos que garantizar,

digamos, unos 100 milisegundos para que se perciba el eco. Esto corresponde
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aproximadamente a p = 1000 muestras. Tenemos entonces: L = 909

microsegundos, p = 1000 muestras y el factor A =0.5.

El otro problema de de indole sintdctica. Para sumar dos listas finitas, elemento a
elemento, ellas deben tener el mismo tamario. Sj desplazamos una lista finita p
posiciones, tendriamos que llenarla con p ceros desde el inicio, para mantener el
tamano de la lista desplazada. Simultaneamente, habria que colocar p ceros al

final de la lista original, para que ambas puedan superponerse.

Ejemplo. Vamos a desplazar la lista = {a,b,c,d,,e,f} cinco unidades. Construimos
las dos listas, original = (a,b,c,de,f0,0,0,0} y desplazada = [0,0,0,0,a,b,c,d;e,f} :

. Asi, ambas podemos superponerlas,

La operacién matemdtica que haremos con la lista «hola» es la siguiente:
construimos la lista «ceros» que tiene 1000 ceros. Insertamos los 1000 ceros al
inicio de «hola», que es la lista «retrasada». Insertamos 1000 ceros al final de
«hola», que es la lista «original». Ambas tienen 5760 elementos, por lo que

podemos superponer «original» con 0.5 veces «retrasada». La lista resultante se

llama «eco».

Las instrucciones estin encapsuladas con Module, como variables locales, para
que podamos utilizar los mismos nombres en cualquier contexto, sin confusién (la

tnica variable global es «eco»)

eco = Module[{ceros,retrasada,original},
ceros = Table[O0, {i,1000}];

retrasada = Flatten[Insert[hola,ceros,l]];
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original= Flatten[Insert[hola, ceros,Length[holal+1]];
original + 0.5 retrasada]:

Length[eco]

5760

ListPlay{eco];

Grifica 7. Voz con eco.

Como habiamos anunciado (Gréafica 7), se escucha el eco...«<hoholalas...

Ejercicio

1. En la sefial de voz anterior, introduzca el eco experimentando un retraso con

los siguientes pardmetros: p = 500, p = 1500, p = 2000.

2. Disminuya y aumente la intensidad de la sefial retrasada con cuatro alternativas:

A=0.3,07,1, 1.5 (hacemos A > 1 a ver que pasa).

3. Grabe el fragmento de voz «amigo». Calcule la lohgitud de la lista
correspondiente. Afiddale eco. Experimente varias posibilidades para los

pardmetros p y A.



8. PROBLEMAS DE PROGRAMACION Y ESPECIALES.

8.1. INTRODUCCION: Sin lugar a dudas este es el capitulo que contiene !
los ejercicios mds complejos de este libro. Hemos espigado de la revista
Mathematica- Jourmal seccibn In/Out los ejercicios mds Interesantes que hemos
encontrado para mostrar a los lectores de esta obra, por un lado los progresos que
a nivel mundial se estdn llevando a cabo en Mathematica,

y por otro poner a la disposicién de los lectores las muy sofisticadas soluciones a
problemas de caracter general en e! ambiente Mathematica. Es importante
resaltar que la gran mayoria de los problemas aqui desarrollados son resultados.
nuestros o desarrollados por nuestros colaboradores.

8;2. Problemas:

8.2.1.
4 Mandelbrot = .
Compile[{{c,_Complex},{m,_Integer}},
Module[{z = I, n = 0},
z = 0;
While[Abs[z] < 2 && n< m,
z = z*2 + ¢;
n++]:;
n]l;

B DensityPlot[-Mandelbrot[ x + I y,10],
{x,-2,1},{y,~1.5,1.5},PlotPoints ->200,

Mesh ->False];
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8.2.2. En Algebra Modema tuvimos ocasién de conocer el teorema de Wilson que

afirma: "...para p primo, (p-1)!=-1 (mod p). Lo anterior nos indica que el

teorema de Wilson caracteriza a los primos; esto es, n ¢s primo si y solo st (n-
1)!=-1 (modn).

e AL Y . i Yao M e. T TR W SR T e

- X

H

"La teorfa de nimeros en Mathematica es bastante completa y precisa,
Construyamos con las funciones Mod y Factorial la funcién Mod[a, n]

AT arjc i

que devuelve el valor de a modulo n.

Por ejemplo:

H  Mod[100!, 101] Mod[90!, 91]
100 0

P

o

se puede probar por esta via que 499 y 317 son primos?.

RS NS, N )




SOLUCION :

Para probar que 499 y 317 son mimeros primos usando €l teorema de Wilson,
calculamos la funcion Mod([(n-1)!,n], si el resultado es n-1 entonces el nimero
considerado es primo, la razon es que (n-1) es igual a -7 mod n. En efecto,

ejecutemos la funcion Mod, para los ndmeros propuestos.

&  Mod[498!, 499] Mod[316!, 317]

498 316

8.2.3. Otro importante resultado del’ Algebra Modema es el pequefio teorema de
Fermat que afirma "...que a(P-1) = I (mod p) cuando a no es divisible por p".
Por ejemplo:

E  Mod [2+100, 101] Mod[3+316, 317}
1 1

Cuando calculamos potencia en Algebra Modular, es mas conveniente usar en
Mathematica la funcién PowerMod que ¢s mucho més eficiente que Mod [a, n].

El comando PowerMod[a, b, n] devuelve gb{mod 1) siendo vélida atin para b

negativo.

8.2.4. Qué interpretacién tienen en un grupo multiplicativo (Z1g001, *)
PowerMod[5883, -1, 10001]?
17

SOLUCION:




La interpretacion es la de inverso multiplicativo en el

grupo 210001 -

8.2.4. Si estamos en el grupo multiplicativo (Z47,*) usar: PowerMod[a, b, n]

para encontrar-el inverso multiplicativo de 29, 31 y 43.

SOLUCION:

Los imversos mul.tiplicativos de 29, 31 y 43 se calculan

respectivamente asf:

PowerMod[29,-1,47]
13
E  PowerMod[31,-1,47]
44
| PowerMod[43,-1,47]
35
8.2.5. Existen tres funciones relevantes para establecer si un mimero es primo:
PrimeQ, Prime y FactorInteger. Aqui s6lo nos interesa hablar de

PrimeQ que sc usa en algunos ciclos y retorna valores 16gicos de True o False.

Por ejemplo:

= Prime[1000001] Prime{10°100+1]

False False



Encontrar un programa en MATHEMATICA que encuentre el primer primo

mayor que un niimero natural n dado.
SOLUCION:

Construimos la funcién:

2 FirstPrimeAbove[n_]:=Block[{k}, k=n;

‘While[!PrimeQ[k], k=k+1];
Return(k]]:;

Por ejemplo:

El FirstPrimeAbove [2 3 4 4 3 6]
2 34 457

H PirstPrime Above{10730]

1000000000000000000000000000057

8.2.6. Podemos utilizar las funciones FirstPrimeAbove, PowerMod para
desarrollar criptosistemas de clave piblica. La manera como se trabaja es la
siguiente: Supongamos que un usuario llamado Gabriel, genera dos primos
grandes p y q los cuales guarda en secreto y un exponente e < p*q =m, tanto e

como n los hace piiblicos (es decir, pueden aparecer en un directorio tal como el

. I R




caso de los teléfonos). Suponzamos que otra persona llamada Ana Maria desea
enviar un mensaje m el cual codifica como m”e (Mod n) y lo envia por un canal

qﬁe es puiblico. '

Gabriel puede decodificar ¢l mensaje elevando

eA(-1)Mod((p - 1)(q - 1)].

Veamos un ejemplo:

Il p = FirstPrimeAbove[12400123056421444]
12400123056421481

B q = FirstPrimeAbove[24760095346677660]
24760095346677671

H n=pgq
1307028229187532010914295627450751

EH e=exponent=230959
230959

= GCD[exponent, (p-1) (g-1)]
‘ 1

Supongamos que Ana Maria desea enviar el siguiente mensaje a

Gabriel;

E mensajel = 296776666357357111357
296776666357357111357

El cual codifica usando la funcién PowerMod asi:

&= mencod=PowerMod [mensajel, exponent, n]
267376203541075691600716691173238



Para Gabriel decodificar necesita usar la funcién inversa d. Para ello, usamos de

nuevo PowerMod que como bien sabemos, puede ser usada con exponente -1.

E 4 = powerMod[exponent, -1, (p-1)(q-1)].

189254689569503632434757701777439

Para Gabriel obtener el mensaje original requiere utilizar de nuevo la funcién

PowerMod de la siguiente manera:

Q, PowerMod [mencod, d, n]

296776666357357111357
8.2.7. Desarrollar un programa en Mathematica que transforme una lista nimerica

€n un numero.

SOLUCION :

= listaAnumero[lista__]:= Module|
{ cadena = ToString{ lista[[1]] ]}, i},
For[i = 2, i <= Length([lista], i++,
cadena = cadena <> ToString[ lista{([i]] 1:
1:
‘ToExpression[cadena]

]




8.2.8. Usar el comando ToCharactexrCode para pasar a cédigec ASCH Ia
cadena de caracteres "FidelBarboza" , después use el programa del problema

159a, para pasar de lista a ndmero.

SOLUCION:

E  cl=ToCharacterCode["FidelBarboza"]

{70, 105, 100, 101, 108, 66, 97, 114, 98, 111,
122,97}

Ya tenemos una lista nimerica,ahora usemos el programa del problema 159a, para

convertiria en un nimero.

c2=listaAnumero[cl]

7010510010110866971149811112297

8.2.9. Desarrollar un programa en Mathematica que convierta una cadena de

nimeros (un numero de varias cifras) en unalista con dichos nuineros

SOLUCION:

H numeroAlista[numerc ]:= Modulel[
{ cadena = ToString[numero}, lista = {},
cadenita, long }, |
While[ Stringlength{cadena] > 3,
If[StringTake[cadena,l] = "1",
cadenita = StringTake[cadena, 3],

cadenita = StringTake[cadena, 2)



1z .
long = Stringlengthfcadenital;

cadena = StringDrop[cadena, long]:

AppendTo[lista, ToExpression{cadenital];

1
AppendTo[lista, ToExpression[cadena]]

]

8.2.10. Usar el programa anterior para pasar €l nimero del resultado de ¢2, en

una lista niimerica.

SOLUCION:

2 c3=numeroAlistal[c2]

{70, 105, 100, 101, 108, 66, 97, 114, 98, 111,
122, 97}

8.2.11.Use el comando FromCharacterCode, para recuperar la cadena de

caracteres inicialmente propuesta.

SOLUCION:

EH FromCharacterCode [c3]

FidelBarboza
8.2.12. Supongamos que Kemel George deseoso de conocer nuestros progresos
en MATHEMATICA y Criptografia , envia desde ciudad de México el mensaje:

" SaludosMAT" utilizando el criptosistema RSA, por intermedio de un canal

eyt




publico. Por teléfono le comunicamos que estabamos utilizando: Exponent =
230959 y

1= 3070282291875320109142956274450751.

Mostrar todo el proceso seguido desde la encriptacién por Kemel hasta su

decodificacion por el grupoMAT.

SOLUCION:

Para entender la totalidad del proceso seguido dividamos el problema varias
etapas. .
a)Utilizamos el comando -ToCharacterCode para pasar la cadena de
caracteres del mensajea una lista numén'ca
H  listO=ToCharacterCode["saludosMAT"]

(115,97,108, 117, 100, 111, 115, 77, 65, 84}
b)Convertimos la lista numérica en en un nimero entero, usando el programa que

pasa de lista a nimero.

EElistaAnumero[list;__]:= Module [
{ cadena = ToString[ lista[[1]] ], i},
For{i = 2, i <= Length[lista], i++,
cadena = cadena <> ToString[ lista[([i]] 1:
1:
ToExpression[cadena]

1
EH mensaje=listaAnumero[list0]

11597108117100111115776584
c)Ahora procedemos a encriptar en c¢édigo RSA, para ello usamos el comando
PowerMod y los valores: e,np,qum . Llamemos code al correspondiente

resultado.



H p = FirstPrimeAbove[12400123056421444]

12400123056421481

E g = FirstPrimeAbove[24760095346677660]

24760095346677671

E n=pgqg
307028229187532010914295627450751
= exponent=230959
230959

B code=PowerMod [mensaje,I exponent, n]
192607316719771699021807053071634

Es importante resaltar que code es el mensaje encriptado en RSA

que recibimos de Kemel.

d)Ahora Procedemos a decodificar el mensaje,para ello es necesario decode. Esto

implica obtener previamente el producto (p-1)*(q-1)

H  t=(p-1)*(g-1)
307028229187531973754077224351600
= .decode=PowerMod[exponent_, -1, t]
189254689569503632434757701777439
_ e)De nuevo usamos el comando PowerMod
Numero=PowerMod[code, decode, n]

11587108117100111115776584



f)Ahora pasamos de mimero a lista numérica, usando el programa

correspondiente.
& numeroAlista[numerq_]:= Module[
{ cadena = ToString[numero], lista = {}, cadenita,

long },
While] StringLength[cadena] > 3,
If[StringTake[cadena,l] == "1,
cadenita = StringTake [cadena, 3],
cadenita = StringTake[cadena, 2]
|
long = Stringlength[cadenita];
cadena = StringDrop[cadena,long];
AppendTo[lista,ToExpression[cadenita]]:
1:
Appende[lista,ToExpression[cadena]]

]
8 lista1=numeroAlista[numero]

{115, 97, 108, 117, 100, 111, 115, 77, 65, 84}

g)Usando el comando FromCharacterCode, pasamos la lista numérica a cadena
de caracteres
El. FromCharacterCode[listal]

saludosMAT

Que era lo que se querfa encontrar.



8.2.13. La expresién n2+40 veces n+4I1 da como resultado un nimeros primos

para n<40.

Desarrollar un programa en Mathematica para encontrar todos los primos que esta
fébrmula genera y ia posicion que dichos primos ocupan para valores de n

comprendidos entre 42 <n<2000.

H  primosf]:= (
sol ={}; .
For[ i = 43, i< 2000, i++,
num = i*2 + 40 i + 41;
If[ PrimeQ[num], AppendTo[sol, {i, num}] ]

{136, 23977}, {146, 27197}, {150, 28541},
{154, 29917}, (174, 37277}, {184, 41257},

{210, 52541}, (216, 55337}, {220, 57241},

(230, 62141}, {234, 64157), (244, 69337},
(254, 74717}, {260, 78041}, {274, 86077},
{276, 87257}, {296, 99497}, {310, 108541},

!
1
sol
)
H  primos]]
{156, 5417}, {70, 7741}, (84, 10457}, {94, 12637},
. {104, 15017}, {114, 17597}, (134, 23357},
(324, 117977}, {344, 132137), {346, 133597}, 5

¥
*l




{350,
{386,
{454:
{526,
{566,
(610,
{644,
{706,
{744,
{7886,
{840,
{884,
{920,
(954,
{1004,
{1046,
{1084,
{1136,
{1206,
{1246,
{1294,
{1326,

{1350,

136541},
164477},
224317},
297757},
343037y},
396541},
440537},
526717},
583337},
049277},

739241},

816857},

883241},

948317},

1048217},
1135997},
1218457},
1335977},
1502717},
1602397},
1726237},
1811357},

1876541},

{364,
{400,
{456,
{540,
{580,
{626,
{660,
{714,
{764,
{800,
{850,
{890,

{930,

147097},
176041},
226217},
313241},
359641},
416957},
462041},
538397},
614297},
672041},
756541},
827741},

802141},

{374,
{440,
{510,
{560,
{596,
{630,
{664,
{720,
{776,
{826,
{856,
{810,

(%40,

154877},
211241},
280541},
336041},
379057},
422141},
467497},

547241},

633257},

715357},
767017},
864541},

921241},

{286, 1011677}, {990, 1019741},

{1016,
{1060,
{1094,
{1140,
{1220,
{1280,
{1296,
{1336,

{1360,

1072937},
1166041},
1240637},
1345241},
1537241},
1689641},
17314397},
1838377},

1904041},

{1044,
{1070,
{1108,
{1170,
{1224,
{1290,
{1310,
(1340,

{1366,

1131737},
1187741},
1267517},
1415741},
1547177},
1715741},
1768541},
1849241},

1920637},



{1374, 1842877}, (1386, 1976477}, {14i0, 2044541},
{1420, 2073241}, {1424, 2084777}, {1434, 2113757},
{1464, 2201897}, {1486, 2267677}, {1490, 2279741}; 
{1514, 2352797}, {1526, 2389757}, {1534; 2414557},
{1556, 2483417}, {1560, 2496041}, (1564, 2508687},
{1604, 2637017},-{1634,‘2735357}, {1654, 2801917},

{1666, 2842237}, {1676, 28760357}, {168d, 2889041},

{1690, 2923741}, {1694, 2937437}, {1700, 2558041},
{1714, 3006397}, {1716, 3013337}, {1724, 3041177},

{1730, 3062141}, {1736, 3083177}, {1744, 3111337},

{1750, 3132541}, {1770, 3203741}, {1780, 323%04l},
{1784, 3254057}, {1794, 3290237}, {1800, 3312041},
{1806, 3333917}, {1814, 3363197}, {1826, 3407357},
{1830, 3422141}, {1834, 3436957}, {1854, 3511517},
41870,'3571741}, {1896, 3670697}, {1904,‘3701417},
{1906, 3709117}, {1910, 3724541}, ({1920, 3763241},
{1934, 3817757}, {1954, 3896317}, {1956, 3904217},
{1974, 3975677}, {1976, 3983657}, {1990, 4039741},

{1996, 4063897}}

Graficos
8.2.13. World Plot
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Es posible hacer mapamundls mapas de continentes mediante el paguete
WO[‘ldPlOt ", PR TR 'I

£, S
El paquete grifico de WorldPlot es uno de los mis flexibles y poderosos. La
funcién grifica viene en el modelo estindar de Mathemé4tica. ~La idea a
desarrollar consiste en modificar el despliegue de un gréfico a partir de las
primitivas de la superficie grdfica (lineas, puntos, poligonos) y de una gran
variedad de opcion?s. _ - e

La ejecucién de un objeto de WorldGraphics es conceptualmente simple pero el
nimero de célculos implican un intenso desarrollo de tareas en memoria y
consumo de una gran cantidad de tiempo. ' _" oy

i
+

E <<Miscellaneous'WorldPlot®
s f

E WorldPlot[{World, RandomColors}, " '

WorldProyection->Orthographic,
WorldRange->{{-90,90}, {-90,90}},
WorldRotateRange-~>True,
WorldRotation->{-30,5, 60},

L WorldBackgroundr>Hue[ 5]]

~-WorldGraphics-

 —————————————



B WorldPlot[{SouthAmerica, RandomColors},
WorldProjection->Albers[20, 160],
WorldBackground->Hue[0.6}],
WorldGrid->None];

E Worldplot[{SouthAmerica, RandomGrays
}:




&  WorldPlot{{Woxld, RandomColors}]:;

= funcioncolor[pais_}:=
Switch[pais,
"Colombia", Hue[0.5],
"Venezuela', Hue[0.8),
_r GrayLevel [Random[]]];
= WorldPlot [ {SouthAmerica, funcioncolor}];



8.2.14. Gréficas y disefio

Transparencia

¢Hay alguna forma de desplegar objetos parcialmente transparentes?

SOLUCION

Podremos desplegar un objeto encerrado dentro de los limites de una esfera de tal
manera que permanezca visible.

Siendo que Mathematica presenta las gréficas en formato PostScript, todos los
objetos PostScript son totalmente opacos y no hay forma de obtener una forma
parcialmente transparente.

Sin embargo, es posible simular la transparencia mediante capas de objetos en 3D
sobre cada salida de la representacién normal. :

La siguiente representacién nos debe servir principalmente para observar
cuidadosamente la aplicacién de algunas de las posibilidades que nos ofrece los
argumentos de'las funciones Graphics Plot. He aqui un ejemplo:




SetOptions|[ Graphics3D,
PlotRange->{{-1,2},{-1,1},{-1,1}},
Boxed->False

];

sph=First[ ParametricPlot3D][
{Sin{t] Sin[p], Sin{t] Cos[p],Cos[t]},
{t,0,Pi}, {p,0,2Pi},
DisplayFunction->Identity
]
1:

cbl=Graphics3D|[ {EdgeFormf], sph}]:

ob2=Graphics3D[{
GrayLevel [0. 3],
Thickness[0.005],
PointSize{.05], Point[{0,0,0}],
Line{ {{0,0,0},{1,0,0}}],
Thickness{0.01],
GrayLevel [0],
Line{ {{1,0,0},{2,0,0}}]
1

Show [Graphics[{
Rectangle[ {0,0},{1,1}, obl]},
Rectangle[ {0,0},{1,1}, ob2]
}]

|



8215 FUNCIONES DE COLOR

(Qué opciones existen en ContourPlot?

SOLUCION
He aqui un par de ejemplos sobre las opciones de contormo:

E ContourPlot[ Sin[a b], {a,1,2}, {(b,2,3}-,
AxesLabel->{"a&","b"}, ColorFunction->Hue,
Ticks->{{1, 1.5, 2}, {2, 2.5, 3}}]):

~

o ekl et

it 2

|




| Opciones por defecto de ContourPlot:

E Options[ContourPlot, Frame]
{Frame —-> True}

Cuando el Frame (marco) de la opcién estd puesto, el marco se dibuja sobre las
marcas del Ticks y los nombres de los ejes(AxesLavel).

E ContourPlot[ Sin[a b}, {a,1l,2}, {b, 2, 33},
AxesLabel->{"a", "b"}, ColorFunction->Hue,
Ticks~->{{1, 1.5, 2}, {2, 2.5,3}},
Frame—->False,

Axes->True];
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8.2.16 GENERACION DE FUNCIONES -

Sumas infinitas de polinomios ortogonales surgen en nuUmMErosos contextos
diferentes. Particularmente las sumas que implican polinomios de Legendre salen
de teoria del potencial cada vez que uno expande el potencial de Coulomb en
coordenadas polares. En efecto, la expansion para el potencial de Coulomb es
relativa a la generacién de una funcién para los polinomios de Legendre Py(x):

(1-2px+p? V2= D plB(x), pl<1
=0

E LegendreGF[r ,x ]:=(1- 2 x r + r*2)~(-1/2)

La expansion de las series de LegendreGF confirma que los primeros coeficientes
son realmente los polinomios de Legendre:

EH LegendreGF[r,x]+0[r]*3
2 2




Considerar la evaluacién de las siguientes dos sumas:

) ] 1
! Ph(x)

SOLUCION

La generacién de la funcién se puede usar para calcular en forma aproximada
tales expresiones. Uno puede formalmente introducir funciones racionales de 1
bajo la sumatoria por la diferenciacién o integracion con respecto a p (la
operacién de diferenciacién témino a término de una serie se Justifica si el
resultado de la serie converge uniformemente). El operador

= 'lnumerador[expr_, n_J]:=r D[expr,r]+ n expr //Factor

transforma r*l en (I+n)

o= lnumerador[r*l,n]
1
(L + n) r

mientras la definicién para la integracién

H 1ldenominador [expr_,n ]:= .
Integrate[r* (n-1) expr, {r,0, 1}1/x*n / -.0*_->0
E ldenominador[rz~l , 1]
1
r



La regla 07> O se introdujo para simplificar de otra manera las expresiones
indeterminadas que puedan surgir.  Las anteriores operaciones pueden

componerse:

B  1lnumerador[ldenominador [x~1,m],n]

Ahora la evaluacién de las dos sumatorias es inmediata. Primero, tomar n=1/2:

2 -2 lnumerador[r”l, 1/2]
. 1
(1L + 2 1) © -

La primera suma se reduce a:

£ 2 lnumerador[LegendreGF[r, x], 1/2]

\ 2 3/2
(L + r -2 r X)

Comparativamente,

E 1ldenominador[r*l, 2]

O de=ldenominador[LegendreGF[r, X], 2]
2
(-1 + Sgrt[l + r - 2 r x] - x Logll - x] +
2 2
x Loglr - x + Sqrt[l + r - 2 ¢ x11) / «

f

e




lo anterior puede verificarse por series de expansién:

E deno = de + O[r]~4 //Simplify
' 2 2 3
1 X r (-1 + 3 x )r -3 x X 3 4
R e + (---- + -=)r + O[r]
2 3 8 10 2

[ denomi = deno - Sum[r*l/(1+2) LegendreP[1, x],
{1,0,3}]
4
Ofr]

8.2.17. INTERPOLACION LINEAL

¢Cudl es la manera mds eficiente de hacer interpolacién lineal en Mathematica?
SOLUCION

La funcién de interpolacién

E  ?Interpolation _
Interpolation[data] constructs an
InterpolatingFunction object which represents an
approximate function that interpolates the data.
The data can have the forms {{x1, f1}, {x2, f2},
...} or {f1, £2, ...}, where in the second case,
the xi are taken to have values 1, 2; e

hace por defecto interpolacién ciibica:

E Options[Interpolation]
{InterpolationOrder -> 3}

Sin embargo, podemos hacer interpolacién estableciendo un cambio en
InterpolationQOrder:



Ed ?InterpolationOrder
InterpolationOrder is an option to Interpolation that
specifies the order of the fitting polynomial.

Cosiderar la serie de datos:

E datos=Table[{x, Sin[x]+Random[]/5}, ({x,0,2,0.4}]
{{0, 0.00792566), {0.4, 0.443772}, {0.8, 0.786743},
{1.2, 1.07056}, {1.6, 1.13313}, {2., 1.01841}}

Se puede desarrollar la interpolacién lineal usando:

E datosentr=Interpolationdatos,
InterpolationOrder->1];

La grifica interpola los datos a lo largo de toda la serie de sus propios datos:

E Plot[datosentr[x], {x,0,2}, PlotRange->Aall,
Epilog—->
 ListPlot[datos, PlotStyle->PointSize[0.01],
DisplayFunction->Identity] [[1]] 1:

e s L S e T g e ey

El uso de la opcién DisplayFunction suprime la salida de ListPlot, y Epilog
combina ListPlot con Plot de la funcién de interpolacién.




lo anterior puede verificarse por series de expansién:

E deno = de + O[r]*4 //Simplify

2 2 3
1 X r (-1 + 3 x }r -3 X x 3 4
R T T S + (==== + =-=)r + O[r]
2 3 8 10 2
I denomi = deno -~ Sum[r*l/(1+2) LegendreP[1, %],
{1,0,3}]
4
O[r]

8.2.17. INTERPOLACION LINEAL
¢Cudl es la manera mis eficiente de hacer interpolacién lineal en Mathematica?

SOLUCION

La funcién de interpolacién

E ?Interpolation

Interpolation[data] constructs an
InterpolatingFunction object which represents an
approximate function that interpolates the data.
The data can have the forms {{x1, f£1}, {x2, £2),
...} or {f1l, £2, ...}, where in the second case,
the xi are taken to have values l, 2, ....

hace por defecto interpolacidn cibicas:

EH Options[Interpolation]
{InterpolationOrder -> 3}

Sin embargo, podemos hacer interpolacién estableciendo un cambio
InterpolationOrder:



EH ?InterpolationOrder
InterpolationOrder is an option to Interpolatlon that
specifies the order of the fitting polynomial.

Cosiderar la serie de datos:

E datos=Table[{x, Sin[x]+Random[]/5}, {x,0,2,0.4}]
{{0, 0.00792566}, {0.4, 0.443772}, {0.8, 0.786743},
{1.2, 1.07056}, {1.6, 1.13313}, {2., 1.01841}}

Se puede desarrollar la interpolacién lineal usando:

H datosentr=Interpclation[datos,
InterpolationOrder->1];

La gréfica interpola los datos a lo largo de toda la serie de sus propios datos:

2 Plot[datosentr{x], {x,0,2}, PlotRange->All,
Epilog—->
ListPlot[datos, PlotStyle->PointSize[0.01],
DisplayFunction->Identity] ([1]] 1

El uso de la opcién DisplayFunction suprime la salida de ListPlot, y Epilog
combina ListPlot con Plot de 1a funcién de interpolacion.

b,
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Cos[2 Pi (-1 + x)] - Cosh{2 Pi]

Pero, en la expancién utilizando funciones trigonométricas,
" B Expand[exprsioncompl, Trig->True]//ExpandAll
Pi Sinh([2 P1i]

— (- ———— = )
Cos[2 Pi x] - Cosh[2 Pi]

los resultados son explicitamente reales de forma aproximada a’ flx). La
periodicidad esperada es evidente mediante el término Cos[2Pix].

8.2.20. INTEGRAL DE CHEBYSHEV
Calcular la integral

1 ,
(X )= J_l(l— 2 V20 (1 )e™ dt

done U,(t) es ¢l polinomio de Chebyshev de la segunda clase.
SOLUCION

Entrando la expresién gencral:
H uln ][x_J:=uln]{x]=
Integrate[ (1-t*2)~(1/2)

ChebyshevU[n,t] Exp[I x t},
{t,~1,1}]1//PowerExpand

y desactivando con SeriesData el mensaje de advertencia:

o= Off[Se;iesData: :csal

se descubre que Mathematica no puede hacer directamente la integral




E u[n] [x]

I t x 2
Integrate(E Sqrt[l - t ] ChebyshevU[n, t],
{tr _1r 1}]

No obstante, los resultados para n=0 y n=7 son muy simples:

2 uf0)[x]

Pi BesselJ[l, x])
X

B ull][x]

El resultado para n=2 es un poco m4s complicado:
2 I Pi BesselJd[2, x]

e ———  ————— e it A n A

B u[2] [x]
(Pi (-(x BesselJ[l, x]) + 4 Besseld{[2, x] -

) 2
4 x BesselJd[3, x])) / x

La relacién recurrente
2n
J,,_lfx)+.ln+](x)=7.]n{z)

H recurrencialn_]:=BesselJ[n,z_]->
z/ (2 n) (BesselJ{n-1,z]+BesselJ[n+l,z])

muuestra la simplicacién para lo casos n=2 y n=3:

H u[2][x]/.recurrencia[2]//Simplify
-3 Pi BesselJ[3, x]




Pero, en la expancién utilizando funciones trigonométricas,
El Expand[exprsioncompl, Trig->True] / /BExpandall
Pi Sinh([2 P1i]

B )
Cos[2 Pi x] - Cosh{2 Pi]

los resultados son explicitamente reales de forma aproximada a f{x). La
periodicidad esperada es evidente mediante el término Cos{2Pix].

- 8.220. INTEGRAL DE CHEBYSHEV

Calcular la integral
Il 2 1/2; ixt
up(x )= _l(lut JEU (t )e™Mde

done Uj(t) es el polinomio de Chebyshev de la segunda clase.
SOLUCION

Entrando la expresion general:
E uln_)Ix ]l:=u[n][x]=
Integrate[ (1-t*2)~(1/2)

ChebyshevU[n,t] Exp[I x t],
{t,~1,1}]//PowerExpand

y desactivando con SeriesData el mensaje de advertencia:

= Off[SeriesData::csa]

se descubre que Mathematica no puede hacer directamente Ia integral



E uln] [x]

It x 2
IntegratelE Sgrtf{l - t ] ChebyshevU{n, t],
{tr flr 1}i

No obstante, los resultados para n=0y n=17 son muy simples:

EH u[0][x]

Pi Besseld[1l, x]
.4

B ull)][x]

El resultado para n=2 es un poco més complicado:
2 I Pi BesselJd(2, x]

ple
H u[2]([x]
(P1 (- (x BesselJ[l, x]) + 4 BesselJ([2, x] -
. 2
4 x BesselJd[3, x1)) / %

" La relacién recurrente
2n
Jn-l(x)"' Jn+l(x)= _Z"Jn(z)

{2 recurrencial[n }:=BesselJ[n,z ]->
z/ (2 n) (BesselJ[{n-1,z]+Besseld[n+l, z])

muuestra la simplicaci6n para lo casos n=2 y n=3:

E ui{2][x]/.recurrencial[2]//Simplify
-3 Pi Besseld[3, x]




B u[3][x]/.recurrencial[3] //Simplify
-4 I Pi BesselJ[4, x]

Ahora supondremos un resultado general:
H gin ] [%_]:=X"n (nt+l) Pi BesselJ[n+l, x]/x

En otras palabras,

1 ; (n+1
I_l(l_tz JIIZUH([)eL\TId[___.l_._(.x_..)EJn_H(x)

Comprobando la suposicién para n=4 y n=5 usando la expansion de la serie,

8 uf4) [x]-g[4] [x]+O[x]~20//Normal
0

E u[5][x]-g[5] [x]+0[x] ~20//Normal
0

8.2.20. CHAOS GAME

El ChaosGame es un sistema funcional iterado introducido por Michael Bamley.
Es posible hacer animacién del sistema.

SOLUCION

Empiezamos por definir los vértices de un tridngulo equilétero en el plano:
H vertices={{0,0}, (1, 0}, {1/2, sqgrt[3]/2})}//N:

y un punto inicial aleatorio:

H comienzo=Table [Random([],

{Length[Transpose[vertices]]}]
{0.040806, 0.823105}

En cada paso, elige uno de los vértices aleatoriamente:



E muestravertex:=vertices[[Random[Integer,
{1, Length[vertices]}] 11}

y define el punto que sigue en la secuencia iterativa tomando el punto medio entre
esos dos puntos: '

E siguientelpunto_ ]:=(muestravertex +punto)/2;

Por ejemplo:

= siguiente[comienzo]
{0.020403, 0.411553}

Iterando esta operacién es sencillo hacerlo utilizando NestList:.

B Caos [n_, comienzo ] :=NestList[siguiente, comienzo,
n]

y obtenemos la siguiente secuencia de puntos:
B puntos=Caos[1000, comienzo}:;

para llavar a cavo las gréficas con las que luego se hard animacion:

2 marco= Table[ ListPlot[Take[puntos, i],
PlotRange->{{0,1), {0,Sqrt[3]/2}},
AspectRatio->Sqrt([3]1/2,
Axes—->False],

{i,400,1000,100}],

- El siguiente arreglo es la muestra del grupo de grificos con los que se puede hacer

animacién;

EH Show|[GraphicsArray[Partition[marco, 3]11]:




A ) -

- .’l,
] bl
Vit Ak f;’k“‘,

“y i - o LTINS .

B 4.\,“._(‘:"; 11 ,1:-,;‘&1_. _f'&,.._i&?l
) ) 2, i
LA e, Yy Fite i Sl
P SN SR, A B N T S -, £
R R L PR VA St Y '-&Q'C\f‘.:.- T
"‘. J 1-'5‘, ) "\.

:kci_ FALy —J&C‘_,

-ﬁ' .-'!'.‘- , f‘ 'ﬁ; f"*-
¥ Kogln L A aigh L LTy
;S ‘\ik Jesy gade o sy kR dush
ha W AL S oy 2 . A
wHARGALY A0S A O 8380 L4

8.221.PROBLEMA DE COLLATZ
SOLUCION

El problema de Collatz, conocido también como el problema 3x+1 se describe en
detalle en el libro Computational Recreations in Mathematica (Addison-Wesley,
1991). El paquete Examples*Collatz’ calcula las iteradas del mapa de Collatz,
X->x/2 six es par, (3x+1)/2 sixes impar, hasta alcanzar la iterada de uno de los
cuatro ciclos:

{1,2},

[“1 } ’ .

(-5,-7,-10}, y ' ’ _
{-17,-25,-37,-55,-82,—41,-61,-91,-136,-68,-34}

* Hemos utilizado una funcién compilada que calcula el nimero de iteraciones hasta
que se alcanza un ciclo, ddndole un valor inicial a x;:

E  <<Examples'Collatz:

Module[ {n=x, momento=0}, ‘
While[n!=1 g& n!=0 &g nl=-1 g¢
nl=-5 gg ni=-17,
n=If[EvenQ[n], Quotient [n, 2],
Quotient [3 n+1, 2]11:
momento+=1];

B Momentoalcance= Compile[{ {x, Integer}},



momento] ]
E Array[MomentoAlcance, {10}]
{0, 1, 5, 2, 4, 6, 11, 3, 13, 5}

H ListPlét [Table[{i, MomentoAlcance(i]},
{i,-500,500}), PlotRange—~>All]:;

Problemas de Programacion:

Los siguientes tres problemas, los hemos tomado del libro de Narncy Blackman,
nos han parecido muy interesantes y esperamos que para ustedes también lo sean:

8.2.22. Escribir un programa en Mathematica que dada una funci6n realice un
muestreo de la misma.

SOLUCION:

Tomemos por ejemplo la funcién Cos[x]. El siguiente programa nos permite
.muestrear dicha funcién.

1 test = Plot[Cos[x], {x,0,2Pi},
DisplayFunction —->Identity]:’
Show[Graphics[{Thickness[0.00l],
Map [




Line[{{#[[11],0}, #}]&,
Nest [First, test, 4]
]

1.
Axes —> Automatic

1;

8.2.23. Use grificas primitivas como puntos, discos, lineas y circulos para trazar
Ia escena de un pez nadando bajo el puente Golden Gate .

SOLUCION:

Creamos una serie de pequenos programas con los comandos Show y
Graphics que vayan creando cada uno de los objetos de las escenas.

Graphics{{ (*Golden Gate Bridge *)
Circle[{-2,1},1,{3 Pi/2, 2 Pi}],
Circle[{0, 1},1,(Pi, 2 Pi}],
Circle[{2, 1},1,{Pi, 3 Pi/2}],
Line[{{-2, 0}, {2, 0}}],
Line[{{-1, -0.5}, {-1, 11}1}],
Line[{{1, -0.5}, {1, 1}}]

\ E Show(

1,



Graphics|[ (* Water =*)
Table[Circle[{x, —~-0.5}, 0.1, {Pi, 2 Pi}],
{x, -2, 2, 0.2} - :

]I

Graphics[{ (* Fish ¥*)
Circle[{0, -1.2}, 0.4, {(Pi/6, 5 Pi/6}],
Circle[{O0, -0.8}, 0.4, (7 pi/6, 11 Pi/6}],
Point[{-0.2, -.85}1, :
Circle[{-0.3, -1}, 0.2, {-Pi/4, Pi/4}},
Linef({{0.35, -1}, {0.5, -0.85},

{0.5, -1.15}, {0.35, -1}}}

., |

AspectRatio -> Autcmatic,

PlotRarige —> All

8.2.24. Escribir un programa en Mathematica que corresponda al grafo de una
cara

SOLUCION:
"E  Show [

Graphics| {
(* eyes *) PointSize[0.04],




Point[{-.3, .1}], Point[{.3, .1}1,
(* nose *) Disk[{0, 0}, .35,{23 Pi/1ls,
25Pi/16}],
(* mouth *)Line[{{-.3, -.5},{0, —.6}}1,
' Line[{{0O, -.6}, {.3, -.5}}1,
(* head *) Circle[{0,0}, 1]
1,
AspectRatio —-> Automatic, PlotRange -> All

|
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Graficas. .
Hacer un programa que trace colorido de puntos a lo largo de una curva, ésto es,
que aparezcan varios colores en la curva.

SOLUCION:

El siguiente programa nos muestra la curva a color si usted tiene un computador a
color, de lo contrario lo veremos a blanco y negro, pero serd un buen ejercio, para
ir comprendiendo Ia programacién en Mathematica.

Usemos de nuevo los comandos Show y Graphics



o Show [
Graphics|[
Table[{ .
RGBCeolor[0, x/4.,1. -x/4.],
Point[{x, Cos{x 2] - x Sin([x]}1},
{x, 0, 4, .01}
]
1.
Axes -> Automatic

1

8.2.25. Dado los pares de datos, use una regla que doble la segunda componente
en cada pareja. |

{(1,1),(2,2), (33)}

SOLUCION:

B {{1,1},{2,2},{3,3}}/. {x_,y }:>{(x,2y}
({1, 2}, {2, 4}, {3, 6}}




9.PROBABILIDAD
9.1. INTRODUCCION:

Muchas personas conocedoras de Probabilidad:

1. No apuestan o no compran billetes de loleria, pues saben que estos juegos
de azar no son equitativos.

2. Toman decisiones importantes para su empresa a partir del andlisis de un
modelo probabilistico.

3. Prestan mejor servicio a sus clientes al haber determinado cuantos
empleados requieren para optimizar su actividad.

4.  Disefian y fabrican dispositivos de gran calidad, porque a partir de un
andlisis probabilistico, saben como disponer los componentes del dispositivo para
hacerlo mds confiable.

Asi que es conveniente aprender probabllldad y que mejor que hacerlo usando la
potencia de Mathematica.

Los problemas de esta seccién se han escogido para que ilustren importantes
temas de esta apasionante disciplina: esto es, problemas que involucren
determinacién de espacio muestral, probabilidad condicional, independencia de
eventos, formula de Bayes, variables aleatorias discretas, variables aleatorias
continuas, cadenas de Markov y procesos de Poisson.

9.2. Problemas:

9.2.1. (Espacio Muestral) Suponga que se lanzan al aire dos monedas y se
observa su disposicién después de caer. \
a) (Cudl es espacio muestral?.
b) ¢Con qué probabilidad resulta por 1o menos una cara?.



SOLUCION:
a) El espacio mestral S es:
S={(c,e).(c,8),(5,€),(8.5)}
b) Si se asume que cada suceso (elemento de S) es igualmente probable, entonces
la probabilidad de que resulte por lo menos una caraes:
Casos favorables/Casos posibles=

E N[3/4]
0.75
9.2.2. (Probabilidad Condicional) Suponga que 10 cartas numeradas de 1 a 10, se
dejan dentro de un sombrero, se saca una de ellas a la azar. Si se saca una
carta de nimero mayor de 5, ;Con qué probabilidad la carta extraida es un
102 '
SOLUCION:

Sea A el suceso de sacar la carta mimero 10, y B el suceso de sacar una carta

mayor de 5.
La probabilidad buscada es:
P(A/B)=P(AB)/P(B)

Esto es:
E  (1/10)/(4/10)
1

P(AB) es la probabilidad de que al tiempo ocurra que se saca 10 y se saca una
carta mayor de 5, esto ¢s la probabilidad de sacar 10.

9.2.3. (Independencia de eventos) Una uma contiene 4 bolas numeradas: 1,2,3,4.
Se extrae una bola, y sea A={1,2} y B={1,3}. Pruebe que A y B son
independientes.

- SOLUCION:

A 'y B son independientes si y sélo si P(AB)=P(A)P(B).

P(AB)= Probabilidad de que se dé uno de los eventos de A y uno de los eventos
de B= Probabilidad de que se dé 1=1/4.

P(A)= Probabilidad de que se dé 1 0 2 = 1/2=P(B).




1/4=P(AB)=P(A)P(B) asi que A y B son eventos independientes.

9.2.4.(Formula de Bayes) Considere dos umas, la uma A contiene 2 bolas
blancas y 7 negras, y la urna B 5 blancas y 6 negras. Se lanza una moneda y si
resulta cara se extrae una bola de la uma A y si sale sello se extrae una de la uma
B. {Con qué probabilidad ocurrid cara en el lanzamiento de la moneda si una bola
" blanca se extrajo de una de las umnas ?

SOLUCION:

Sea B el evenlo de extraer bola blanca y C el de obtener una cara en el
lanzamiento de la moneda. Se pide hallar P(C/B).

P(BIC) PO _
P(B/C)- P(B/C®)-P(C)

P(C/B)=P(CB)/P(B)=P(B/C).P(C)/P(B)=

E (279 1/2)/(2/9 1/2 + 5/11 1/2)

22

_6-7 -
9.2.5. (Variable Aleatoria Binomial) Se sabe que todas las piezas roducidas por
una méaquina, la probabilidad de que sea cualquiera de ellas la defectuosa es 0.01.
¢Con qué probabilidad en una muestra de 5 piezas, 2 de ellas son defectuosas?

SOLUCION:

Si X tiene distribucién Bj(n,p), P{x=k} = (:)p*(l—p)"‘* , sea X:# de piezas

defectuosas en la muestra de 5 piezas. Claramente X tiene distribucién Bj(5,0.01)
y por lo tanto la probabilidad buscada es: P{X =2) =@ (0.01)°(1-0.01)*? esto
es:

H 51/((5-2)131) (0.01)~2 (1-0.01)~3
0.000323433.



9.2.6. (Distribucién Exponencial) El periédo de vida ttil del disco duro de un
computador es una variable aleatoria exponencial de media p=5 meses. ;Cuil es

la probabilidad de que se daiie este disco duro antes de 3 meses?.
(Riesgo del vendedor)

SOLUCION:

2z
Si X tiene Distribucién Exp(1/ p) entonces P{X <x}=1-¢ * . Sea X: Vida 1til del

disco duro.
Se sabe que X tiene Distribucién Exp(1/6) y se desea evaluar P{x<3} tal

probabilidad es:

B  N[1-Exp[-3/6]]
0.393469

9.2.7. suponga que el estado del tiempo (seco (1) o luvioso (2)) para un dia
cualquiera depende solo del estado del tiempo del dia anterior. En la siguiente
Matriz 2x2 el elemento (i,j) es la probabilidad de pasar de un dia de estado i a un

dia de estado j:
{07 03
P=l02 0.8

. Con qué probabilidad Illueve dentro de 3 dias dado que hoy liovié?.

SOLUCION:

Sean X5 : Estado del tiempo el dian X € (1,2} {Xy n=0,1,2,3...} es una
cadena de Markov y por lo tanto la probabilidad buscado es ¢l pueto (2,2) de la
matriz p’:

p={{0.7,0.3},{0.2,0.8}};

E Dotip, p, pl // MatrixForm
0.475 0.525

0.35 0.65

La probabilidad buscada es 0.65




ANEXOS DE GRAFICAS

GRAFICOS EN MATHEMATICA

El anexo que a continuacién presentamos pretende mostrar algunas de las
posibilidades que permiten hacer edicién a graficos que muestren resultados de
cdlculos con el fin de hacer mas clara y comprensible la presentacién de los
mismos.

Matfematica tiene enorme capacidad de edicién grifica, como lo podremos
observar con la presentacién de los siguientes ejemplos.

vpnaa=-100000+40102 (((1+i)~4 -1)/(i(1+i)~4)):
vpnbb=-200000+78726 ( ((1+i)~4 -1)/(i(1+i)"4)):
vpnece=-300000+643076(1/ (1+i)~4);
vpndd=400000+482493(1/(1+i)~1)+
10000(1/(1+i)~4);
grafaa=Plot[vpnaa, {i,0.001,0.22},
GridlLines—->Automatic,
PlotStyle->RGBColor[1l,0,0],
Frame->True,
FrameLabel~>{"intexés", "VPN A"}]:;
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grafbb=Plot[vpnbb, {i,0.001,0.22},
GridLines->Automatic,
PlotStyle—~->RGBColor[1l,0,1],
Frame->True,
. FrameLabel->{"interés", "VPN B"}];

100000} ;
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grafcc=Plot [vpncec, {i,0.001,0.22},
GridLines->Automatic,
PlotStyle->RGBColor{l1l,0,1},
Frame->True,
Framelabel->{"interés", "VPN B"}];
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grafdd=Plot [vpndd, {i,0,0.22},
Gridlines—>Automatic,




PlotStyle->RGBColor[0,1,1],
Frame->True,
FrameLabel->{"intexrés","VPN D"}];
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H << Graphics® Legend’

= grafabced=Plot [{vpnaa, vpnbb vpnce, vendd},
{i,0.15,0.23},
PlotRange->{0,10000}, GrzdL1nes~>Automatic,
AxesLabel->{"i", "vpn'"},
PlotStyle->
{{Dashing[{0.0l}],RGBColor[l,0,0]},
{Dashing[{0.03}],RGBColor[0,1,0]},
{Dashing[{0.05}],RGBColoxr{1,0,1]},
{Dashing[{0.07}],RGBColox[0,1,1]}},
PlotLegend—>{“vpnA",”vpnB","vpnC","van"},
LegendSize->{0.6,0.6},
LegendPosition->{0.8, 0},
LegendLabel->"Comp.VPNs"
1; ’
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2 sShow{GraphicsArray[{grafaa,grafbb}]]: :
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Otra forma de hacer la presentacién adecuada es insertando dentro de un marco
un grifico anterior. La esquina inferior izquierda y superior derecha son las
mismas coordenadas del marco actual:

E2  grafbb=Plot[vpnbb, {i,0.001,0.22},
PlotStyle->RGBColor[l,0,1],

Frame~>True,
Prolog->Rectangle|
{0.09,40000},{0.22,100000}, grafaa],

FrameLabel->{"interés","VEN B"}];

$
}
'
;
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Las escalas de trazado en Mathematica se pueden modificar a conveniencia tanto

para 2D como para 3D:

£ dibujol=Plot{Cos[xz/2], {x,~-3Pi,3Pi}];

e —

7.5-542.5
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E  dibujo2=Plot[Cos[x/2], {x,-3Pi, 3Pi},

AspectRatio->Automatic];
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2 dibujo3=Plot[Cos[x/2], {x,-3Pi,3Pi}, ' ,
AspectRatio->GoldenRatio]; .
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E dibujo5=Show[dibujo4,
BoxRatios~>Automatic];

k2 dibujoé=Show[dibujo4,
BoxRatios->{2,1,1}]:

Show [GraphicsArray[
{dibujo4, dibujos, dibujo6}



Se pueden llevar a cabo lineas, rectdngulos y texto en diferentes fuentes.

= Sﬁow[Graphics
[{ _
LiHE[{{.B, 3.{-7, 7Y} 1,

Text [
FontForm["Linea diagonal",

{"Times-Bold",12}],
{.8, .8}

l |
},PlotRange—>All]

Linea diagonall i
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