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1. EL. CONTEXTO DE LA INVESTIGACION:

LA ESCUELA PEDAGOGICA EXPERIMENTAL

Son dos los elementos que 1os maestros de la EPE hemos querido que orienten nuestro
que hacer, tanto en las dindmicas de aula como en la vida institucional y por ello
consideramos que podrian considerarse los fundamentos del ambiente educativo.
Aunque para propiciar la comprension estos presupuestos se pueden tratar
separadamente en una perspectiva analitica, como cada uno de ellos se constituye en el
comtexto de realizacion del otro, tratarcmos de exponertos brevemente de manera
articulada.

El primero tiene que ver con la exigencia del sentido. Lo que queremos es que para
maestros y estudiantes, lo que se haga tenga sentido para quien lo realiza; el segundo, es
el privilegio de los colectivos. Tanto desde ¢l punto de vista de la construccién del
conocimiento, como de la elaboracion de las condiciones de convivencia, el trabajo en
colectivo es una necesidad, mds aun, consideramos que es un imperativo. Una primera
articulacion entre los dos elementos es evidente si coincidimos en que el sentido se
construye en colectivo. Por otra parte y de manera reciproca, como veremos
posteriormente en algunos, son los consensos (de sentido) los que definen los colectivos.

Ahora bien, el sentido es algo que va mas alld de la bisqueda de explicaciones, que ha
sido planteada por varios como el niicleo de la actividad cientifica. La razén es que para
nosotros es claro que la actividad de bisqueda de explicaciones se hace posible s6lo si
entre el individuo y lo que se pretende explicar existe una tension, esto es, una emocion,
sea ésta la curiosidad, el deseo o el afecto. Esta reflexion plantea desde ya exigencias a
las actividades escolares, por ejemplo, en cuanto se exige que los individuos (maestros y
estudiantes) deben estar organicamente comprometidos con lo que realizan.

Por otra parte, los procesos de busqueda (de explicaciones) deben darse en un ambiente
de reconocimiento. Este elemento no es una novedad en absoluto, sobre todo, si
recordamos la importancia que en la historia de la humanidad ha tenido el
reconocimiento y Ja lucha por el reconocimiento; lo que para nosotros es diferente, es
que contrariando las dinamicas usuales en las que ¢l reconocimiento esta intimamente
relacionado con la existencia de alguien que posee el privilegio de darlo, que no es otro
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que el maestro, en nuestro caso buscatmos que con la perspectiva de construir a la vez,
un sujeto social y el conocimiento como posibilidad real, las dinamicas de
reconocimiento se desplazan a los colectivos constituidos como tales en las biisquedas.
Por otra parte, queremos defender el sentido de las actividades de bisqueda y de
construccion del conocimiento por el valor que el conocimiento posee por si mismo y no
por sus implicaciones o recompensas externas, sean éstas las calificaciones, las
evaluaciones o la superacion de las exigencias para pasar de un grado escolar a otro. A
nuestro juicio el conocimienio se pervierte cuando sus busquedas son reconocidas por
gratificaciones externas y no por el valor que posee en si mismo y por ¢llo tenemos
serias dudas con respecto a las evaluaciones.

Las actividades de aula inventadas con estas caracteristicas nos llevan a privilegiar las
bisquedas en colectivo. Al concretarse tal exigencia, nos encontramos con dinamicas
propias de los colectivos que van mas alla de las metas puntuales que las definen y que
se traducen en situaciones y contextos de aprendizaje que originan lo que Bateson'
denomina deuteroaprendizajes; se trata, para el caso que nos ocupa de la elaboracion de
disposiciones, confianza, seguridades o aspectos como aprender a aprender, etc., que son
resultados de los procesos v, por otra, de construir el reconocimiento del otro -el respeto-
y las implicaciones de sentirse miembros de un colectivo. Nos encontramos nuevamente
con la imposibilidad de tratar los dos elementos, el sentido y el trabajo en colectivos, de
manera independiente.

Estas consideraciones nos han llevado a concebir dindmicas de aula muy precisas, por
una parte, se trata de proponer actividades que posean sentido para los estudiantes desde
la perspectiva de sus posibles inquietudes e intereses y teniendo en cuenta sus
potencialidades légicas v experienciales y, por otra, de legitimar como vilidos los
derroteros que surjan en las dindmicas mismas. A estas actividades las hemos
denominado Actividades Totalidad Abiertas (ATAs)?

Y las ATAs, por la flexibilidad que poseen, adquieren caracteristicas especificas para
diferentes niveles escolares y para las diversas disciplinas. En el caso de las
mateméticas, por ejemplo, hemos descubierto que las fuentes del sentido estan
intimamente relacionadas con las posibilidades de matematizacion de la experiencia y
con las caracteristicas de reto que puedan tener las actividades que se proponen. Y, para

! Ver Pasos hacia una ecologla de ta mente,especiatmente la parte 3, La planificacion social y el concepto de
deuteroaprendizaje. Bateson, G. Pasos hacia una ecologia de la mente. Ed. Lumen, 1998. Buenos Aires.

% Ver por ejempio Actividades de investigacion en la clase de ciencias de Segura, D., Molina, A., Pedreros, R.

Libro publicado por la editorial Diada de Sevilla, Espafia (1993).
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ser precisos, definimos el reto como la emocidn que impulsa at ser humano a enfrentare
a un problema que no ha resuelto pero que estima que esta en capacidad de resolver. Por
otra parte, hemos encontrado que cuando nos movemos en la dindmica del reto, estamos
posiblemente en la zona de desarrollo préximo definida por Vigotsky v, si tal es el caso,
contrariamente a lo que plantea el investigador ruso, lo que observamos es que no es
necesario que en ¢l colectivo de biisquedas se encuentre otra persona mds capaz para
acompafiar las bisquedas de solucién de los problemas y propiciar el desarrollo, sino
que en el ambiente de la conversacion, se dan logros cognitivos que permiten superar los
niveles cognitivos existentes, sin que sea necesaria la presencia de alguien mas capaz.

Por otra parte, lo que surge al aplicar en la Escuela Pedagdgica Experimental estas
concepciones y presupuestos pedagdgicos en los diferentes niveles escolares, es una
serie de interrogantes de diversa indole, de caracter diddctico, pedagégico, disciplinar,
etc., que deberian resolverse en el ambito de la investigacion sistematica y a la vez, un
conjunto de resultados, pertinentes también a los procesos pedagégicos v a la
concepcidn de escuela en el pais que, como contribucién en la bisqueda de opciones
alternativas de escuela, pueden ser de importancia para todos.

Son éstas las intenciones al emprender la sistematizacion de la experiencia mediante un
proyecto formal de investigacion. Ahora bien, esta no es la primera vez que lo
intentamos, ya en dos lineas de trabajo diferentes hemos abocado esta tarea. La primera
mediante la reflexion sobre la cotidianidad del aula, que ha dado como resultado una
investigacion puntual y la produccién de articulos, ponencias y, en general, escritos que
se han propuesto al piblico a través de revistas y eventos. Entre ellos anotemos los
siguiente articulos.

Castafieda, R. (1997) Sistematizacion de una experiencia en matematicas
contemporaneas. Proyecto IDEP — EPE Bogota.

Segura, D y Romero, . (1992) Las matematicas en el aula: posibilidades de
construccion significativa. Planteamientos en Educacion + 3, Bogota.

D. Segura, (1994) El pensamiento de los alumnos: testimonios de clase (elementos para
una discusion). en La Investigacion en la escuela # 23, Sevilla. Espafia.

Malagén J.(1995) Una opci6n de clase a nivel medio. En Nodos y Nudos # 1. Bogota.

La otra linea de trabajo, que esta articulada con la primera, se traduce en la organizacién
de cursos de actualizacion a maestros. Estos se ofrecen, unas veces, a través de entidades
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oficiates como las Secretarias de Educacidn, otras como eventos organizados y ofrecidos
por la misma institucién, la EPE y, en otros casos, en alianza con ofras instituciones
como Maloka o la ACAC.

2. PROPOSITOS DE LA INVESTIGACION

2.1 SISTEMATIZACION DE LA EXPERIENCIA

Ha sido una inquictud permanente para el grupo de matemiticas de La Escuela
Pedagdgica Experimental, ver la clase desde una perspectiva en la cual se valora el
desarrolto det Pensamiento matematico 'y la actividad gira en torno al Jacer
matemdticas. Dicha inquietud y la posibilidad de comunicar y reflexionar sobre la
cotidianidad de las clases, ha permitido que en las asesorias (espacio de reunion
semanal) los maestros estemos en constantes biisquedas e interrogantes a proposito de la
pertinencia de las actividades, diversidad de formas de pensamiento y procesos de
validacidn, entre otros aspectos.

Si bien por las dinamicas de 1a Escuela es posible tener momentos de comunicacion y
discusion, también es innegable que la actividad escritural se restringia a escritos de
difusion interna o ponencias para eventos como £ foro distrital de matemdticas, tercer
encuentro Iberoamericano de colectivos escolares y redes de maestros que hacen
investigucion en la escuela, o Encuentros de maestros y comunicacion de experiencias
JFis Posible otra escuela? que trataban nuestra perspectiva en experiencias puntuales.
En este sentido esta segunda oportunidad de investigacién — sistematizacion dada la
opcién dada por apoyo del IDEP, para sistematizar nuestras pricticas y reflexiones en
torno a algunas de nuestras busquedas como son: el modelaje matemético, la validacion
de los modelos, los procesos de validacién y familias de problemas, permiti6 reorientar
las discusiones a medida que confrontdbamos tedricamente y desde nuestro hacer las
resoluciones presentadas por los estudiantes sobre las actividades propuestas en tomo a
problemas de conteo y de proporcionalidad.

Este proceso de Sistematizacién metodolégicamente tuvo varios momentos:

» Acuerdo sobre las actividades a desarrollar con los estudiantes: En las asesorias
semanales de maestros, tanto el grupo investigador, como los asesores y auxiliares de
investigacion discutiamos y acordabamos a partir del desarrollo del mismo proyecto las
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actividades que se iban a proponer a los estudiantes. En esta perspectiva se vetan
variables como:

Cursos a los cuales se proponia la actividad: ya que algunas veces se seleccionaban
niveles particulares y en otras se aplicaba a todos los grupos.

Intencion de la observacion: si bien la clase para los estudiantes transcurria “desde su
cotidianidad” la mirada de los maestros-investigadores y auxiliares de investigacion
tenian propdsitos puntuales de acuerdo con la intencion de Ja observacién.

e Desarrolio de la actividad: En el contexto de la clase los estudiantes resolvian las
situaciones problema propuestas que hacian parte de las basquedas de la investigacion.
El maestro-investigador se desempefiaba en su rol usual y junto a los observadores
registraban (de manera escrita o por grabaciones magnetofonicas) las resoluciones,
argumentaciones y validaciones.

e  Reflexion: Nuevamente en las asesorias el grupo participa de la investigacion,
confrontaba los resultados presentados en el desarrollo de las clases y se¢ planteaba
nuevas discusiones e interrogantes que de manera ciclica se confrontaban con los nifios o

en busquedas tedricas.

Es importante resaltar que este proceso descrito de manera global, condujo a tareas al
grupo de investigacion que permitieron la consolidacion tanto de los informes de avance,
como de este informe final. Por su parie los auxilares de investigacion fueron relatores
constantes tanto de las clases, como de las discusiones, asi como los maestros-
investigadores y asesores escribian sobre las reflexiones que surgian, y particularmente
en este informe final los articulos presentados a manera de resuitados. Un aspecto
importante es la participacion de los asesores, que si bien tienen una experiencia
investigativa que se destaca en el ambito de la educacion y la pedagogia Colombiana,
son como los maestros-investigadores, maestros de aula y estuvieron permanentemente
en el proceso de investigacion, aportando ¢ impulsando los procesos que aparecian en el
proyecto.

2.2 SISTEMATIZAR PERMITE PROFUNDIZAR

Dado que nuestras practicas estdn inmersas en una concepcidn del pensamiento
matemdtico y del hacer matemdticas y ademds hacemos parte de una escuela que se

M
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fundamenta en el individuo, el colectivo, la convivencia, la autonomia y el
conocimiento, podria pensarse que ya nos hemos transformado bastante y que es poco
lo que se puede aporiar, sin embargo no hay nada mas presuntuoso que esta aseveracion,
ya que ante la posibilidad de sistematizar se toman distancias y se construyen elementos
que no estaban antes de la sistematizacion.

Particularmente, en este proyecto podemos hablar de perspectivas de profundizacién que
ratifican que mas que respuestas, lo que vislumbramos son caminos que se abren a
nuevas investigaciones.

2.2.1 Lo pedagdgico y lo disciplinar

La clase: Se trata de plantear la clase desde una metodologia de resolucién de
problemas, en la cual la actividad se centre mas en el desarrollo del pensamiento
matematico que en la acumulacién de contenidos, en la que el estudiante participe bajo
una concepcion de matematica como una actividad, la actividad del matematico que
resuelve problemas genuinos en cuanto son retos.

Imagen de matematica: Considerar que o méas importante es que la clase no solo es ¢l
momento de encuentro para aprender, sino la imagen de lo que es la matematica; si el
objetivo de la clase es aprender de memoria datos o aplicar procesos ensefiados, la
imagen de matematica es esa y por tanto To que se debe desarroltar exclusivamente es
una capacidad memoristica y de operatoria. Desde nuestra perspectiva, como ya hemos
dicho, la clase es un espacio que permite la construccion del pensamiento y la diversidad
de resoluciones (ver articulos La estructura de la clase cuando se desarrolla el
pensamiento de Janeth Malagon y otros, y, La Multiplicidad de los patrones y la
inagotabilidad del pensamiento de Dino Segura y otros ).

Presentacion de las actividades: Presentar de una u otra manera las actividades para que
la resuelvan los estudiantes, incide en los procesos de resolucién. Es asi como en los
problemas de proporcionalidad pudimos establecer, por ejemplo, que se generan
distintas soluciones si presenta la situacién teniendo como unidad fija el tiempo a si se
presenta como unidad constante 1a velocidad (o 1a tarea a realizar).

Procesos de resolucién: Si bien existen diversidad de formas de resolucion y asi una
expresion este escrita similarmente, esto no quiere decir necesariamente que los
estudiantes pensaron igual. (ver articulo La Multiplicidad de los patrones y la
inagotabilidad del pensamiento de Dino Segura y otros). También se determiné que en
los problemas de conteo y mas especificamente en los de combinatoria los procesos de
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resolucién son reincidentes, (ver articuto La recurrencia y la correlacién de John Castro
y otros).

2.3 PROYECCION DE FORMACION

Como ya se habia mencionado en capitulo 3 del segundo informe de avance de este
proyecto de investigacion, la cobertura que tiene el mismo va mas alla del trabajo que
realizamos con los estudiantes de la EPE. Contamos con la participacion permanente de
los Auxiliares de Investigacion, que como ya es sabido son estudiantes de 8° semestre de
Licenciatura en matematicas de la Universidad Distrital. De otra parte tenemos también
incidencia con nifios del IED Almirante Padilla y 70 maestros que hacen parte del PFPD
Introducciéon a la matematica contemporanca, liderado por nosotros, los maestros-
investigadores.

Con los estudiantes auxiliares de investigacion: Ellos han hecho parte permanente de las
asesorias con proyeccion formativa, ademas de la participacién como auxiliares de
investigacion en el registro de las actividades y observadores de clases; realizan pasantia
de trabajo de grado a partir de la investigacion, para ello tienen en cuenta las
observaciones que realizan y las discusiones que se llevan a cabo, ademas de basquedas
tedricas pertinentes. Las tematicas centrales de sus proyectos de pasantia son:

- Larepresentacion con énfasis en la visualizacién: Claudia Castellanos
- Pensamiento recurrente; Liana Cruz y Milena Fonseca
- Representacién semidtica: John Munar, Alejandro Suérez y Andrés Aguirre.

Vinculos con otros maestros: Sin que haya sido un propdsito inicial, si fue una
posibilidad que se presenté debido a que los maestros-investigadores orientamos el
Programa de Formacion Permanente de Docentes PFPD La introduccion a la
matemdtica contempordnea. Si bien las actividades del PFPD tienen unos objetivos
propios que no coinciden necesariamente con la investigacion, fue posible incluir
aspectos relacionados con situaciones de contco y proporcionalidad. A la par del
trabajo que ellos realizaban tuvimos la opcién de manifestar nuestras reflexiones en
torno a nuestra concepcion de Pensamiento matematico y Hacer matematicas.

Ademas una tarea importante que vincula su hacer en el aula y 1a concepcion de clase de
matematicas en la cual es importante el protagonismo del estudiante y la flexibilidad del
pensamiento en las diferentes resoluciones, las diferentes resoluciones, consistio en la

W
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opcidn de replicar actividades en torno a las familias de Problemas menctonadas
anteriormente. De otra parte su presencia fue fundamental en la socializacién que se
realizé en coordinacién con el IDEP a mediados de afio en la fundacion Nifio Jesus.

3. DESARROLLO DE LA INVESTIGACION

Todo proceso investigativo se puede reconstruir a medida que se avanza. El camino
recorrido, dentro de una investigacion, esta marcado por lo que se ha caminado, de
quien son lo pasos y los momentos mas significativos. Las acciones realizadas, en los
momentos de dicho proceso, cuentan una historia que permite vislumbrar lo que hizo
posible un resultado, aunque este no sea otra cosa que una instantinea tomada en una
parte del proceso.

Es importante, entonces, mostrar el desarrollo de la presente investigacion desde tres
aspectos: El contexto de trabajo, las fases de la investigacion y Jas dindmicas propias de
los investigadores.

3.1 CONTEXTO DE TRABAJO

El contexto de trabajo del grupo de profesores de la Escuela Pedagogica Experimental
(E. P. E) esta marcado por dos aspectos importantes: El primero, que se refiere a las
concepciones que se tienen con respecto a lo que es la clase de matematicas, el
conocimiento, los procesos de aprendizaje, el estudiante y rol del maestro entre otros, el
segundo que hace referencia a las dindmicas, que se derivan de las anteriores
concepciones, y de las cuales trataremos mas adelante.

Con respecto a las concepciones que tienen el grupo de maestros investigadores, se
puede afirmar, que es ¢f producto de varios afios de practicas alternativas a la hora de
llevar a cabo su hacer, experiencias que van quedando y que son posibles de enriquecer
momento a momento. La reflexién sobre la practica y la indagacion de los
planteamientos de otros investigadores y tedricos tanto de las matematicas como de la
pedagogia v la epistemologia, nos ha permitido construir ciertos derroteros en los
cuales se basan muchas de nuestras acciones y que nos ilevan a afirmar, de manera

provisional, lo siguiente.

La clase de matematicas es un espacio que permite el desarrollo del pensamiento
matematico de los nifios. En la clase debe ser posible la construccién de contextos

W
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matematicos que les permita a los estudiantes vivenciar experiencias, que les impongan
un reto y que tengan sentido de tal forma que les propicie el desarrollo de su
pensamiento.

Al vivenciar experiencias en contextos matematicos, es posible, que los estudiantes
afronten retos (problemas) que no sofucionan de manera individual, sino que abordan en
forma colectiva, tratando de llegar a consensos y elaboraciones logicas, en otras palabras
que les permita construir su conocimiento (en colectivo).

Un individuo que, se enfrenta a un problema en contextos matematicos, debe tener la
posibilidad de equivocarse y tomar conciencia de ello, es en este momento cuando
creemos que, es posible el aprendizaje, de otra manera, y si se sigue esperando que
repitan las lecciones es muy probable que aprendan muy poco.

El estudiante no es un ser vacid, por el contrario es un ser que sabe y es partir de este
saber que puede emprender bisquedas libres en las cuales es posible que construya y
elaborar nuevos saberes, es decir puede aprender y crear. Por otro lado, es un ser que se
relaciona con sus bisquedas y con los demas (compaficros y maestro) de una manera
afectiva, donde la emocion media los procesos de comprension y en donde el goce, por
lo que se hace, dinamiza los procesos de creacion.

El maestro es un propiciador de los procesos de aprendizaje. Es quien concibe todo lo
anteriormente expuesto. Se encarga de, planear la clase, pero no en un orden lineal e
inflexible, por el contrario, debe estar en la capacidad de escuchar, orgamzar y
dimensionar desde lo que sabe, las elaboraciones de los estudiantes; de moderar las
dinamicas construida por los colectivos, estando siempre a la saga de lo que pueda
aportar cada intervencion o aporte del grupo en pro del enriquecimiento de las
busquedas.

Con base en 1o anterior, se realizan ciertas acciones que apuntan a que cada uno de estos
presupuestos sean posibles de construir. Es en la construccién de dichos presupuestos
que es posible generar preguntas, que s¢ convierten en problemas que propician
procesos de investigacion que arrojan argumentos pragmaticos que permiten enriquecer
las practicas propias de la educacion matematica.

3.1.1 El planteamiento del Problema

W
CORPORACION ESCUELA PEDAGOGICA EXPERIMENTAL °




El modelaje matematico en estudiantes de educacion basica (6°, 7°, 8° y 9° grados). La validacidn de los
modelos vy los procesos de matemaiizacion de la experiencta. Un estudio a partir de dos familias de

problemas.
INFORME FINAL NOVIEMBRE DE 2003

El problema, inicialmente plantcado, es determinar que los nifios ptensan
matematicamente, estudiando la habilidad que se posee de modelar situaciones en
contextos matematicos.

El modelaje matematico es un de los elementos del pensamiento matematico, s a partir
de este que se puede realizar una caracterizacion de dicho pensamiento. Cuando se
refiere al modelaje matematico se trata de suplir una necesidad intelectual del ser
humano que se relaciona con dos aspectos: La anticipacidn y la explicacion, que son
posibies si se construyen patrones o se tdentifican regularidades que sean viables de
matemadtizar o formalizar apuntando en algunas ocasiones a la generalizacién, es decir,
que se pueda con un mismo procedimiento dar cuenta de mas de un proceso.

Las preguntas que se ven posibles de contestar con esta investigacion se relacionaron en
un principio con tres aspectos: (A) Con la identificacién de los modelos que se
proponen, (B) con la proyeccién de un determinado modelo a nuevos casos (relacion
entre familias de problemas y sus miembros) vy (C) a la determinacion de las fuentes de
los modelos.

A, Identificacion de los modelos: Lo que se pretendia era caracterizar 10s
modelos propuestos por los estudiantes ( en un primer momento se consideraba que
las soluciones elaboradas por los estudiantes se relacionaban con la elaboracion de
modelos), bajo la siguiente categoria de analisis y criterios:

« Caracteristicas del modelo:
- Por su capacidad explicativa pueden ser:
De explicacion restringida (ER)
De explicacion general (EG)
- Por su nivel de formalizacién
Enunciado ligados a lo particular (EP)
Enunciados de manera formalizada (EF)

B. Relacién entre las familias de problemas y sus miembros: Un conjunto de
problemas que se caractericen por tener una misma expresion matematica que los
solucione 0 que se realicen los mismas acciones para solucionarlos se considera
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miembros de una familia de problemas, por lo tanto nos preguntamos, ¢omo se
establecen las relaciones entre un problema especifico y la familia de problemas.
En este sentido es importante establecer:

» ;Como se identifica un problema como miembro de una familia?
* ;Qué implicaciones se derivan de tal reconocimiento?

e ;De donde surgen las posibles dificultades para la construccién de las reglas
de correspondencia pertinentes al nuevo miembro de la familia?

C. Las fuentes de los modelos: Es interesante vislumbrar las acciones que
permiten el proceso de modelaje y en ultimas la construccion de modelos
matematicos, sin embargo, las fuentes de los modelos puede ser muchas, pero en
principio se planteé que podria estar relacionada con dos origenes:

e De las distintas formas de pensamiento:
- Pensamiento intuitivo (P.IT)
- Pensamiento recurrente (P.R)
- Otro(O)
* De la experiencia matematica:
- Las simetrias (S)
- Lo geométrico (G)
- Las relaciones aritméticas o algebraicas (A)
- Otras experiencias (O.E)

Los puntos de partida, anteriormente expuestos, se fueron transformando en el
desarrollo de la investigacién, como es el caso de 1o que es un modelo matemdtico vy
sus fuentes, inclusive fue necesario responder otras preguntas surgieron en la reflexién
relacionadas con: (A) La incidencia del maestro en las soluciones de los problemas y (b)
la incidencia de la forma como se plantean los problemas.

3.2 FASES

-—
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Este proceso investigativo se desarroltd en tres fases, en cada una de estas fue necesario
la constante reflexion con respecto a lo que se hacia de tal manera que algunas acciones
plancadas con anterioridad tuvieron que ser modificadas por la emergencia de nuevas
preguntas. Las tres fases son: (1) Prueba Piloto, (2) Aplicacién de actividades y (3)
Elaboracion conceptual.

3.2.] Prueba Piloto

La primera fase fue de exploracion, tuvo un tiempo de duracién de cuatro meses, en los
cuales se buscaba establecer qué problemas se podrian plantear para cumplir las
intenciones de la investigacion, dicha busqueda se realiz6 aplicando diversos problemas
ados cursos: séptimo y noveno. Como resultados puntuales se esperaban:

a. Los problemas que se investigaran desde la perspectiva de las relaciones entre la
famihia de problemas y los miembros de la misma

b. Una primera aproximacion a las caracteristicas de las pruebas que se proponen
desde la perspectiva de la explicacion / prediccion y los niveles de formalizacién

¢. Una primera fuente sobre las fuentes de los modelos.
Los resultados anteriores se obtuvieron realizando las siguientes actividades:

a: Se definieron varios conjuntos de actividades para explorar a partir de su aplicacién
su conveniencia. Cada familia de problemas se estudié a partir de al menos tres
miembros de la familia. Las actividades aplicadas se enmarcaron dentro de tematicas
disciplinares muy particulares:

¢ De proporcionalidad (El problema de lavadero de carros, el de las llaves y ¢l
muro)

o De conteo combinatorio (El problema de los saludos, el de los partidos de
futbol y el de las diagonales)

¢ De conteo(El salto de la rana)
b: Se aplico las actividades seleccionadas en los cursos: séptimo y noveno.

c: Recogida de datos: A cada clase en la que fueron aplicadas las actividades se
contaba con la presencia de observadores no participantes quienes tomaban registros

W
CORPORACION ESCUELA PEDAGOGICA EXPERIMENTAL 12




El modelaje matematico en estudiantes de educacién basica (6°, 7°, 8° y & grados). La validacion de los
modelos v los procesos de matematizacion de la experiencia. Un estudio a partir de dos familias de

problemas.
INFORME FINAL NOVIEMBRE DE 2003

de aspectos tales como: La disposicion de los estudiantes frente a la actividad, las
soluciones elaboradas y la forma como se desarrollaba el momento de la socializacion
de dichas soluciones. Ademas cada profesor titular llevaba su cuaderno de campo en
cual consignaba las soluciones realizadas por los estudiantes asi como algunas
reflexiones que surgian en ¢l momento.

d: Se realizo un estudio analitico de los resultados y definicién de las actividades que
se desarrollaron en la investigacion

Resultados obtenidos durante esta primera fase.

a: Una aproximacion a los criterios que debian cumplir los problemas para ser parte
de una familia de problemas. Los criterios elaborados fueron:

Al: De familiaridad: Los problemas que hacen parte de una familia de problemas
deben tener una misma solucion sintactica es decir expresiones matematicas
equivalentes o las acciones realizadas parar solucionar cada uno de los
problemas debe ser el mismo asi las expresiones matematicas sean distintas.

A2 De Comunicabilidad: Las soluciones elaboradas por cada grupo de
estudiantes deben ser facilmente verbalizadas y comprendidas por quienes la
realizan y su vez comentada con los compafieros de clase y el maestro en un
momento de socializacion de otra manera seria dificil detectar la forma como se
dio el proceso de solucion.

A3: De reto: Las actividades propuestas deben ser consideradas por los
estudiantes como posibles de solucionar de tal manera que afrontaran el reto de
elaborar soluciones, mostrando asi interés y goce por lo que se hace.

A4: De Formas de Pensamiento: Las soluciones elaboradas por los estudiantes
deben permitir la identificacion de formas de pensamiento en tanto se logre
rastrear de manera clara las acciones realizadas por el estudiante para construir
las soluciones.

b: La familia de problemas seleccionadas y sus miembros fueron:

B1: De proporcionalidad
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B.1.1 El lavadero de carros

1.1.- En un lavadero de carros hay dos operarios, (A) que lava dos carros en una
hora y (B) que lava una carro en una hora. Cierto dia se les solicito lavar una

carro entre los dos. ;, Cuanto tiempo gastaron?

1.2.- En un lavadero de carros hay dos operarios, (A) que lava un carro en dos
horas y (B) que lava un carro en una hora. Cierto dia se les solicito lavar un carro
entre los dos. ;Cuanto tiempo gastaron?

B.1.2.- Las llaves

2.1.- En un estanque de agua se tienen dos llaves si una de las llaves llena un
recipiente en una hora y la otra llave llena el mismo recipiente en media hora, al
colocar las dos 1laves al llenar dicho recipiente,jcuanto tiempo gastaran?.

2.2.- En un estanque de agua se tienen tres llaves, una de la llaves ilena un
recipiente en dos horas, la segunda llave llena el mismo recipiente en hora y
media, y la tercera llave llena el mismo recipiente en una hora, al colocar las tres
llaves el mencionado recipiente ;cuanto tiempo gastaran?.

B.1.3.- El muro

Se quiere construir un muro el cual si se construye con ladrillos se necesitan 600
y si se construye con bloques se necesitan 200. Ahora si se quiere construir el
mismo muro colocande un ladrillo y un bloque intercaladamente, ;Cuantos
ladrillos y cuantos bloques se necesitan?.

B.2 De conteo combinatorio

B.2.1 Saludos
Se encuentran 17 personas en un mismo lugar. ;Cuantos saludos se dan?
B.2.2 El campeonato de futbol

En cierta ocasion se organizé un campeonato muy singular, donde todos jugaban
contra todos, una sola vez, en ¢l mismo campo (cancha) ;Cuéntos partidos se
jugaron, si el namero de equipos fue 237

B.2.3 Las diagonales

W
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. Cuéntas, diagonales se pueden trazar dentro de un heptagono?

Las actividades aplicadas durante esta fase ya se habian presentado en otros momentos
en las dinamicas cotidianas de clase y de alguna manera ya se tenia un indicio de las
que nos podrian servir, sin embargo las observaciones puntuales que aqui se proponia
no se habian realizado, por lo tanto fue necesario de nuevo su aplicacion en este
momento de una manera mas sistematica.

Las soluciones elaboradas por los estudiantes se pueden apreciar en el anexo uno de este
informe, en cual podemos visualizar la forma como se recogieron lo datos asi como la
riqueza de los mismos.

3.2.2 Aplicacion Actividades

Al definirse las familias de problemas y sus miembros se procedi6 a aplicarlas en los
cursos: Sexto grado (nivel 8), 17 estudiantes con un promedio de edad entre los 12 afios,
séptimo grado (nivel 9), 24 estudiantes con un promedio de edad entre los 13 afios,
grado octavo (nivel 10), 32 estudiantes con un promedio de edad entre los 14 afios y
noveno grado {(nivel 11), 34 estudiantes con un promedio de edad entre los 15 affos. Esta
segunda fase se realizo en ocho meses.

Durante esta fase, se realizaron distintas actividades:

a. Con los datos obtenidos en la prueba piloto fue posible la reflexion analitica de
algunos conceptos: La idea de modelo matematico y la fuente de los modelos desde
algunas formas y acciones del pensamiento matematico.

b. Fue el analisis de los datos de la primera fase que fue posible plantearnos otras
preguntas;  ; Cual es el papel del maestro?, ;Que influencia tiene éste en los
procesos de validacion de los grupos?, ;En qué momento deja de ser indispensable
el maestro? ;Cémo se altera el proceso de resolucion de los estudiantes cuando el
maestro, sugiere, insinita y organiza los datos obtenidos por los mismos estudiantes?
o ;Qué sucederia cuando el maestro no lo hace?. Para poder dar una mejor respuesia
a estas preguntas se propuso plantear a todo los niveles un nuevo problema:

» El problema de los niimeros impares: ;Cudl es la suma de los primeros 25
nimeros impares? ;Cuanto es la suma de los primeros » nimeros impares?.

¢. Con respecto a los problemas de proporcionalidad de manera muy particular
surgieron dos preguntas: ;Qué tanto influye la forma en que se plantea el problema,

W
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para la generacién de las soluciones, uno partiendo de la hora y otro a partir de la
cantidad de carros? y ; Es posible que se utilicen las mismas estrategias al plantear
problemas con distinto enunciado pero con la misma relacion?. Para contestar estas
preguntas s¢ plantearon a los grados sexto y séptimo, dos nuevos problemas ademas
de lo que ya se habian seleccionado:

e Descargando camiones: Juan David descarga un camién en una hora,
Alejandro descarga 2 camiones en una hora. Cudnto tiempo demora
descargando un camion, trabajando juntos?.

« Donde se encuentran:

C] ) CZ
& P —
| |
- [
A B

» En el punto A se encuentra el carro Cy_
> En el punto B se encuentra el carro Cy,
» El carro C; demora 1 hora en recorrer la distancia A y B.
> El carro C; demora 2 horas en recorrer la distancia By A.

Si los dos carros C; y C; parten al mismo tiempo desde sus respectivos
lugares y en direcciones contrarias.,Donde se encuentran?

La segunda fase, al igual que en la primera, al momento de aplicar las actividades se
contd con observadores participantes quienes se encargaron de registrar por medio de
grabaciones magnetofonicas y cuadernos de campo las intervenciones y elaboraciones
de estudiantes y profesores titulares inclusive la de ellos mismos, al momento que se
realizaba las soluciones a los problemas propuestos.

3.2.3 Elaboracion Conceptual

Esta fase abarca la totalidad del tiempo de la investigacion es decir quince meses, ya
que a medida que se iba desarrollando el proceso investigativo se realizaban reflexiones

%
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tedricas que en primeta instancia orientaban las acciones reatizadas en una instancia
permitan el andlisis y la teorizacion sobre los datos que se obtenian.

Es factible afirmar que la elaboracion conceptual surge en el momento que el grupo de
maestros investigadores, reflexionan sobre su practica y es a partir de alli que se
plantean problemas con preguntas muy puntuales que orientan acctones — muy
particulares que a conducido a elaboraciones relacionadas con: (a) La estructura de la
clase cuando gira en tormo al pensamiento matemético (b) Los procesos de validacion
generados por los grupos de estudiantes, (c) ta multiplicidad det pensamiento de los
nifios y el descubrimiento de patrones, (d)Algunas formas y acciones del pensamiento
matematico v (d) El papel del maestro en los procesos de elaboracion y validacion de
soluciones elaboradas por los estudiantes.

Sin duda alguna a lo largo de este proceso se fue transformando algunas de nuestras
concepciones, como es la posibilidad de la construccion de modelos matematicos en el
contexto de la clase y no es que coloquemos en tela de juicio la capacidad de los
estudiantes para adelantar procesos de modelaje, el inconveniente radica en una
conceptualizacién precisa de lo que significa modelo matematico. Sin embargo, durante
la segunda fase, nos aventuramos a elaborar una aproximacién a lo que podria ser: “A
nuestro parecer la construccion de modelos matemdticos en e auda de clase, sin
embargo, estd ligada a la necesidad que existe de anticipacion, que es posible en tanto
se construyen regularidades, se identifican patrones (caracteristicas propias del
pensamiento matemdtico) que permiten establecer procesos donde se puede determinar
el calculo de un valor y la descripcion de una situacion en contextos matemadticos, que
se puede enunciar simbdlicamente (forma sintdctica) o mediante la descripcion de un
procedimiento (caminos)”. Al no estar completamente convencidos sobre nuestra idea
de modelo matemético y siendo conscientes de que requiere mayor elaboracion, se opto
por trabajar y conceptualizar, a nuestro juicio, sobre algunas de sus caracteristicas: (a)
La construccion de patrones y la identificaciéon de regularidades, (b) La necesidad de
anticipacion y explicacion (c) La matematizacién de la experiencia (d) La elaboracion
de estrategias y procedimientos. Y (e) Los procesos de generalizacion y el trabajo con
familias de problemas.

Con respecto a las fuentes de los modelos, nos referimos ahora, a las acciones y formas
de! pensamiento que hacen posible la elaboracion de soluciones enmarcadas dentro de
las caracteristicas, arriba mencionadas. En la segunda fase ya menciondbamos que era
evidente la diversidad del pensamiento y que por lo tanto era posible encontrara en
grupo de estudiantes de la misma edad y curso, inclusive con la misma formacion
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matematica, al momento de plantearies un problema encontrarnos con diversas
soluciones correctas, como es el caso de los problemas de proporcionalidad donde se
pudo identificar formas de pensamiento aditivo, multiplicativo y proporcional y en los
problemas de conteo acciones del pensamiento como la recurrencia y el establecimiento
de correlaciones.

Por ultimo y de manera consiente reconocemos que aun hace falta mucho por construir
conceptualmente en esta investigacion y aun mas en este campo de investigacion,
hecho que nos motiva a seguir emprendiendo busquedas  que apunte a elaboraciones
mas precisa que permitan la transformacion de la practica docente donde sean mas
6ptimos los procesos de aprendizaje y de formacion del ser de nuestros estudiantes.

3.3 DINAMICAS QUE SE CONVIERTEN EN RUTINAS

El grupo conformado por asesores, maesiros investigadores, auxiliares de
investigaciones y estudiantes fueron protagonistas que se desempefiaron de la mejor
manera gracias a dindmicas cotidianas de los maestros de la EPE, es decir que hacen
parte del contexto de trabajo, que fueron transformadas y altamente enriquecidas con
los aportes de cada uno propiciando asi que el proceso investigativo estuviera latente en
la vida de cada cual de la institucion.

Estas dindmicas se han caracterizado por ser momentos de encuentro donde la
elaboracién de cada protagonista es escuchada, valorada y discutida con el fin de
realizar una construccion colectiva del conocimiento, generando asi valores tan
importante como: el respeto, el reconocimiento del otro, la construccion de la confianza
en si mismo y en el otro, la solidaridad y el trabajo en colectivo. Algunas de estas
dindmicas son:

3.3.1 Asesorias

Esta dinamica es una de las establecidas por el grupo de maestro EPE ya que
semanalmente se encuentran, dos horas a la semana para discutir, analizar y adelantar
reflexiones sobre sus practicas cotidianas. Sin embargo a proposito de la investigacion
estos momento de encuentro fueron intervenidos por la presencia de los auxiliares de
investigacién. En cuanto a los asesores generalmente asisten ya que estos son maestros
de la escuela.
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En este espacio las discusiones giraban en toriio a tres aspecios: (a) El analisis de
fuentes tedricas a proposito de los temas de investigacion, (b) La socializacién de lo
acontecido en las aulas de clase v (c) a la planeacion de las acciones a realizar en las
aulas. Dichas discusiones eran seguidas muy de cerca por los auxiliares de investigacion
tomando atenta nota, realizando grabaciones magnetofénicas y en algunas ocasiones
participando activamente con sus ideas y argumentos, en ultimas, todo resultaba
sistematizado en relatorias escritas’.

Pero, las asesorias han venido trascendiendo este espacio de reunién y los
protagonistas, asesores y maestros investigadores se han encontrado con otros maestros
y han compartido sus experiencias aun més, han asesorado proyectos de INNovacion
que se adelantan en casi 20 colegios del distrito, todo esto en marco del Programa de
Formacion Permanente de Docentes que se adelanta con la secretaria de educacion . A
pesar de salirse del espacio que se ha llamado asesoria, el trabajo de acompafiamiento
que alli se hace esta sustentado en gran parte por las reflexiones que en este espacio se
realizan por los maestros de la EPE..

3.3.2 Clases

La dinamica de la clase se puede resumir en cuatro momentos: (1) El planteamiento del
problema, (2) La elaboraciones de soluciones, (3) Discusién general en grupos
(Socializacion) vy (4) Resultados de la confrontacion (De manera mas extensa se puede
apreciar la estructura de la clase en el articulo de Janeth Malagon y otros que acompatia
este informe).

Los protagonistas de esta dinamica fueron: los estudiantes, auxiliares de investigacion y
los maestros investigadores. Con respecto a los estudiantes, a pesar de la presencia de
los auxiliares de investigacion, de las grabadoras y las constantes preguntas que no
venian solo del maestro, sobre su trabajo, lograron adaptarse muy ficilmente inclusive
ya era cotidiano para ellos mas de una persona pendiente de las cosas que hacian. Los
auxiliases de investigacion trataron de capturar los cuatro momentos de la clase
valiéndose de grabadoras y cuaderno de campo que muy cuidadosamente llevaban. Los
maestros a la expectativa de las cosas que sucedia en la clase en su generalidad y
propendiendo a que se orientara el trabajo en pro de permitir a los estudiantes expresar
sus elaboraciones y de lograr consensos entre ellos, que pudieran caer en cuenta que el
trabajo realizado podia convertirse en trabajo mancomunado donde todos y cada uno
tiene algo que aportar.

? Ver anexo 2, Relatorias de Asesorias
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Las acciones realizadas en clase, en su gran mayoria se havian planeado o concertado en
la asesoria, por ejemplo, que problema plantear, que cosas observar, inclusive que
orientaciones dar a los estudiantes para elaborar sus soluciones, sin embargo y de
manera alentadora siempre las cosas que sucedian en la clase, transcendian lo dicho en
la asesoria y en muchas ocasiones tuvimos que retomar lo sucedido en clase para
replantear lo planeado. La antertor dindmica se¢ convertia en un proceso que se retro
alimenta y que nos permite afirmar que tanto clase como asesoria se complementan y
enriquecen en la medida que el nexo entre las dos sea en pro de reflexionar sobre la
practica y realizar una practica reflexiona y reflexiva, siempre buscando asi un equilibrio
dinamico donde la practica y la teoria sean posibles de transformar.

Estamos convencidos que estas dinamicas transcienden, aun mas, los espacios y
momentos que se ticnen establecidos ya que maestros inquietos se encuentran a
compartir las cosas que los sorprenden, que les llega a su intimo profesionalismo, en
otro espacio, por eiemplo, en la cafeteria, al caminar por ¢l bosque, 0 una conversacion
desprevenida a la hora de parque. Es la conversacion entonces elemento importante en
la construccion del conocimiento del maestro ya que es con base en lo que cuenta el otro
y en su experiencia que arma su estructuras mentales que le permiten cada dia pensar
una clase distinta un mejor clase.

4. RESULTADOS

Cuando se quiere llegar a algin lugar no sabemos si llegaremos y como llegaremos,
ademds de los caminos que hay que recorrer. Pues bien, €l caso de nuestro proyecto no
es la excepcion, puesto que al plantearnos unas metas al comienzo seguramente no
logramos llegar a ellas, sin embargo surgieron cosas que no se nos habia pasado por la
meite. Por lo tanto en iérminos de Bateson lo mas imporiaite para nosotros €s lo que ¢l
denomina como deutero - aprendizaje, es decir, todo eso que logramos encontrar en el
camino hacia una meta y que no nos habiamos propuesto.

Entre muchas circunstancias que surgieron en la consecucion del proyecto, fueron
relevantes situaciones, que si bien es cierto, estan presentes de manera inherente a la
construcciéon de conocimiento matematico alrededor de la busqueda de soluciones a
situaciones probleméticas en contextos matematicos, unas fueron mas relevantes que
otras. Entre otras podemos citar las siguientes:
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4.1 VALIDACION

Dentro de la dinamica de resolucion de problemas la validacion como elemento esencial
hacia 1a construccién de soluciones por parte de un grupo. Las discusiones
multidireccionales, es decir, todos discuten con todos y todos son escuchados por todos,
permite que sea el grupo quien decida de manera auténoma cuando se ha construido
realmente una solucién, y todos y cada uno de sus iniegranies sientan que los roles
claramente marcados en la escuela tradicional no son precisamente determinantes en el
momento de tomar decisiones que afecten de manera importante ¢l desarrollo de ésta
dinamica, sino m4s bien el poder de decision puede compararse a una democracia; todos
sus integrantes tienen la posibilidad de reafirmar o refutar todos y cada uno de los
argumentos discutidos a partir de la experiencia individual, de las interacciones de los
srupos, de las formas como cada individuo asume la situacién problematica, y también
un elemento fundamental para la construccién de la validacion es el sentido comun.
Ahora bien, la cuestién democratica no se refiere a la decision tomada por una mayoria
asi no este bien, mas bien el poder recae sobre los argumentos que presenten menos
contradicciones, y es en ese momento en que la gran mayoria detecta esa situacion. Por
lo tanto, la validacién como construccién colectiva permite entre otras cosas mantener al
grupo reunido en pro de un propbsito, de igual manera adquieren sentido todas las ideas
que surjan, puesto que todas y cada una de ellas puede servir como puntos de partida
hacia e} objetivo propuesto, y por ésta razon se genera un respeto profundo por todos y
cada uno de los integrantes del grupo.

4.2 RECURRENCIAS Y CORRELACIONES. HACIA UNA
CARACTERIZACION DEL PENSAMIENTO MATEMATICO

Al pensarse la clase en entorno del desarvollo del pensamiento matematico de los mifios,
es evidente la necesidad de saber que caracteristicas tiene dicho pensamiento. A largo
del presente proceso investigativo se ha podido colocar en claro que posee al menos una
accion que es las recurrencias y un reto que es establecer correlaciones.

Las recurrencias es una accién propia de! pensamiento en general, ya que se basa en
experiencias anteriores para construir nuevas experiencias que es lo mismo que decir
que el nifio sabe nuevas cosas a partir de las cosas que sabe o que se construye
conocimiento con base en conocimiento ya construido. Pero esto no es simplemente un
enunciado tedrico, se ha podido evidenciar que al momento de solucionar problemas
matematicos los nifios realizan acciones recurrentes, inclusive plantean soluciones
iterativas donde toman valores anteriores para poder anticipar los siguientes.
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Establecer correlaciones, es un reto que se tmpone el pensamiento, podet escoger dos
variables o0 sucesos y buscar su relacion en un mar de posibilidades tratando de
encontrar siempre la mas probable es todo un reto y todo por Ia necesidad de anticiparse.
Cuando los estudiantes elaboran soluciones a problemas matematicos establecen
correlaciones que son en ultimas las que les permiten llegar a una solucién que en
muchas ocasiones se puede generalizar para cualquier caso o valor que se quiera
determinar. Es posible que es mediante este reto, en el momento que se vuelve un
accion consiente, que sc puede hablar de la posibilidad de comprender y construir
funciones.

Creemos, entonces, que las actividades de matemdticas que se proponen a los
estudiantes deben permitir el desarrollo de estas caracteristicas del pensamiento
matemético y una de las formas es propiciando que ellos mismos elaboren sus propias
soluciones ya que a nuestro parecer, esto no puede ser ensefiable pero si puede ser
aprendido.

4.3 LA MULTIPLICIDAD DE LOS PATRONES Y LA
INAGOTABILIDAD DEL PENSAMIENTO

Con respecto a los procesos de claboracion de patrones vy a las caracteristicas de ellos en
el articulo La multiplicidad de los patrones y la inagotabilidad del pensamiento, nos
aproximamos a una taxonomia de las fuentes de los patrones que inventan los mifios en
un caso especifico, que denominamos el salto de la rana. El ejercicio que resuité de
inventar generalizaciones para establecer la solucion al juego para cualquier nimero de
fichas, se convirtié en una mina inagotable de propuestas. En el escrito se recuperan 13
soluciones de las mas de 25 que han sido planteadas por los nifios, con ellas es suficiente
para ilustrar cuatro origenes de los patrones que se proponen:

Organizacion espacial de los nimeros.- En estos casos se organizan los numeros
espacialmente (geométricamente) con un orden que se va explorando hasta establecer si
es conveniente 0 no. A partir de esta organizacion s¢ tratan de defimir patrones y
relaciones entre las dos columnas (N, numero inicial de fichas y Y, niimero minimo de
movimientos).

Respuestas que se basan en la recurrencia (iteratividad).

Respuestas que surgen de un juego de posibles combinaciones de los numeros y de
operaciones entre ellos, a partir de! conocimiento de unos cinco casos particulares.
(Recordemos que el término general que se enuncia en cada caso es una ¢laboracion de
los maestros).
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Casos en que el Y (nimero minimo dc movimientos) se “valida™ porque el proceso
mediante el cual se obticne sigue ciertos patrones de simetria y de recurrencia.
Asi como para algunos, los modelos de explicacion cientifica, que inventan los nifios
estructuralmente son muy parecidos a los modelos que inventan los cientificos, también
en este caso, se podrian elaborar analogias entre los procesos que orientan a los nifios en
la invencion de patrones, con ciertas generalizaciones que se han presentado en la
historia de la matematica. Este punto es analizado superficialmente en el texto, es un
asunto que podria dar origen a otros proyectos de investigacion.

Desde el punto de vista de nuestro proyecto, o que parece ser claro es que el proceso de
modelizacion no es de descubrimiento, sino de invencion. En ese sentido afirmamos que
los patrones mas que ser formulaciones que hay que descubrir son elaboraciones
mentales que se hacen visibles como un descubrimiento cuando se ha inventado una
forma de mirar. Y, como resultados para tener en cuenta en el aula de clase, afirmamos
lo siguiente.

Que los estudianies no solo piensan, sino que sus formas de pensamientc son muy
complejas y efectivas.

Que los patrones que se construyen dependen de las herramientas matematicas que se
poseen.

Que no-solo es posible sino mas interesante inventar la matematica en el aula, que
resignamos a repetir unas matematicas establecidas.

Otro elemento interesante que podria suscitar no solamente investigaciones puntuales,
sino transformaciones en el aula de clase es el estudio de los procesos de
matematizacion. Es posible que las orientaciones pedagogicas se deriven mas de un
estudio de lo que sucede en el aula cuando los nifios transforman sus acciones en
operaciones mediados por herramientas figurativas, dibujos, diagramas o
consideraciones estéticas, que de implicaciones derivadas del campo disciplinario.

4.4 LA ESTRUCTURA DE LA CLASE CUANDO SE PROPICIA EL
PENSAMIENTO

Para propiciar que los estudiantes presenten evidencias de pensamiento y construccion
de conocimiento, es necesario que la estructura escolar y en particular el espacio de
clase 1o posibiliten. En consecuencia proponemos una metodologia de trabajo de aula

en la cual se tengan presentes cuatro momentos, a saber:
1) Planteamiento del Problema: Momento inicial en el cual se plantean actividades
desencadenantes que generan pensamiento en los estudiantes.

w
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2) Elaboracion a candidatos a solucién: En pequefios grupos de trabajo y
ocasionalmente de manera individual, los estudiantes se embarcan en la basqueda de
soluciones al problema planteado.

3) Discusién general en grupos: Las propuestas que se logran en los grupos, y que
sintetizan una alternativa, se someten a discusion en el grupo general, constituido por
todos los estudiantes. En este momento se presentan exposiciones, argumentaciones,
intentos de pruebas validatorias, preguntas, etc. Entre los integrantes del grupo que
como los colectivos de una comunidad académica someten a consideracion ia propuesta
de un miembro de ella.

4) Resultados de la confrontacion: Esta actividad se concreta luego en una
confrontacién de la hipétesis con la realidad que ha sido construida por todos. El
resultado de esta confrontacién conduce bien a una reformulacion del problema inicial
(o reinterpretacion) o una aceptacién de la resolucién como solucién al problema.

A partir de esta forma de trabajo, creemos que de una manera simultanea se evidencian
transformaciones del pensamiento que conducen a que los estudiantes emprendan
busquedas de generalizacion que resumimos en los siguientes pasos:

1)Comprension del problema: A partir de representaciones graficas o concretas,
relacionan los términos del problema en situaciones que pueden manipular.,

2) Resolucién de situaciones particulares: Primera interpretacién que se asocia con
registros numéricos ¢ procedimientos matematicos, para casos puntuales.

3) Primer nivel de generalizacion: Es el paso que hay de ver la situaciébn como un caso
particular, a verla de una manera general que puede identificarse por patrones de
regularidad.

4) Segundo nivel de generalizacion: Este nivel se logra cuando se proponen situaciones
que hacen parte de familias de problemas que guardan estructura similar a las trabajadas
previamente y permiten aplicar soluciones que se han construido en situaciones
afiterrores.

Estas dos secuencias se ejemplificaron a través de un seguimiento paralelo a
resoluciones presentadas por los estudiantes en este proceso de investigacion, tomando
como referencia problemas de conteo y de proporcionalidad. También se caracterizaron
tres familias de problemas:

1) Problemas de conteo: en las cuales los estudiantes identifican variables que les
propone “unificar la metodologia de resolucién” y que responden a la pregunta
¢, Cuantos?

2) Problemas por patron de regularidad: Situaciones similares que se resuelven a partir
de un mismo patrén de regularidad. Por ejemplo. Problemas de combinatoria.

3) Familias de problemas por la accion de resolucion: Probiemas de proporcionalidad.
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3) Primer nivel de generalizacion: Es et paso que hay de ver la sttuacidn
como un caso particular, a verla de una manera general que puede
identificarse por patrones de regularidad.

4) Segundo nivel de generalizacion: Este nivel se logra cuando se proponen
situaciones que hacen parte de familias de problemas que guardan estructura
similar a las trabajadas previamente y permiten aplicar soluciones que se han
construido en situaciones anteriores.

Estas dos secuencias se ejemplificaron a través de un seguimiento paralelo a
resoluciones presentadas por los estudiantes en este proceso de investigacion,
tomando como referencia problemas de conteo y de proporcionalidad.
También se caracterizaron tres familias de problemas:

1) Problemas de conteo: en las cuales los estudiantes identifican variables que
les propone “unificar la metodologia de resolucion™ y que responden a la
pregunta ;,Cuéntos?

2) Problemas por patron de regularidad: Situaciones similares que se
resuelven a partir de un mismo patrén de regularidad. Por ¢jemplo. Problemas
de combinatoria.

3) Familias de problemas por la accién de resolucion: Problemas de
proporcionalidad.

Finalmente, el articulo pretende mostrar evidencias de que los estudiantes
construyen modelos de explicacion e inventan modelos de generalizacion

4.5 EL ROL DEL MAESTRO EN UNA CLASE DE
MATEMATICAS DIFERENTE

Son varias las quejas e indicios que cuestionan el hacer de los maestros en la
escuela, en particular de los maestros de matematicas. Pero los maestros no
son ajenos a estas deficiencias y quejas de la deficiente calidad de la
educacién matematica.

Con el animo de asumir esta problematica el maestro intenta caminos y
secuencias de clase que apuntan a construir conocimiento en los muchachos y
de su hacer en la clase; en ocasiones en forma solitarta y silenctosa y otras de
forma colectiva y con el apoyo de instituciones que financian sus iniciativas.
Es de anotar que el maestro siempre actia de forma honesta y hace lo que
hace y como lo hace de acuerdo a las concepciones que orientan éste quehacer
(Concepciones de disciplina, de individuo, institucion escolar, clase, y
relacion escuela — sociedad, entre otros).

W
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Cabe anotar que la construccion de equipos se da en el acto de compartir los
haceres y preocupaciones que s¢ generan en nuestra cotidianidad como
maestros. En este sentido, la prictica del profesor de matemdticas que trabaja
a nivel de la educacién basica y actiia como investigador en el proyecto de
investigacion financiado externamente (IDEP 2.002 - 2.003) al grupo de
matematicas de la Escuela Pedagogica Experimental. Desde una perspectiva
de caracter participativo por que se orienta no solo a la comprension sino al
mejoramiento de la practica docente y en los que se desarrolla procesos de
accién conjunta del grupo de profesores investigadores posibilitando una
reflexion sobre la practica y una practica reflexiva.

La clase de mateméticas (Segura D., y Romero, J., 1992) que adelantan los
profesores investigadores no se aparta de la dinamica permanente de la
escuela, es decir, aspectos como ta autonomia, heterogeneidad, 1a conftanza,
el conflicto como motor de situaciones pedagogicas y las interacciones socio-
afectivas que se dan en los grupos de trabajo, son entre otros aspectos que se
evidencian en el aula cuando se abordan las actividades o problemas
matematicos que se plantean (Malagén Iy otros 2.002).Es de resaltar que la
clase de matematicas en la EPE se inscribe en una exploracién constante que
por mas de veinte y cinco afios intenta dar cuenta del aprendizaje y su
ensefianza bajo dinimicas de reflexién y construccion diaria que no se limitan
a la repeticion de algoritmos sino a la investigacién en el aula, generando en
su devenir procesos de autoformacién y consolidacién de la propuesta.

El rol del profesor en la clase de matematicas en la EPE como todas las clases
en la EPE, esta supeditado al caracter formativo de situaciones o conflictos
que trascienden el marco de los cursos especificos. En este sentido el maestro
de matematicas asume roles pedagogicos que tienen que ver con el
compromiso, la pertenencia a 1a escuela bajo la discusion de asuntos de interés
comin; dado que no hay manuales ni reglamentos mediante los cuales los
grupos se regulan, el maestro debe asumir el liderazgo en la construccion de
un ambiente de trabajo propicio para la resolucion de problemas.

Las acciones recurrentes y sus caracteristicas en la cual se estructura ia clase
de matematicas en la EPE, son desarrolladas mas ampliamente por el equipo
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W
(Malagon J. Y otros 2.003) en un articulo que hace parte del informe final det
proyecto de investigacion en mencion.

Es indudable que el maestro en la escuela genera un ambiente ligado a sus
concepciones y experiencias entorno a la matematica, los estudiantes y a la
educacién en general. Ambiente que genera unos aprendizajes ligados a
propositos explicitos por parte del maestro y otros no tan explicitos, ligados al
desarrollo de la clase: la concepcion de matematica, maestro, clase, escuela y
estudiante entre otros. Los primeros, que sirven para efectos de la escuela,
pueden olvidarse, los otros, los que se viven en la clase, duran para toda la
vida.

Si la clase de matematicas se centra en la transmisién de informacién
procedimientos y contenidos teméticos se dibujan unas rutas pedagogicas de
las mateméticas muy bien definidas’ en las que el maesiro se desempefia como
ensefiante (Andrade L., y otros 2003). Si la clase se centra en la solucion de
problemas que se asumen de forma colectiva sin motivaciones externas
(notas), sino bajo solo el placer de conocer y enfrentar retos disciptinares, el
papel del maestro se transforma de un ensefiante a un acompafiante, que incita
con sus preguntas e intervenciones a que ¢l reto se asuma y se de de la mejor
forma. Esto lo hace miembro del colectivo, es un maestro que aporta
elementos claves para desatascar, para seguir hilos de pensamiento, para
reconocer, o provocar bajo razonamientos por ¢l absurdo la emergencia del
error, y con éste espacios de aprendizaje en donde las matematicas se “hacen”
y se aprenden en este hacer.

El rol del maestro en la clase de matematicas es fundamental pues es €l quien
determina en gran medida, desde sus concepciones, sus saberes experienciales
y de contexto, el ambiente de aprendizaje que se da en ¢sta. Es posible que la
clase se centre en la presentacion de contenidos y procedimientos matematicos ‘
sin que exista una justificacion matematica de fos mismos y en la que no se
puede establecer conexiones con otros campos conceptuales o disciplinares
(Andrade L. y otros, 2003), y en este caso el papel que desempeifia el maestro

4 Yer articulo; Rutas pedagogicas de las matematicas en coltegios de Bogota. En magazin Auia
Urbana N 42 Pag 4,5 y 20, elaborado por el equipo “una empresa docente” de la universidad de
los Andes; asi como las elaboraciones del grupo “Pretexto” de la Universidad Distrital.
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(con todos los intentos que hace por mejorar sus clases y las dificuttades que
ello implica), es el de ensefiante.

Transformar estas practicas implican procesos concretos de reflexion sobre la
clase de matematicas, asi como la implementacion de unas practicas
reflexivas. Estos procesos centrados en el hacer diario del maestro, son los que
posibilitan transformaciones conscientes € inconscientes de las concepeiones
del docente. Cuando la clase como un ambiente colectivo que se autoorganiza
entorno la resolucion de problemas, en donde se respira un ambiente para que
los estudiantes aprendan de sus vivencias bajo intercambios dialogicos entre
estudiantes v el profesor, en el que se procura como meta mas la construccion
~det  pensamiento matematico que la repeticion de algoritmos y
procedimientos; el papel del maestro en este contexto, como parte del
colectivo se da en términos de acompafiar procesos de formacion de los
estudiantes. Este ambiente posibitita que:

e El maestro estd mas interesado en promover el pensamiento de los estudiantes
que en la repeticion de algoritmos.

e El maestro promueve las interacciones entre los estudiantes en los procesos de
validacion.

e Se valore el error y la equivocacién como puntos de partida y fuentes para el
aprendizaje.

e Se asume las diferentes formas de solucién al problema como posibilidades,
omitiendo la descalificacion.

Este rol implica intencionalidades que propenden por la construccion de
miradas y razonamientos en los estudiantes, bajo procesos de exploracion ante
problemas que se¢ asumen como grupo. Las interacciones que s¢ dan con el
maestro y en general con la clase pretenden incitas, orientar, construir, crear
razonamientos en los estudiantes, en espacios de argumentacién colectiva que
se constituyen en instancias de validacion.

En un ambiente de clase el maestro acompafiante propende y logra:

» Un acercamiento afectivo de los estudiantes a la disciplina del
conocimiento en tanto se encuentran soluciones genuinas a los problemas

W
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que se trabajan que abarcan campos y COneXiones que no s¢ encuentran
escritas en ningln texto de didactica de las matematicas.

» Una construccién del otro en colectivo, en tanto las dificultades y
soluciones que encuentran otros son valoradas por quicn se ha embarcado
en biisquedas similares. Aqui emergen dimensiones de los otros que antes
no existian. Una construccion de si mismo en tanto la exploracién permite
confianza en la construccion de argumentos que ponen de manifiesto que
el conocer, el pensar es posible.

Cabe anotar que la reflexion de colectivos de maestros en torno a sus practicas
es un camino que permitird la creacién e implementacion de unos curriculos
centrados méas en los contextos y posiblemente en la construccion de
pensamiento matematico de los estudiantes.

4.6 COMPROMISO POR PARTE DE LOS ESTUDIANTES
FRENTE A LAS SITUACIONES.

Cuando un estudiante siente que sus aportes son importantes en la realizacion
de un obietivo, se generan trasformaciones positivas, permitiendo apropiarse
de la situacion, desde un punto de vista reflexivo, dejando de lado la actitud
repetitiva generada en un contexto tradicional. Los estudiantes pierden el
miedo a cometer imprecisiones, puesto que el objetivo principal es la
basqueda de soluciones a los problemas propuestos, sin convertirse en una
competencia que determine quien gana y quien pierde. Asi que se asume el
compromiso como una busqueda colectiva, en donde quien realmente gana, si
hay un ganador es el grupo como tal.

El compromiso adquirido por parte de los estudiantes va mas alla de las
imposiciones externas realizadas por quien propone el problema. Tiene que
ver con ¢l compromiso consigo mismo, adquiriendo catacteristicas de reto que
impulsan a los individuos a la busqueda, y cuando se consigue desarrollar
estos estados las recompensas pierden toda su fuerza condicionadora. Aqui
vale comentar una breve anécdota que sucedié en un colegio oftcial de la
ciudad de Bogota. A comienzos det afio 2003 el maestro propone un problema
llamado pentomind, en el cual en primer lugar lo que hay que hacer es la
construccion de las fichas que componen el juego, y posteriormente
desarrollar una serie de ejercicios que tienen que ver con la realizacion de
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ciertas figuras en las cuales se evidencian simetrias, proporcionatidad,
semejanzas, entre otros conceptos de geometria. Pues bien, si se lograron
hacer algunas cosas que no fueron mas all de lo propuesto por el maestro no
se hicieron mds. Al finalizar el afio se acerca uno de los estudiantes del curso
y el dice al maestro que si le soluciona, y mas aun si se inventa algunos
problemas cuanto ganaria en dinero, el maestro quien le dice que esta
dispuesto a pagarte por hacer lo que el estudiante propone llegan a un acuerdo.
Pasados unos tres dias ¢} estudiante trae los problemas que habia prometido y
se los muestra al maestro, haciendo el cobro correspondiente, y el maestro lo
motiva para que siga investigando prometiéndole otra apuesta, y pasados otros
dos dias efectivamente el estudiante trac mas soluciones. Lo interesante de
esta anécdota es que en muchas ocasiones las motivaciones para realizar
algunas acciones estan mas alla de la actividad misma, independiente de las
capacidades de los individuos que se comprometen € realizarlas. También se
evidencia que la socicdad en la cual estamos los individuos actaan tinicamente
si logran un beneficio sea cual sea.

Al parecer el muchacho de la anécdota actué motivado unicamente por la
ganancia econémica que podria obtener en la realizacién de las soluciones. De
pronto ¢l muchacho gané algunos pesos, sin embargo no gano en algo mucho
mas importante que era la capacidad de comprometerse sin tener la necesidad
de obtener una ganancia concreta.

4.7 CONSTRUCCION DE UN LENGUAJE UNIFICADO A
PARTIR DEL LENGUAJE NATURAL DE CADA UNO DE
LOS INTEGRANTES DEL GRUPO.

El grupo cuando se encomienda en la bisqueda de soluciones encuentra
diversas formas de comunicarse. Una de las formas mas frecuentes es el
lenguaje comin que en ocasiones puede ser coloquial, sin embargo ese
lenguaje para ser un elemento de construccién de conocimiento debe asumir
caracteristicas que permitan cierta precision. Ahora bien, las caracteristicas de
precision pueden ser tomadas de la sintaxis matematica, adquiriendo sus
significados a partir de la discusién y la reflexion alrededor de las situaciones
probleméticas. Por lo tanto, los simbolos matemdticos y la consistencia interna
de los argumentos permiten ia construccion de un lenguaje que sea manejado
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e
por los integrantes del grupo, generando criterios que evidencian las posibles
contradicciones o aciertos.

Ahora bien, el maestro en la construccion de un lenguaje unificado juega un
papel importantisimo, puesto que pucde considerarse como puenie y no como
la fuente del lenguaje a construir. Los estudiantes a partir de su lenguaje
cotidiano desean expresar sus ideas que fluyen en su pensamiento cuando se
enfrentan a la situacién problemdtica, entonces el maestro puede proporcionar
atgunas formas sintacttcas {conceptos, propiedades, atgoritmos, formas
graficas de representacion, por ejemplo: plano cartesiano, etc) de expresar las
ideas, de tal manera que sean comunicables al interior de una comunidad que
en este caso es una comunidad que se asume dentro de un contexto
matematico.

Queda la idea de saber para qué se quiere la comunicabilidad. Pues bien
cuando es posible generar comunicacion al interior de una comunidad, es
posible generar j0s criterios que permiten determinar cuando hay coherencia o
no de los argumentos, y al parecer cuando se evidencia ¢sta situacién es
cuando los estudiantes sienten que lo que se estd realizando es importante, ya
que en primer lugar es escuchado por un zuditorio que reconoce su
elaboracion, y en segundo lugar esa elaboracion es valorada dentro de la
l6gica construida por el grupo. Por lo tanto, se construye un colectivo social
con un lenguaje unificado a partir de las posibilidades de los individuos.

48 EL “ERROR”, ELEMENTQO DE CONSTRUCCION DE
CONOCIMIENTO.

Historicamente no han existido verdades infalibles a las cuales no sea posible
contradecir por multipies razones. Por que no se ajustan a las condiciones de
la realidad, o a condiciones de consistencia interna a nivel logico — formal. Y
si ésta situacion se ha presentado a través de la historia, y en casi todos los
campos del conocimiento formal y no formal, podemos decir con gran
satisfaccién que el desarrollo de la busqueda de soluciones a situaciones
problemaéticas nos permite vivenciar de manera directa ésta caracteristica de la
humanidad.

La construccion de verdades es en esencia una de las caracteristicas de nuestro
enfoque en la realizacion de dinimicas que giran en tomna a la busqueda de
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soluciones. Las verdades se construyen a partir de imprecisiones, discusiones,
demostraciones, ctc. generando discursos que evidencian el peso de sus
argumentos. Al contrario de la escuela tradicional en donde se castiga
literalmente el error, nosotros creemos gue es uno de los elementos mas
apreciables en nuestras dinimicas, ya que permiten a los individuos hacer
conciencia de lo que estin desarrollando, de modificar sus formas de
pensamiento, y de igual manera de hacer caer en la cuenta a los otros de lo
que pueden estar pensando. En realidad los grupos se construyen asi mismos a
partir de la discusion y la evidencia de las posibilidades de cada uno.

Bien podria ser que los seres humanos evolucionamos en nuestras formas de
pensar, y por lo tanto no podemos pensar que se comenten errores. Lo que al
parecer ocurre s que existen unas formas tipicas de asumir ciertas
representaciones generadas a partir de las primeras experiencias; por ejemplo
en el problemas referenciado en este informe llamado “los lavadores de
carTos”, en una primera instancia un gran nimero de los estudiantes, y
seguramente gran cantidad de individuos utilizan el promedio como
herramienta de solucion. Una situacién interesante surge cuando los maestros
de matematicas no admiten el error en sus estudiantes, o mas bien, las formas
naturales de pensar cuando se enfrentan a un lenguaje tan complejo como lo
es el lenguaje matemdtico, al parecer creen que todos y cada uno de los
individuos deber apropiarse de los mismos conocimientos de la misma
mancra.

4.9 INTERROGANTES QUE PERMANECEN
4.9.1 PENSAMIENTO PROPORCIONAL- PROPORCIONALIDAD

A través de las evidencias proporcionadas por los testimonios realizados por
los estudiantes, logramos observar en alguna medida que al comienzo piensan
en términos de realizar divisiones que permitan encontrar la solucion en el
caso de los problemas denominados como los lavadores de carro I y 1, y el
muro, sin embargo a través del desarrollo de las discusiones logran encontrar
algunas caracteristicas det pensamiento proporcional cuando logran establecer
algunas relaciones. En realidad quedé un vacio en cuanto a la caracterizacion
de un pensamiento proporcional, puesto que al parecer no existe un
pensamiento proporcional de manera clara, lo que hay son lagunas pautas
caracteristicas de dicho pensamiento.
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e — e —————————— e ————— et
Ahora bien, ta proporcionalidad entre magnitudes es definida de la sigutente

5

manera’;

“diremos que dos magnitudes son proporcionales si se puede establecer un
isomorfismo entre sus cantidades f: M — N tal que:

I sia < b implica f (a) < f(b), la relacion de orden es mondtona,
1L yf(a+b)=fla) + f{b), es decir, se conserva el ordeny la suma.

1 Si la magnitud es continua la proporcionalidad f queda
univocamente determinada dando la cantidad homdloga f(a) de una
cantidad cualquiera y en particular las cantidades correspondientes a una
unidad. En efecto si a = r-e entonces f (a) = f(re) = rfie).

Esta definicién es pues una expresion formal que en realidad no corresponde a
las construcciones realizadas por los estudiantes en la resolucion de los
problemas descritos en los anexos. Pues bien, los muchachos logran realmente
es establecer relaciones de igualdad entre las magnitudes con las cuales estan
trabajando; por ejemplo: en el problema del muro cuando expresan que un
bloque es 1o mismo que tres ladrillos, estan describiendo una relacion de

4.9.2 MODELO MATEMATICO

En las diversas discusiones sostenidas al interior del grupo asesor tuvimos
bastantes discusiones a cerca de lo que creimos que era un modelo
matematico. Entre otras cosas que se afirmaron estan las siguientes:

“un modelo matemdtico es una expresion, en donde cada una de las
“variables", se corresponde con un hecho concreto ”

“un modelo matemdtico es una formula matemdatica”

“un modelo matemdtico es una simulacion de la realidad de un hecho a

través de una férmula matemdtica”.

En todo caso lo que queda en el ambiente es que no logramos llegar a una
definicién satisfactoria de lo que consideramos acerca de un modelo

3 FIOL MORA, M® Luisa, FORTUNY AYMEMI, Jospe M® (1990): Proporcionalidad directa. La
Jorma y el mimero. Ed. Sintesis. Espaiia.
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matematico, puesto que el sentido de lo que realizan los muchachos ai parecer
va mucho mas alla de un simple ejercicio, puesto que se entrelazan una
diversidad de variables que son indeterminadas cuando se emprende la
busqueda de soluciones. De igual manera parece que los estudiantes no
construyen modelos matematicos, sino més bien modos de actuar y de
resolver situaciones problemdticas. Y en cierta manera puede ser una ventaja
puesto que no se “cuadricula” el pensamiento de una unica manera,
enriqueciendo las actividades propuestas.

Ahora bien, de todas maneras en la medida que los estudiantes se enfrentas a
ciertas situaciones problematicas, van adquiriendo destrezas que permiten
identificar familias de problemas que son “solucionables” a partir de
algoritmos construidos por ellos mismos, caracteristica esenciai cuando no se
muestran métodos Unicos que soluciones los problemas. cuando los
estudiantes son capaces de desarrollar sus propios algoritmos y ponerlos en
practica aplicandolos a las situaciones propuestas por el maestro, €s alli dondg
podemos afirmar con conocimiento de causa que es posible realizar aportes a
la ciencia matematica desde el trabajo en el aula. Por lo tanto creemos que
cuando lo mas importante es el pensamiento y no la repeticién de lo que ya
ests hecho, hemos avanzado por lo menos un paso adelante.
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LA MULTIPLICIDAD DE LOS PATRONES
Y
LA INAGOTABILIDAD DEL PENSAMIENTO*

Dino Segura, faneth Malagon, Germdn Rayo, J hon Castro, Fabio O. Arcos
Escuela Pedagdgica Experimental

Adhiero al presupuesto de que nuestra pérdida de) sentido de la unidad
estética fue, simplemente, un error epistemolégico. Creo que ese error
puede ser més serio que todas las pequefias demencias que caracterizaron a
esas epistemologias més viejas, que coincidfan en la unidad fundamental.
Bateson, G. 1977, pg.29.

De una manera un tanto irénica, P. Guidoni decia hace unos 15 afios que “los maestros
recientemente han descubierto que los estudiantes piensan”(Guidoni, P. 1989). Guidoni se
referfa en aquel entonces a la avalancha de investigaciones que se habian generado al tomar
en consideracién las formas espontaneas de explicacién de los nifios, sus preteorias,
preconceptos y misconceptions, como se han denominado en inglés (ver por ejemplo,
Novack, J. 1988; Driver, R., 1988), Giordan, 1988, Segura, D. 1982), que condujo ala
corriente constructivista, hoy todavia en boga y que evidenciaban el pensamiento de los
alumnos. Ahora bien, una cosa es aceptar que los estudiantes piensan y, la otra, es organizar
la actividad de clase tomando en cuenta tal afirmacién puesto que es muy fécil aun
aceptando que los estudiantes piensan, “dictar clase’ como si no pensaran. Por otra parte,
si en el 4mbito de las ciencias el pensamiento se concreta en la invenci6n de explicaciones
(Maturana, H. 1996, Russell, H. 1977), nos parece que en las matemaéticas, el pensamiento
es algo que tiene que ver mds con la identificacién, elaboracién o descubrimiento de
patrones, aunque esta opinion tiene validez o aceptacion dependiendo de la idea que se tenga
de lo que son las ciencias y 1o que son las mateméticas. Esta idea de que la identificacion de
patrones se encuentra en el niicleo de la matematica podria proyectarse al dmbito de la
ciencia y, pricticamente a todo acto de conocer, como lo sostiene Bateson cuando desarrolla
su alegato en favor de “la pauta que conecta”, que bien podria enunciarse como el patrén
que conecta, ya que en inglés Bateson lo que escribi6 fue pattern (Bateson, G., 1997) .

Al respecto, podria afirmarse que lo distintivo de la actividad cientifica es la biisqueda de
explicaciones, mientras que en €l centro de la matemadtica, como actividad, se encuentran los
patrones y modelos. (Posiblemente tanto en la una como en la otra se encuentran las
correlaciones, como punto de partida para cualquier bisqueda posterior de patrones o de
explicaciones).

Ahora bien, estas dos actividades y énfasis no han estado divorciadas en la historia de las
ciencias y las matemdticas, recordemos, por ejemplo, cémo en el estudio de la caida de los
graves Galileo encontr§ una salida a una bisqueda de mis de quince afios cuando mostro

* Articulo que forma parte del in forme final del Proyecto de investigacién El modelaje matemitico en estudiantes
de educacién basica: la validacién de los modelos y los procesos de matematizacion de la experiencia, estudio a
partir de dos familias de problemas. Con ¢l apoyo del IDEP.
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que las distancias sucesivas que recorre un cuerpo al deslizarse sobre un plano inclinado en
tiempos sucesivos siguen un orden como los nimeros impares. En otras palabras, sienla
primera unidad de tiempo el grave que cae recorre una unidad de distancia, en la siguiente
unidad de tiempo recorrerd tres unidades de distancia y en la tercera unidad de tiempo, cinco
unidades de distancia.

3 4 unidades de tiempo
1 3 5 7 unidades de distancia

El que las unidades de distancia posean tal patrén puede ser muy revelador si recordamos
que los nimeros impares son la diferencia entre los cuadrados de los nimeros naturales
SUCesivos:

1 4 9 16  son los cuadrados
y 3 5 7 son las diferencias entre ellos

de tal suerte, que podria obtenerse a partir de los datos de la experiencia que las distancias
recorridas son proporcionales a los cuadrados de los tiempos.

Con esta observacién practicamente culminé una bisqueda de casi veinte afios y nacié la
cinemdtica contempordnea (ver, Koyré, A.1978).

Si volvemos los ojos a las investigaciones en pedagogia sobre el pensamiento de los nifios,
nos encontramos con que en el Ambito de las ciencias existen, , incluso en nuestro medio,
muchos estudios basados o relacionados con las explicaciones de los nifios; en cambio, el
estudio del pensamiento matemético en los nifios no es muy frecuente, quizés porque
quienes lo emprenden sienten que estan pisando el terreno de la psicologia (lo cognitivo) y
que tal no es su espacio.

En este articulo nos proponemos dar cuenta de algunas caracteristicas del pensamiento de
los nifios en el &mbito de las matemdticas, con las intenciones (1) de mostrar su
exhuberancia y (2) de avanzar en una propuesta para la clase, que se deriva de estas
consideraciones. Tanto por la forma como es escrito el texto como por sus fundamentos,
trataremos de distanciarnos de las especificidades de los matemaéticos desde su disciplina,
como de los cognitivistas desde la psicologia, con la intencién de lograr que los resultados
de la investigacién que adelantamos posean un valor en s{ mismos, desde el ambito
pedagégico, como nivel de observacion, de teorizacién y de praxis (Atlan, H. 1991).

LA BUSQUEDA DE PATRONES

Desde hace algiin tiempo la clase de matematicas en la Escuela Pedagégica Experimental
est4 orientada en buena parte hacia la soluci6n de un tipo muy bien definido de problemas,
se trata de problemas que se proponen con la intencién explicita de propiciar la elaboracién
de patrones por parte de los estudiantes (Segura, D. y Romero, J., 1992). En otras palabras,
los problemas que se proponen no se escogen para cjercitar una manera privilegiada de

CORPORACION ESCUELA PEDAGOGICA EXPERIMENTAL 2




L.a multiplicidad de los patrones y la inagotabilidad del pensamiento - Proyecto de investigacién El modelaje
matemnélico en estudiantes de educacidn bésica: la validacién de los modelos y los procesos de matematizacién de
la cxperiencia, estudio a partir de dos familias de problemas.- Noviembre de 2003.

pensar 0 un algoritmo o procedimiento preestablecidos, sino para que al ser solucionados
los estudiantes puedan inventar (o descubrir) generalizaciones estableciendo ellos mismos
ya sea férmulas o estrategias de trabajo que sean adecuadas para la solucion de cualquier
problema del tipo que se estd estudiando. Ya en otra parte hemos mencionado, como
ejemplo, “el problema de los saludos™(Castro, J y otros, 2003) en el que los estudiantes no
solo buscan cudntos estrechones de manos se dan cinco o diez personas cuando se saludan,
sino que establecen el nimero de estrechones de manos que existirdn cuando se saludan n
personas, en donde n es cualquier nimero natural,

Asi pues, una de las inquietudes de investigacién fue intentar una clasificacion de los
diferentes patrones que podemos identificar en las propuestas de los estudiantes. La otra
que luego se hizo importante fue ;cémo establecer si el acto de determinar los patrones por
parte de los estudiantes era un proceso de descubrimiento o una actividad de invencidn y, en
éste ultimo caso, cudles eran los caminos que se seguian?. Con este objetivo seleccionamos
uno de los problemas que pertenecen a la familia de la recurrencia y el conteo, que se
caracteriza por la bisqueda de la generalizacion a partir del conocimiento de casos
particulares. El problema de clase que utilizamos se basa en el conocido juego de “el salto
de la rana” y se jugé con ninos de 12 a 15 afios que estudian en los grados 70, 8o y 90.

En este juego se utilizan igual nimero de dos tipos de fichas (por ejemplo, cuatro negras y
cuatro rojas) que se colocan a lado y lado de un
espacio vacio (ver Figura No 1). La intencién
..A.Y.". Qel jpego es pasar las fichas de la derecha a la
izquierda (y viceversa) en el menor mimero de

Yay ¥ Y jugadas. Al jugar se puede desplazar una ficha
[0/_/000 2 Jugacas. A’ Jugar se puede cesp

a un espacio vecino vacio o saltar sobre otra
ficha si al otro lado el espacio esta vacio. La
Figura N° 1. DiSpOSiCién inicial para jugar el figura Hustra e] punto de pamda para n=4 y dOS

salto de la rana y las dos primeras jugadas jugadas iniciales posibles.
paraN=4

Y('-v-' 57 (-

A—-.-Ah.-r st

q-FA-*A

El punto de partida de la experiencia de aula es

jugar el juego y al hacerlo, optimizar las jugadas
hasta establecer cudl es el minimo nimero de jugadas requeridas cuando n=1, n=2, n=3,
n=4, etc. Se trata entonces de establecer cudl serd el

minimo nimero de jugadas para cualquier nimero N de 1\{ J ugada.:s%( Y)
fichas.

ichas 2 2
Como puede comprobarlo ¢l lector, el minimo nimero de 3 15
jugadas para los primeros casos se¢ muestra en la tabla. ‘51 %‘;
Para una persona familiarizada con las matemaéticas, la

regla general es evidente:
Tabla ]

Y (N° minimo de movimientos ) = N(N+2)
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En donde denominamos Y al nimero minimo de movimientos para un nimero (N) de fichas
de un color.

Esta formalizacién, si se quiere trivial para un matemadtico, es sélo una de las posibles
soluciones encontradas por los estudiantes. Anotemos desde ahora que los estudiantes han
encontrado més de veinte generalizaciones diferentes, que en la bisqueda de posibles
categorizaciones, las hemos agrupado en varias categorias.

En el siguiente listado hemos anotado entre parentesis y a continuacion del caso que se
estudia el grado escolar en donde observamos la estrategia que se propone. Anotemos que
por las dindmicas de la clase estas propuestas suelen generalizarse y se aceptan y adoptan
como solucién por el grupo. En muchos casos las mismas soluciones son propuestan por
diferentes grupos.

A- Organizacion espacial de los niimeros.- En estos casos se organizan
los niimeros espacialmente (geométricamente) con un orden que se va
explorando hasta establecer si es conveniente o no. A partir de esta
organizacion se tratan de definir patrones y relaciones entre las dos
columnas (Ny Y).

Como ejemplos veamos los siguientes.

Caso1 (grado 6°y grado 8°)

En este caso, las filas son “los multiplos de los ! 71819
nimeros”, o “las tablas de multiplicar”. Al observar 2 16118
la localizacién de los N 'y Y encontramos una linea
recta que permite la anticipacion. 3 24127
Correlacién entre el primer nimero de la fila (V) y las 4 32)36

intersecciones con la flecha (Y).

Caso 2 rado 9° y grado 11°

== (g‘ ' yg ) 1 i2(3|4a]s(6 JJ
De manera similar, ahora los N encabezan las columnas y las 2140580z

columnas que son los miltiplos de N llegan hasta Y. La tabla se
convierte en una escalera, término utilizado por los nifios 3[6]9 (121518
mismos. 8 [12|18,20{24
15/20|25 30]
Correlacion entre el nimero de la columna (N) y el “paso” de E
la escalera (Y). 35|422
n
Tabla 3 s
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Caso 3 (grado 7°y grado 8°)

1123
: !
Otra escalera posible se presenta cuando la escalera se plantea 1214168
horizontalmente. 4 i:? 0 [12]1s)
Correlacidn entre el primer nimero de la fila (N} y el “paso” de | |4 i a l12l18 20|ﬁ|
la escalera (Y).

Tabla 4

Asi parezca complicado, la representacion grafica en cada una de estas soluciones permite la
anticipacién. Por otra parte, aun cuando para el matemdltico las tres propuestas puedan ser la
misma, para los estudiantes existen razones, que se remiten a la actividad misma, para
sostener que son diferentes.

B- Respuestas que se basan en la recurrencia (iteratividad).

Caso1 (grado 6°, grado 8° y grado 11°)

N|Y! iteracion

El valor Y se obtiene del Y anterior (Y ,), asi, |
1 3] 0+0+3 =
tomas el valor de Y para N-1, le sumas 3y el par 322
siguiente en la sucesion 0, 2, 4, 6, 8, etc.. Por gjemplo, 2|8| 3+243 =
Para N=2, tomas el Y correspondiente a N-1, eso es 3 _'——“”—"“*—‘_.7*"";—
Le sumas 3 (que es una constante) y 13 (15] 8 +4+3 =15
el par siguiente a 0, esto es 2: ===
Y=3+3+2=8§ 424 154‘5:'3':24
Para N =4, tomas el Y correspondiente a N-1, esto es
13, le sumas 3 (que es una constante) y el par siguiente Tabla 5

aé, estoesO:
Y=1715+3+6 = 24,

_<

Caso 2 (grado 6" y grado 11°) N teracion

i J—1

L
1J3 (O+1)+(1-|;1_2__§ 3
(3+ﬁ§3_)___= 8

i
15| (8+1) + (3+3) = 15

Para calcular el niimero minimo de movimientos se
toma el Y de N-1, se le suma 1 y dos veces el valor de
N.

=]

w

4 |24 (15+1)+(4+4) = 24

Tabla 6
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Caso 3 (grado 8%)

También se encuentran recurrencias a partir de soluciones que toman en cuenta
disposiciones espaciales.

i  E

Figura N° 2

La figura ilustra el punto de partida para el juego con N=1, N=2 y N=3.

Para N = 1 tenemos Y = 3 pues es el nimero de dibujos.

Para N = 2 tenemos Y = 8 que es el nimero de dibujos: 5, més los 3 de N=1
Para N = 3 tenemos Y = 15, que es el nimero de dibujos: 7, més los 8 de N = 2.

En general, para saber el menor niimero de movimientos para un N se cuentan los
dibujos correspondientes a N y se suman los que corresponden a N-1.

C- Respuestas que surgen de un juego de posibles combinaciones de los
numeros y de operaciones entre ellos, a partir del conocimiento de
unos cinco casos particulares. ( Recordemos que el término general
que se enuncia en cada caso es una elaboracion de los maestros).

Caso 1 (grado 7°y grado 11°)

N Juego de posibilidades Y
1 1x3
2x4
“se multiplica el nimero de fichas de un lado ‘ 2 : ‘
por ese nimero mas 2", 3 3x5 15
4 4x6 24
5 5x7 35
Tabla 7 Nx (N+2)
Caso 2 (grado 7°) ‘ 1 N T+1+1 ‘
2 4+2+2 8
“se eleva al cuadrado en nimero y se suma dos :
veces en mismo nimero”. 3 9+3+3 15
4 16+4+4 24
5 25+5+5 35
Tabla 8 N2 + N+ N
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Caso 3 (grado 6° y grado 7° y grado 10°)

“Para cada N, se multiplica N menos uno mas
uno por N mas uno mas uno”.

Tabla 9@

1
2‘

31 (2+0)(4+1) 15
: .
5

(0+1)(2+1) 3
(1+1) (3 + 1) 8

— - [T S—

(3+1(5+1) .24

(4+1)(6+1) 35
[(N-1) + 1] [(N+1)+1]

Caso 4 (grado 6° y grado 8°).

“Se suma N, N+2 veces”

Tabla 10

4141 3

1
2 2+2+2+2 8
3 3+3+43+3+3 15
4
5

i 4+4+4+4+4+4 24
¢ 5+5 +5+5+5+54+5 35

se suma N, N+2 veces

Caso 5 (grado 6° y grado 7%)

“Se multiplica N por la suma de 3 y N-1"

Caso 6 (grado 6"y grado 8°)

“Se multiplica el salto que estamos haciendo por
el siguiente salto y se suma el salto que estamos
haciendo”.

Mis W

[ B+ ()

[3+D) () |
(83+)@ 15

EIRCETTN
| @) 35
| A

NNy

Tabla 11

TTmET
[(2) (3)) +2

@ @res 15
4 Gl+4 2a

[(5) (B)]+5 35

e

[(N) (N+1)]_+ N

R W =

Tabla 12
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Caso 7 (grado 8°)

Simplemente: “Un nimero impar se multiplica por el siguiente impar y uno par,
por el siguiente par”.

- 1 - 2+1) (1 -3
Caso 8 (grado 6° y grado 10°) @+

2 (2+2) (2) 8
“A N se le suma 2 y se multiplica el resultado por 3 (2+3) (3) ) 15
N” 4 ‘ 7(2+4) (4) 24
S (2+5) (5) . 35

(2+N) (N)

Tabla 13

D- Casos en que el Y (niimero minimo de movimientos) se “valida”
porque el proceso mediante el cual se obtiene sigue ciertos patrones de
simetria y de recurrencia.

Caso 1 (grado 6°)

. Veamos el proceso de solucién para los primeros valores de N ( esto es, para 1, 2 y 3).

Al observar el diagrama que ilustra el proceso de solucién encontramos regularidades
como las siguientes

PR

10.

En el centro todas las fichas deben ser del mismo color.
Los espacios vacios forman una zeta.
Para saber cuéntos son Jos espacios vacios se suma 1 a N,

Al principio y al final hay un espacio, tres fichas del mismo color y un espacio
(en la columna central).

Siempre en los lados hay un espacio, luego 2, depués 3 y asi sucesivamente
hasta llegar al centro en donde se encuentra el mayor nimero de espacios,
posteriormente comienza a decrecer hasta llegar de nuevo a 1.

Las fichas de arriba son las mismas que las de abajo, pero al revés (asimetria
bilateral arriba-abajo).

Las fichas de los lados son las mismas pero al revés (asimetria bilateral izquierda
— derecha).

En los lados se forma una L (ele) grande y una pequefia.

En la primera columna hay més fichas del color con que comienza.

S1 se cumple con estas regularidades, la solucidn estéd bién [ es correcta).
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I
= (0

Figura N° 3

Caso 2 (grado 10°)

Con referencia a la figura anterior, veamos las regularidades que aparecen con
respecto al niimero de espacios vacios, que aparecen en el proceso de resolucion de

problema.

ParaN=1 hay 1 2 1

ParaN=2 hay 1 2 3 2

ParaN=3 hay 1 2 3 4 2

ParaN=4 hay 1 2 3 4 5 4 3 2 1

Sabiendo el niimero de espacios se puede determinar ¥ ¢l minimo ndmero de
movimientos.

Se suma el nimero de espacios y se resta 1.
ParaN =1 tenemos 4-1=3
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ParaN=2 tenemos 9-~1=8§
Para N=3 tenemos 16-1=15
ParaN =4 tenemos 25-1=24
Caso3 (grado 7°)

Con referencia a la misma figura, podemos partir ahora del nimero de fichas que
aparecen en la columna central para cada solucién.

ParaN =] tenemos 2 y Y=2+]
ParaN =2 tenemos 6 y Y=06+2
ParaN =3 tenemos 12 y Y=12+3

Como se puede probar, si al nimero de fichas que aparecen en la columna central
para cada solucién se suma el N correspondiente, nos encontramos con el valor de
Y.

Caso 4 (grado 7°)

Con referencia a la misma figura y a las correlaciones establecidas en el caso anterior,
veamos cémo el nimero de fichas que aparecen en la columna central se encuentra a
partir de la construccidn de un tridngulo que
aunque inicialmente surge del esquema que

5 describe ¢l proceso, posee una ley de formacién.
IR En la Figura N° 4, puede verse el tridngulo que

i 3 ;{ 3 elabora la estudiante.

3" 1 6 3 Tenemos entonces que paraN=1,#=2; para N

‘ Ly =2, #=0yparaN =3, #=12, etc., que son las
3 7 7 3 sumas de las filas.

Los nimeros en ¢! tridngulo se generan
recursivamente a partir de cada una de las

pentltimas filas, siempre sumando 4.
6=2+4;7=3+4;10=06+4; etc.
Y, conociendo el nimero de fichas, volvemos al

Figura N° 4

caso 3, inmediatamente anterior.

Las 18 soluciones que estamos comentando son ejemplos de las més de 20 que se han

presentado al estudiar el problema de El salto de la rana. Y como seguramente no hemos

hecho una exploracidn exhaustiva, existen muchas mds opciones y respuestas.

CORPORACION ESCUELR PEDAGOGICA EXPERIMENTAL

10



La multiplicidad de los patrones y la inagotabilidad del pensamiento - Proyecto de investigacion El modclaje
matemético en estudiantes de educacion bisica: 1a validacién de los modelos y los procesos de matematizacion de
la expericncia, cstudio a partir de dos familias de problemas.- Noviembre de 2003.

CONSIDERACIONES

Para encontrar significado a las soluciones planteadas por los estudiantes se requiere de una
disposicidn especial para valorarlas y tratar de establecer cudles son las intenciones. Por otra
parte, debe especularse sobre los caminos de los nifios al inventarlas.

En cuanto a lo primero anotemos que la presentacion a un matemético de
3 una tabla como la que se ilustra con el propésito de establecer una regla
general que de cuenta de la relacidn entre los nimeros de las dos columnas
? es muy diferente a la busqueda que emprenden nuestros estudiantes cuando
115 ¢llos mismos han construido la tabla, esto es, cuando la tabla posee una
historia, aun cuando la tarea sea aparentemente la misma. Mientras para el

Ul-bwjl\)—t

| ?4 | matematico se trata simplemente de dos colecciones de nimeros que no
35 . | poseen otro significado que el que surge de tratarse de nimeros y de las
- posibles correlaciones que se establecen entre ellos (como miembros de la
Tabla 14 tabla), para los estudiantes los nimeros dan cuenta de “jugadas”, de

“saltos”, de “movimientos” y de los procesos que se siguen para su

obtencién (o que han seguido al construirla) , recordemos que la columna
de la derecha lo que nos dice en cada caso (para cada N) es el minimo nimero de
movimientos requeridos para resolver el juego del “salto de la rana”. En estas condiciones
son de esperarse bisquedas y patrones muy relacionados con el proceso mismo de
solucion. Estas consideraciones tienen que ver con €l contexto en que debemos colocarnos
para valorar las aproximaciones encontradas.

Por otra parte, la intencionalidad de los estudiantes estd inmersa en un juego. Por la
dindmica de la clase, ya se sabe que cuando se plantea una situacién como la que da origen a
las soluciones que comentamos, no se trata de llegar a una férmula pre-establecida 0 a un
patrén previamente anticipado por el maestro. Se trata de intentar resolver el problema que
se plantea con la tnica exigencia de satisfacer los criterios de validacién que propone €l
grupo mismo que, de otra parte, se relacionan a su vez con los pedidos de coherencia
matematica que en cada grupo estdn en proceso de elaboracion colectiva. En esta dindmica
sucede con frecuencia que aunque alguien ya haya encontrado una solucién al problema, el
grupo continde con la bisqueda con el pleno convencimiento de que pueden existir otras y
con un sentimiento consciente de disfrute en la bisqueda.

Las cuatro categorias en que hemos organizado las soluciones merecen un comentario.

Organizacién espacial de los nimeros.- En estos casos se organizan los nlimeros
espacialmente (geométricamente) con un orden que se va explorando hasta establecer si
es conveniente o no para solucionar el problema.

Realmente lo que se logra es un patron espacial, algo asi como una teselacién (ver los
trabajos de Escher), que luego se pueden convertir en multiplicaciones (se trabaja con
miultiplos) y sumas o restas (al incluir desplazamientos). Las formas que se logran o los
caminos rectos en que se encuentran las soluciones se convierten en formas posibles
para establecer, sin realizar efectivamente el juego, el nimero minimo de movimientos

(Y).
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Este juego de posibilidades nos recuerda los trabajos de los Pitagdricos, quienes
iniciaron la teoria de los nimeros vinculando la geometria con la aritmética, que en tal
entonces eran inseparables. Recordemos al respecto la clasificacion que hicieron de los
ndmeros en cuadrados, rectangulares y no rectangulares que nos llevan a
representaciones de los nlimeros primos, los no
primos y los cuadrados perfectos. Estas

T perspectivas para establecer érdences o
T regularidades se pueden encontrar méas
1 1 o recientemente en el tridngulo de Pascal (Fig. N°
12 1 5). Mas all4 de su utilizacién en la determinacién
1 i 3 3 ’ ’ de coeficientes binomiales, el tridngulo en si
] 1 4 5 4 J ] mismo posee unas regularidades que son dtiles y
ST e S sorprendentes, entre otras cosas por las
1:5 101 10! 5 1 relaciones que se pueden establecer con los
1, v 1,5 5.20 i -15 i é J . numeros pitagdricos (triangulares, piramidales,
. e - 1. eI.C.).
. En las diagonales del tridngulo se encuentran
Figura N* 5 los “unos”, los naturales, los triangulares, etc.

Y, estas mismas construcciones son las que
emprenden los estudiantes y entonces encuentran escaleras y diagonales, que
corresponden a las soluciones o que se pueden relacionar con ellas.

Es claro que estas soluciones no son practicas desde algunos puntos de vista, sin
embargo se trata de soluciones vélidas'.

Aunque estas soluciones son frecuentes en estudiantes de los primeros grados de la
bésica secundaria (entre 12 y 14) aftos, también se presentan en estudiantes mayores.

Respuestas que se basan en la recurrencia (iteratividad). En este caso se
encuentran diversas maneras de obtener el Y a partir del ¥-1. La iteratividad es tal vez la
manera més espontdnea de emprender la bisqueda de las soluciones y hay que verla en
varias manifestaciones. En primera instancia en el juego propiamente dicho, se trata de
encontrar una “estrategia” de solucién que se cumpla para todos los casos; en tales
condiciones, solucionar el problema para N = 3, por ejemplo, pasa por haberlo
solucionado para N=2 y haber establecido lo que se mantiene constante y 1o que hay
que agregarle a la nueva solucidn al jugar. Asi, la soluci6én para V=3 se encuentra a partir
de la de N=2.

Si la recurrencia se encuentra en e] juego propiamente dicho, no es sorprendente volveria
a encontrar cuando se intenta establecer el niimero minimo de movimientos (Y} para
cualquier V.

Las soluciones por recurrencia no se limitan al juego con los nimeros. El caso 3 que
mostramos antes al tratar la recurrencia es particularmente interesante y sorprendente ya

' Asi como la validez y la conveniencia son dos aspectos distintos, vale la pena sefialar, que la validez y la
coherencia de un razonamiento no dependen de los resultados que se obtengan. Puede razonarse bien y sin
cmbargo no llegarse a una solucidn.
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que se encuentra la solucién al problema a partir del dibujo que se hace de la situacion.
Alguien podria decir, pero si la respuesta estaba delante de nuestros ojos!! Y, claro que
no es cierto, la respuesta estd delante de los ojos que la ven, o mejor, que la inventan.

E! estudio de las soluciones por recurrencia es de importancia especial en nuestros dias
debido a las posibilidades que brindan los ordenadores 16gicos para realizar
simulaciones de fendmenos muy complejos, especialmente cuando las ecuaciones
diferenciales que se proponen no pueden solucionarse por los métodos convencionales.
Por otra parte, las iteraciones estdn intimamente relacionadas con la realizacion de bucles
(loops). A esto nos referiremos posteriormente. Como en el caso anterior esta alternativa
se encuentra en los diferentes grados de la secundaria.

Recientemente la recurrencia se ha convertido en un tema de estudio muy importante.
Por una parte, como ya lo anotamos, las soluciones recurrentes que plantean lazos
iterativos, ya no se convierten en un trabajo tedioso imposible de solucionar debido a la
existencia de los ordenadores que son los que lo realizan en fracciones de segundo.
Esto que ha dado origen a las soluciones a partir de juegos de simulacién y a la
utilizacién de gréficas que ilustran el comportamiento de funciones y conducen a las
teorias del caos determinista y a los fractales. Por otra parte, desde el punto de vista
filos6fico cuando se profundiza en el significado de lo que es explicar, nos encontramos
nuevamente con las recurrencias.

Si explicar es poner lo desconecido en términos de lo conocido, nos encontramos, por
definicién, ante las recurrencias. Esta consideracion nos lleva reconsiderar las
actividades de aprendizaje (y de ensefianza) en cuanto a la elaboracién, primero de
analogias, en el acto de explicar y de metéforas en la estructuracién de teorias nos reitera
el papel protagénico de cada quien en la elaboracién de su propio conocimiento. Esta
afirmacién conduce a repetir una vez mds que el enriquecimiento de la experiencia es un
elemento determinante en la vida intelectual: mientras mds experiencias se vivan, més
elementos se poseen para elaborar explicaciones, analogias y modelos en la busqueda
por comprender nuestros dominios experiencia iniciales (Segura, D. 2003).

Respuestas que surgen de un juego de posibles combinaciones de los niimeros y
de operaciones entre cllos. Es tal vez la manera “tradicional” mas comuin para
aproximarse al problema. Se trata de jugar con los nimeros y las operaciones hasta
encontrar una funcién /Y = ff{N)] que permita determinar una ¥ para cualquier N.

También en este caso los estudiantes no se dejan acorralar frente a la solucién tnica e
inventan muiltiples alternativas, que aunque el matemdtico puede reducir a una expresion
{inica, en su enunciado reflejan la ruta de su pensamiento. Es mds, en sus enunciados se
logra una elegancia impecable, como cuando dicen:

“Un ndmero impar se multiplica por el siguiente impar y uno par, por el
Siguiente par” .,

que parece ser mas comprensible que decir ¥ = N{N+2).
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Anotemos ademds, que en los enunciados que se proponen como regla general, los
estudiantes no pueden olvidar el significado de lo que estdn haciendo. Esto es muy claro
cuando dicen que,

“Se multiplica el salto que estamos haciendo por el siguiente salto y se suma
el salto que estamos haciendo, (de tal suerte que ¥ = N(N + 1] + N, decimos
nosotros), que aunque puede reducirse a

N(N+2),

nos parece que en esta forma no posee ¢l sentido que posee la otra expresion.

Casos en que el Y (niimero minimo de movimientos) se “valida® porque el
proceso mediante el cual se obtiene sigue ciertos patrones de simetria y de
recurrencia (en especial, 1a identificacidn de bucles). Volvemos en este caso a la
historia, la solucion es correcta si hemos seguido el camino correcto. Y el camino serd
correcto si cumple con ciertas exigencias. Y aqui estdn las exigencias: simetrias, bucles y
regularidades. Recordamos entonces a Einstein, la propuesta serd una solucion, si es
bella (Citado por Elkana,Y., 1983).

En fisica tedrica, consideraciones sobre la belleza y la simetria pueden dar la prioridad al
raciocinio, visto éste como fuente del conocimiento mds importante que la prueba
experimental (Einstein!).

El caso de la recurrencia es tan cotidiano que a veces pasa desapercibida, como cuando
“contamos: 1, 2, 3, 4, ...”. Ahora bien, son muchos los casos en que en los procesos
aparecen “bucles”, por ejemplo, cuando contamos en base diez, aparecen bucles al
cambiar de decena, o de centena y en cada uno de los bucles sucesivos estin
incorporados los bucles anteriores. También en nuestro problema de estudio,
encontramos que para solucionar el problema para N = 4, debemos volver sobre la
solucién que se hallé paraN =3 y para N =2y para N = 1. Consideraciones similares
valen para problemas clasicos como la Torre de Hanoi o para “mistoneros y
canibales”(ver Malagon, J. y otros, 2003).

POSIBLES IMPLICACIONES PARA LA CLASE

Estas consideraciones nos llevan a afirmar muchas cosas:

1. Que los estudiantes no solo piensan, sino que sus formas de pensamiento son muy
complejas y efectivas.

2. Que los patrones més que ser formulaciones que hay que descubrir son elaboraciones
mentales que se hacen visibles como un descubrimiento cuando se ha inventado una
forma de mirar.
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LA ESTRUCTURA DE LA CLASE CUANDO SE PROPICIA EL
PENSAMIENTO’

Janeth Malagon Mayorga , Dino Scgura, German Rayo, John Castro, Fabio Omar Arcos
Escuela Pedagdgica Experimental

1. INTRODUCCION

En la Escuela Pedagogica Experimental afirmamos que la clase de mateméticas gira en
torno al desarrollo del Pensamiento matematico, caracterizando este con elementos que
normalmente no se dan en el contexto escolar. 4 nuestro juicio, el pensamiento matemdtico,
al menos inicialmente, puede referirse a cuatro elementos: el razonamiento logico, la
creatividad, el modelaje matemdtico y la operatoria, de los cuales solo el ultimo suele
recibir en la escuela un tratamiento sistemdtico.'. De hecho, cuando predomina la
ensefianza de procedimientos que se aplican para resolver problemas prototipo, como por
ejemplo los métodos de resolucion de sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas, lo
que se hace es aplicar ya sea ¢l método de igualacién, de sustitucion, o el que necesite
“verificar”, sin darse a los estudiantes la opcion de resolver los problemas por “métodos
propios”.

En experiencias de clase con nifios de grado 8° y 9° hemos visto resoluciones del tipo
enunciado planteadas por algunos estudiantes, que sorprenden por lo simples y efectivas.
Por ejemplo, si en un corral hay 40 animales entre gallinas y cerdos, y se pueden contar 118
patas ;Cuantos animales son de cada clase?, (cabe aclarar que el problema se plantea sin
que los estudiantes aun conozcan los métodos de resolucion), un grupo de nifios contesta:
Hay 19 cerdos y 21 gallinas y lo resolvimos de la siguiente manera, como hay 118 patas
esto lo dividimos en 2 y es 59, que seria la totalidad de gallinas en el caso de que todas
fueran gallinas, pero como sabemos que hay 40 animales y que de esos algunos son cerdos,
entonces a 59 le restamos las 40 cabezas y sobran 19 que son los cerdos, pues a estos hay
que colocarles los pares de patas que sobran porque ellos tiene 4 patas.

Con un método de aproximacidn que incluso podria convertirse en un algoritmo, esta forma
de proceder que resuelve ia situacion a partir de una reparticion, soluciona problemas de la
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misma estructura y es construida y comprendida por los nifios. Basta con “dejarlos pensar”.
En este caso se concibe la clase desde una metodologia de resolucion de problemas, con
trabajo en grupo y socializacién de las elaboraciones, permitimos que ellos se aventuren en
las busquedas, ganen confianza, aprendan del error y validen como fuentes de conocimiento
no solo al maestro y al texto, sino a la argumentacion y a ellos mismos. La clase desde el
“hacer matematicas” permite que el nifio se entusiasme, que vea la actividad como un reto y
que sus busquedas no tengan mas recompensa que la satisfaccion de haber construido.

En consecuencia, planteamos como hipdtesis que si se propicia una metodologia de clase
que permita la intervencién y construccion de conocimiento matematico los “estudiantes
piensan matematicamente”, es decir son individuos que auténomamente enfrentan las
situaciones problema y tratan de solucionarlas; ademas ellos también, estan en capacidad de
utilizar o transferir lo que logran en un primer problema a otros problemas (aprenden), o lo
que es lo mismo, identifican patrones.

2. PASOS CARACTERISTICOS EN LA BUSQUEDA DE
GENERALIZACIONES

A continuacidén describimos algunas evidencias del proceso que se sigue en la bisqueda de
generalizaciones, a través de las situaciones problema de dos tipos: de conteo y de
proporcionalidad, teniendo en cuenta principalmente, elaboraciones de nifios de grado 7°
(entre 12 y 14 afios aprox.):

e Hacer comprensible el problema. Cuando se plantea Ja situacion problema los
estudiantes dispuestos en grupos de trabajo, asumen el reto de encontrar solucion al
problema propuesto, para esto: Se valen de material concreto, representaciones
graficas y a veces cuando el problema lo permite, de recrear la situacion planteada.

Es el caso por ejemplo del problema de los saludos: A una reunion asisten 5 personas, que
muy amablemente se saludan de mano ;Cudntos estrechones resultan?. Si se reunen 20
¢ Cudntos seran? ;Para n personas cudl es el nimero de saludos?

En problemas como Misioneros y canibales: Hay 3 misioneros y 3 canibales que quieren
cruzar de un lado del rio a ofro para llegar a un resguardo, en una barca en la cual caben
madximo dos personas y ademds:
1. Ni en la orilla, ni en el resguardo pueden haber mds canibales que misioneros
(pues los primeros se comerian a los segundos)
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2. Cada vez que en la orilla opuesta a la salida hay un misionero y un canibal y la
barca esta al otro lado, estos se van al resguardo.
¢Cudntos viajes deben hacer los misioneros y canibales?

Se propone estudiar la situacion para 4, 5 y en general »n canibales y misioneros.

El salto de la rana: El juego el salto de la rana, se puede realizar con fichas, o botones de
dos colores. Se coloca igual numero de fichas, a lado y lado de un espacio libre. Ei
objetivo es hallar la menor cantidad de movimientos que permita intercambiar las
posiciones de las fichas.

PER TG g
ojolo)

Figura #1
Las reglas de juego son:

1. Mover sélo una ficha al espacio vacio
2. Saltar sobre una ficha a un espacio vacio situado inmediatamente después de esta

O la torre de Hanoi: Es un juego inspirado por la leyenda del mismo nombre. Consiste en
una coleccion de discos colocados en orden de tamafios y tres palos sobre los cuales se
pueden colocar los discos. Empezando con todos los discos sobre el palo de la izquierda,
hay que moverlos al palo derecho (utilizando como medio el palo del centro). No se
permite mover mds de un disco a la vez, ni poner un disco mds grande sobre uno mas
pequerio. Fn general ;Cuantas jugadas se necesitan para mover n discos al palo derecho?

Los estudiantes recurren a material concreto gue les permita realizar los movimientos.

En el caso de la proporcionalidad cuando se plantean las situaciones tanto del lavadero del
carro: £n un lavadero de carros hay dos trabajadores, el lavador A lava un carro en una
hora y el lavador B lava el mismo carro en 2 horas; ;Cudnto demoran en lavar el carro, si
frabajan juntos?

O el muro: Para construir un muro se necesitan 600 ladrillos, o, 200 blogues. Si quiero
construirio utilizando alternamente un blogue y un ladrillo ;Cudntos bloques y ladrillos se
requieren?

La representacion grafica es un paso que les permite a los estudiantes hacerse una imagen
de la accidén que posibilita empezar a solucionar la situacion. Este pnimer paso se
caracteriza por la necesidad de hacer comprensible el problema y los elementos que le
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permiten avanzar, en este sentido todavia la situacion se liga con el contexto en el que se
plantea y buscan reducirlo a elementos que puedan manipular efectivamente.

¢ Resolver situaciones particulares: Después de haber comprendido la situacion y
haber manipulado al respecto, ya sea como se mencioné anteriormente a través de
acciones o representaciones graficas, viene una primera interpretacion que se asocia
para algunos casos con registros numéricos que dan cuenta de soluciones
particulares.

En el caso del problema de los saludos, se resuelven situaciones como: para 5 personas hay
10 saludos, para 6 personas hay 15, vahiéndose ya sea de la accion de saludarse o de
representaciones graficas en las cuales simbolizan las personas y los saludos y luego
cuentan.

Un ejemplo de esto es cuando a cada persona le asignan una letra y establecen el namero de
parejas que se forman. Si las personas son A, B, C, D, E los saludos se dan entre
AB—-AC - AD - AE-~BC—-BD - BE-CD - CE—-DE, o através de una suma.

Como son seis personas la primera da ln mano a 5 personas, la siguiente a 4 (se saluda 5
veces, pero como ya saludé a la primera, no se cuenta) y asi sucesivamente:

6+5+4+3+2+1=15

O en el problema del lavadero de carros: Si el lavador A lava el carro en una hora y el
lavador B lo lava en 2 horas; en media hora el lavador A ha lavado medio carro y el
lavador B, un cuarto de carro.

Parlc lavada por el lavador B

¢ Figara # 2
Parte lavada por el lavador A

Cabe anotar que a veces en esta instancia suelen presentarse razonamientos inadecuados,
gue pasan a ser puntos de discusién, para los cuales el contraejemplo y la argumentacion
son evidencias de elaboracion respecto al significado del problema.

Por ejemplo para el caso de los problemas de conteo, se presenta con frecuencia la
tendencia de usar una regla de tres directa.
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St para 5 personas hay 10 saludos, para 10 personas hay 20 saludos, porque como 10 es el
doble de 5, debe haber el doble de saludos. Esta explicacion se argumenta por la
generalizacién que suele hacerse sobre la invarianza de la razon entre los valores
numeéricos, en este casode 1 a2 (5 a 10).

O en el caso de proporcionalidad 87 e/ lavador A gasta 2 horas en lavar el carro, y el
lavador B gasta 1 hora en lavarlo, entre los dos gastan hora y media. Esta tendencia de
pensamiento que lleva a aplicar el promedio del tiempo usado entre los dos lavadores, se
presenta de manera casi inmediata. Generalmente no hay una explicacion mas alla de la
accion misma, se suman los dos tiempos y se dividen entre dos, para ver cuanto gastan
juntos, visto como un algoritmo.

Algunos afirman Es una hora y media, porque el lavador A lava medio carro en 1/2 hora'y
el lavador B lava su mitad en una hora. En esta respuesta es claro que no se considera la
simultaneidad en el trabajo de lavar el carro y lo que se esta resolviendo es otro problema.

Estas soluciones consideradas inadecuadas, ya que no resuelven la situacion planteada, son
importantes para que el estudiante a través de su error reinterprete el problema, muchas
veces es él mismo quien cae en la cuenta de lo impropio del razonamiento, o se hace
evidente que quienes han comprendido el problema estan en la disposicion de hacer ver el
error ya sea con preguntas conducentes o con argumentos. En el problema de los saludos es
usual remitir a la accion de saludar vy en el del lavado de autos a enunciar argumentos
como No puede ser mas de 1 hora, que es el tiempo que se demora el mas rdpido en
lavarlo solo.

Primer nivel de generalizacion. Otro momento, que aparece generalmente después de
la intervencion del maestro, es el paso a ver la situacién de una manera general. Esta
fase en el problema de los saludos (o cualquier problema de conteo) se realiza a partir
de la presentacion de resoluciones particulares en tablas de dos entradas, que buscan
que el estudiante se disponga a ver las relaciones numéricas que alli aparecen. En la
representacion ordenada de los datos interviene espontaneamente el maestro (ver
articulo de Fabio Omar Arcos y otros, sobre el papel del maestro)

# persona | 2 3 4 5 6 7
# saludos | | 3 6 10 15 21 ?
Tabla 1
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Luego de identificar correlaciones, patrones y establecer recurrencias, el problema no es
encontrar la solucidn numérica para casos particulares, se trata ahora de construir una
solucion que resuelva el problema para cuaiquier niimero de personas.

En el caso del problema de proporcionalidad (el lavadero de carros), este paso se da cuando
los estudiantes inician el proceso de cubrir la superficie, por ejemplo cuando dividen el
carro en cuatro partes, dos de estas (1/2 del carro) son lavadas por el trabajador mas rapido
y una {1/4 del carro) la lava el mas lento

Parte del lavador lento

£ Figura # 3
Parte del lavador répido

La tarea ahora es finalizar la accion de la parte que falta. Para ello algunos nifios continian
con particiones de iguales caracteristicas (cada parte que falta por lavar, la particionan de
manera que la mitad corresponda al mas rapido y un cuarto al mas lento)

‘ Figura # 4
Parte lavada por el trabajador
rapido
Y otros asocian el tiempo que se utilizo en lavar los tres cuartos del carro y buscan por
medio de una regla de tres, cuanto tiempo gastan en lavar el cuarto restante. Ln media hora
que son 30 minutos, los dos trabajadores han lavado ¥ del carro, eso quiere decir que
cada cuarto lo lavan en diez minutos, y el carro lo lavan completamente en 40 minulos.

Parte lavada por ¢l rdpido < Parte tavada por el lento

Figura# 5

En este ejemplo particular, vemos como la accion de recubrir figurativamente la superficie
del carro (que representa lavarlo) permite solucionar la situacion y puede utilizarse en otros
casos del mismo tipo, como el que presentamos a continuacién:
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Un grupo de estudiantes dividio el carro en 6 partes iguales, donde cada parte corresponde a
la superficie lavada en 10 minutos (por el trabajador mas rapido).

Mientras el rdpido lava 1/6 de carro en 10 minuios, el lento lava la mitad de lo que lavo el
rapido en la misma cantidad de tiempo

Lenio Rapido

Figura # 6

10 min 10 min

Mientras el rapido lava 2/6 de carro en 20 minutos, el lento lava 1/6.

Lento Rapido

Figura # 7

Cuando el rapido lava 3/6 de carro en 30 minutos, el lento lava 1/4 en la misma cantidad
de tiempo.

Lento Rapido

Figura # 8

Finalmente, el rapido lava 4/6 del carro en 40 minutos, el lento lava 2/6 en la misma
cantidad de tiempo, en conclusion, se demoran 40 minutos en lavar todo el carro.

Lento Rapido

Figura # 9

o Segundo nivel de generalizacion: Luego de ver la situacién que inicialmente se
propuso como un problema puntual, de una manera mis general, se suscita un
segundo nivel de generalizacion, que hemos denominado identificacion de familias
de problemas. En este momento la participacion del maestro recobra gran
importancia, en cuanto es él quien propone situaciones problema que guardan

TORPORACION ESCUELA PEDAGUGICA EXPERIMENTAL 7



LA ESTRUCTURA DE LA CLASE CUANDO SE PROPICIA EL PENSAMIENTO. El medelaje matematico en
estudiantes de educacién bésica (6°, 7°, 8°y 9° grados): La validacién de los modclos y los procesos de matematizacion de
la experiencia. Estudio a partir de dos familias de problemas.

estructura similar a las trabajadas previamente y los estudiantes aplican soluciones
gue han construido en situaciones anteriores.

Las discusiones y reflexiones que hemos adelantado como grupo de investigacion respecto
a este “Oltimo momento” en el proceso que siguen los estudiantes en la busqueda de
generalizaciones, nos ha llevado a caracterizar diferentes tipos de Familias de Problemas.

PROBLEMAS DE CONTEO: Al referirnos a problemas como el de los saludos, el salto de la
rana, misioneros y canibales o la Torre de Hanoi, entre otros, hemos identificado que las
maneras en que se abordan y se siguen procesos de resolucion tienen similitud en la
metodologia de trabajo. Cuando se plantean como preguntas iniciales las siguientes:

¢ Cudntos saludos resultan?

Hallar la menor cantidad de movimientos que permita intercambiar las posiciones de las
fichas.

;Cudntos viajes minimos deben hacer los misioneros y canibales?

;Cuantas jugadas se necesitan para mover n discos al palo derecho?

Se estd sugiriendo la accién de contar, que permite relacionar dichas situaciones como
problemas de conteo, en las cuales los estudiantes identifican invariantes que les propone
unificar la “metodologia de resolucion”, es decir a pesar de que lo que necesitan contar no
es de la misma clase, la forma en que cuentan si tiene similitudes. Inician recreando la
situacion, manipulando fichas u objetos cuando resuelven casos puntuales.

Identifican que de lo que se trata es de ir mas alla de resolver casos particulares y presentan
los datos numéricos organizados en tablas de dos entradas a partir de las cuales establecen

regularidades. Veamoslo en los ejemplos mencionados:

Problema de los saludos

# persona [ 3 4 5 6 7 n

3
# salud
e lv\vgvs- b wﬁﬂ-ezzlsy 21
2 3 Tabla 2

De la3hay?2 de3aé6hay3 de6al0hay4, yasi sucesivamenie. A medida que se va
avanzando aparecen los niimeros consecutivos.

-~
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Salto de la rana

# fichas por cotor | § 2 3 4 5 6 n

# movimientos

5 7 9 11 Tabla 3

De3a8hay5 de8alshay7, del5a24hay 9, cada vez que va aumentando en uno el
numero de fichas por color, se va incrementando en los numeros impares empezando desde
5.

Misioneros y canibales

# parcjas canibalces | 2 3 4 ] 6 n

¥ Misioneros

# viajes {\_‘ 17 21 ?
4 4 4 Tabla 4

Cada vez que se va avanzando en el nimero de canibales y misioneros va aumentando en
cuatro el nimero de viajes.

LLa Torre de Hanoi

# discos 1 2 |3 4 5 6 n

# movimientos IC\‘, 7 5 31 63 4
LSE’& 72(‘;7’2

(2x1)+1 (2x3)+1 (2x7)+1  Tablas

Cuando avanza el numero de discos, el nimero de movimienios que corresponde es el
doble del anterior mds 1.

Apreciamos a partir de los ejemplos, como se procede a la solucién general a través de la
recursividad, utilizando el dato anterior para establecer el nuevo valor. Si bien se inicia con
casos puntuales, cuando presentan los datos organizados, hacen uso de esta informacion,
dejando de lado la manipulacion puntual y se centran en conseguir los valores para mas
casos. Es importante resaitar aci, como los estudiantes van construyendo los nuevos
valores relacionando los datos que encuentran. En algunos casos como en los dos primeros
problemas (de los saludos v el saito de la rana) identifican una secuencia numérica que se
va formando a medida que van pasando de un nimero al siguiente. En problemas como el
de misioneros y canibales ven que el incremento entre el niimero de viajes es constante y

CORPORACION ESCUELA PEDAGOGICA EXPERIMERTAL 9



LA ESTRUCTURA DE LA CLASE CUANDO SE PROPICIA EL PENSAMIENTO. El modelaje malematico en
estudiantes de educacion basica (6°, 7°, 8° y 9° grados): La validacion de los modelos y los procesos de matematizacion de
la experiencia. Estudio a partir de dos familias de problemas,

asi continhan incrementando; mientras que en el Gltimo caso el de la torre de Hanoi
identifican una operacion numérica que relaciona los valores consecutivos.

Podemos afirmar que los estudiantes desde 6° a 9°, ya sea tras la orientacion del maestro o
porque ya han construido esta metodologia de resolucion en problemas de conteo logran
llegar a este momento. Algunos pueden construir expresiones matematicas que no
dependen de los datos anteriores y que se convierten en patrones generalizadores, en los
ejemplos que hemos citado aparecen
((n. (n-1))/2 para el problema de los saludos,
n. (n+2) en el salto de la rana,
4(n-3) en misioneros y canibales y
2" - 1 en la Torre de Hanoi.

Sélo se han mencionado algunas de las formas de ver la regularidad, pues para cada
problema hemos visto que existen diversidad de caminos de resolucion. (Ver articulo de
Dino Segura y otros sobre La Multiplicidad de los patrones y la inagotabilidad del
pensamiento).

FAMILIAS DE PROBLEMAS POR PATRON DE REGULARIDAD: En este mismo sentido, tras
la identificacion de familias de problemas, aparecen situaciones que se distinguen por el
patron de regularidad. Un ejemplo bastante representativo es el de los problemas de conteo
combinatoria. Tras resolver el problema de los saludos, se presentan situaciones como:

En un campeonato de fithol en el cual, los equipos se enfrentan una vez todos contra
todos, juegan 10 equipos. ; Cudnios partidos resultan en el campeonato?

(;Cudntos lados y diagonales pueden contarse en un poligono de n vértices?

Ante estos problemas los estudiantes asemejan que se tratan de situaciones similares, pues
mientras que en el problema de los saludos hay personas y saludos, en el del campeonato
hay equipos y partidos y en el de los poligonos hay vértices, lados-diagonales. Son usuales
argumentaciones como:

El problema del campeonato de fitbol es igual al de los saludos. Lo que pasa es que en el
de los saludos se dan la mano dos personas y en el del campeonato juegan dos equipos; los
equipos serian las personas y los partidos los saludos. Lo mismo con los lados y
diagonales de los poligonos, aqui los vértices representarian a las personas en el problema
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de los saludos o los equipos en el del campeonato y los lados y diagonales representarian
los estrechones o los partidos.

Gréaficamente:
Persona - equipo
Lado o diagonal - saludo - partido Figura # 10

En este momento de aplicacién de una solucion elaborada en una situacién anterior y
similar en la cual se ha construido el patron de regularidad, los muchachos mencionan que
la solucién general para saber el niimero total de partidos con n equipos o el nimero total
entre diagonales y lados para un poligono con n vértices es n. (n-/)/2.  Esta expresion
puede ser interpretada desde dos perspectivas relacionadas con la resolucion del problema.

Patron predictivo: Cuando la expresion se asocia con e} comportamiento numérico de los
valores. Los estudiantes se dan cuenta que el nimero que aparece como resultado coincide
con multiplicar el valor inicial por el anterior y esto dividido entre dos. Es decir la
expreston n. (n-1)/2 le permite anticipar cualquier caso, sin asignar significados.

Patrén explicativo: En este caso cada término de la expresion n.(n-1)/2 tiene un
significado asociado a las variables del problema. En la situacién de los saludos # se
refiere al nimero de personas, » — / a la cantidad de saludos que da cada persona, que
corresponde al nimero total de personas menos uno, ya que cada individuo no se saluda
consigo mismo, y dividido sobre 2 al hecho de que cuado una persona A saluda a una
persona B, es lo mismo que si la persona B saluda a la persona A, luego hay que descontar
la mitad de los saludos (de manera aniloga se pueden explicar los otros problemas de la
familia). Aqui vemos que la expresion del patron de regularidad se asocia con la situacion
que se resuelve.

FAMILIAS DE PROBLEMAS POR LA ACCION DE RESOLUCION: Respecto a los problemas
de Proporcionalidad, identificamos la familiaridad por la forma del planteamiento, asi como
por la accion de resolucion, pues a diferencia de los problemas de conteo, en estos, pocas
veces se llega a una expresion generalizadora. Ademas del problema del lavadero de autos
o el de] muro (mencionados anteriormente) podemos citar otros como:
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Las Haves: Un recipiente se llena de agua bajo la llave A en 2 min. y bajo la llave B en 4
min. ;Cudnto tiempo tardard en llenarse, si se coloca bajo las dos llaves?

Los carros: El carro que sale del punto A hacia el punto B recorre la distancia | en 2 horas
y el carro que sale del punto B hacia el punto A lo hace en 1 hora. jEn cudnio tiempo y en

qué punto se encuentran?
Longitud |

ek
A Figura # 11 B

Acciones figurativas: Los estudiantes identifican que las situaciones son similares, ya que
cada vez necesitan recubrir figurativamente una superficie, volumen o longitud. En los
casos que se han presentado, para los cuales hay una relacion de 2 a 1 hemos visto como
prevalecen las acciones de resolucion pasando de un problema a otro.

Algunos realizan particiones proporcionales a cada parte y a través de la regla de tres
asocian la solucién, tal como se menciond anteriormente cuando se ejemplificaba el paso a
ver la situacién de una manera general. En el problema de las llaves prevalece el
razonamiento:

En I minuto la lHave A llena medio recipiente y la llave B llena un cuarto de recipiente,
luego en 1 minuto se han llenado % del recipiente, asi se deduce que en 20 segundos (que
es la tercera parte de un minuto) se llena Y de recipiente. En total se necesitarian 80
segundos para llenarlo totalmente.

«

Parte que llena la llave B en 1 mn.

Parte que llcna la llave A en 1min.

Figura #12

Similarmente en el problema de los carros: Si se divide la longitud en 6 partes iguales que
corresponden a lo que recorreria el carro mds rdpido (que sale de A) en 10 minutos,
enconiramos que se encuentran a los 40 minutos, igual que con el problema del lavadero
de aulos.

Pues mieniras el mas rapido recorre 1/6 en 10 minutos, el mas lento recorre 1/12 que es la
mitad de lo que recorre el rdpido.
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En 20 minutos el mas rdpido recorre 2/6 (un tercio) y el mads lento 1/6

I ]
Figura # 14

En 30 minutos el mds rdpido lleva recorrido 3/6 (la mitad) y el mds lento 3/12 (un cuarto)

ooz PP s
o .;:kip:)rv/g‘-?’fifﬁr A

Figura # 15
Finalmente a los 40 minutos se encuentran los dos autos

Figura # 16

Aqui observamos como los estudiantes ya sea en el trabajo de grupo, o en la socializacion
de las soluciones identifican que los problemas planteados, aunque tienen un lenguaje
distinto corresponden a la misma accion y aplican lo que previamente han construido,
particularmente en este caso lo que habian hecho en ¢l problema del lavadero de autos.

Resolucion Aditiva: Asi como se presenta esta accion de resolucion aparecen otras, que de
manera similar los estudiantes que previamente las han construido en un primer problema,
las aplican en situaciones de esta familia que hemos denominado de proporcionalidad.

Una de estas que denominamos aditiva, muestra como, tras razonamientos aditivos se
resuelven de manera sencilla y eficiente las diferentes situaciones que hemos ejemplificado:

En el lavadero de autos, planteado de manera que lo que permanece constante es el tiempo.
En dos horas el lavador A lava dos carros y en este mismo tiempo el lavador B lava un
carro ;Cudnto tiempo gastaran los dos lavadores lavando un auto? Se presenta como
solucion aditiva:

En las dos horas los dos lavadores lavan juntos 3 carros, 2 que lava el lavador A y 1 que
lava el lavador B. Como lo que queremos ver es el tiempo que los dos trabajadores
utilizarian en lavar un carro, dividimos las 2 horas en 3 que corresponderia al tiempo que
requieren para lavar un solo carro, asi juntos demoran en lavar un carro 40 minulos que
corresponde a 120 minutos dividido en fres.

Este mismo argumento vuelve a utilizarse en los otros problemas de proporcionalidad.
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Con el problema de las llaves se afirma: La Hlave A llena el recipiente en 2 minutos y la
lave B lo llena en 4 minutos, luego en 4 minutos entre las dos llaves han Henado 3
recipientes (2 que lena la llave A y 1 que llena la llave B) lo que indica que un solo
recipiente es llenado por las dos Haves en la tercera parte de los dos minutos que es 80
segundos.

El problema de los carros: En dos horas el carro A habré recorrido dos veces la longitud 1
y el carro B una vez, como queremos encontrar en cuanto tiempo recorren junlos una sola
vez la longitud A, dividimos las 2 horas en fres (que son las veces en que juntos han
recorrido | en 2 horas), asi podemos afirmar que entre los dos recorren | en 40 minutos.

Incluso frente al problema del muro, que hemos identificado que es mas complejo para
comprender y relacionar con los otras situaciones, esta accién de resolucion resulta
efectiva: Si para cubrir una pared se necesitan 600 ladrilios o 200 bloques y queremos
cubrirla utilizando alternamente blogues y ladrillos, podemos afirmar que: Con 600
ladrillos y 600 bloques se cubren 4 paredes (lde solo ladrillos y 3 de blogues), como se
quiere cubrir una sola pared se divide a 600 en 4 y esto da 150 el mimero de ladrillos y
bloques que se necesita para cubrir una sola pared )
Llegado a este momento la clase o la actividad concluye, hemos visto como a través de
“hacer matematicas” evidenciamos un transito hacia la formalizacion y si bien no todos los
estudiantes llegan a las mismas elaboraciones, la socializacion permite que se compartan
fos avances de manera grupal.

Cuando la clase de matematicas se propone a partir del planteamiento de actividades
desencadenantes, a las que nos hemos referido como problemas o situaciones problema y
los estudiantes ubicados en grupos de trabajo se embarcan en una biisqueda de soluciones
que se someten a la discusion y a la confrontacion de las hipotesis que se van construyendo;
se logran evidencias de Pensamiento, de hecho en contraposicion a aplicar algoritmos ©
procedimientos que se transmiten por parte del maestro o del texto, los muchachos se
involucran en la busqueda de una solucion que resuelva la situacion. Aqui se han
presentado de manera sucinta cuatro momentos que s evidencian tanto en problemas de
conteo, como en problemas de proporcionalidad; que permiten inferir como va
evolucionando el pensamiento y de acuerdo a las caracteristicas de los estadios de
evolucion intelectual del nifio segun Piaget * se percibe la transicion de Il nifio es capaz de
realizar la operacién entendida como accion interiorizada que ha sido posible después de
la accion real con los objetos y la reflexion sobre ella (estadio 1I) a ...Se desprende pues de

? Proporcionalidad Directa. Ma. Luisa Fiol Mora , Joseph Fortuny . Editorial Sintesis. Pag. 96-97
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lo concrelo y sitiia lo real en un conjunto de transformaciones. La realidad, que antes era
punto de partida, se convierte poco a poco en una parte del conjunto de posibilidades
mucho mds amplio. Los hechos reales son concebidos como parte de todo un universo de
iransformaciones posibles (estadio 111).

3. LA SINTAXIS DE LA CLASE

De acuerdo a nuestro diagrama sobre la sintaxis de la innovacion® en el cual se sitan
cuatro momentos:

1 2

ELABORACION

PROBLEMA DE CANDIDATOS
| A SOLUCION

DISCUSION GENERAL

¢ EN GRUPOS 3

RESULTADOS DI
LA CONFRONTACION‘

Diagrama 1

(1) Problema: Momento inicial en el cual se plantean actividades desencadenantes que

generan pensamiento en los estudianies.

(2) Elaboracion a candidatos a solucion: En pequefios grupos de trabajo y ocasionalmente
de manera individual, los estudiantes se embarcan en la busqueda de soluciones al

problema planteado.

(3) Discusion general en grupos: Las propuestas que se logran en los grupos, y que
sintetizan una alternativa, se someten a discusion en el grupo general, constituido por
todos los estudiantes. En este momento se presentan exposiciones, argumentaciones,
intentos de pruebas validatorias, preguntas, efc. Entre los integrantes del grupo que como
los colectivos de una comunidad académica someten a consideracion la propuesia de un

miembro de ellia.

3 Antcproyecto de investigacién. El Modelaje matematico Pagina 22
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(4) Resultados de la confrontacion: Esta actividad se concreta luego en una confrontacion
de la hipotesis con la realidad que ha sido construida por todos. Ll resultado de esta
confrontacion conduce bien a una reformulacion del problema inicial (o reinterpretacion)
o una aceptacion de la resolucion como solucion al problema.

Podriamos incluir como un proceso paralelo, los momentos que evidencian que los
estudiantes piensan e identifican patrones

HACER RESOLVER VER LA APLICAR PATRONES
COMPRENSIBLE — SITUACIONES . SITUACION DE . DE SOLUCION A
EL. PROBLEMA PARTICULARES MANERA GENERAL A OTROS PROBLEMAS
Diagrama 2

Se dan transformaciones en las elaboraciones que realizan, y de acuerdo a lo que plantea
Steen™ a proposito de los Patrones:

Los conceplos recurrentes (por ejemplo ntimero, funcion algoritmo) Haman la atencion
hacia lo que debe saberse a fin de comprender la matemdtica: Las acciones comunes (por
ejemplo, representar, descubrir, demostrar) revelan capacidades que deben desarrollarse
para hacer matemdticas.

Los humanos utilizan el lenguaje de la matematica para describir patrones. La matematica
es una ciencia exploratoria que busca comprender cualquier tipo de patron, patrones que
ocurren en la naturaleza, patrones inventados por la mente humana e incluso patrones
derivados de otros patrones. Para crecer matematicamente los nifios deben exponerse a
una rica variedad de patrones apropiados a sus propias vidos a través de los cuales
puedan ver la variedad, regularidad y las conexiones internas.

Estamos convencidos, como se planted inicialmente que los estudiantes desarrollan su
Pensamiento Matematico, si los maestros permitimos que se aventuren a resolver
problemas, como hemos visto ellos van construyendo una concepcion en la cual la
matematica es una actividad permanente que no sélo sirve para resolver problemas de clase,
sino y quizas es lo mas importante le genera confianza y protagonismo en su hacer.

* Ensefianza agradable dc las matemdticas. Editorial Limusa 2001. México. Pagina 15
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El desarrollo en el aula de situaciones problemdticas en contextos matematicos implica
construir toda una serie de elementos, llamense entorno o ambiente educativo que hacen
posible ésta dinamica. Entre los elementos importantes estd el proceso de validacion, es
decir, 1o que en tltimas define un punto si se quiere culminante en la actividad de
resolucion de problemas, donde estados sicolégicos se evidencian con mayor fuerza, tales
como frustracion y alegria, entre otros. Ahora bien, es justamente cuando se evidencian los
estados sicoldgicos cuando resultan transformaciones que hacen que los individuos de una
u otra manera experimenten un aprendizaje. Los individuos aprenden lo que viven en su
mundo de la experiencia y muy seguramente lo aprendido podra ser utilizado en diversos

contextos.

;Pero como es posible saber si nos encontramos en ¢l camino correcto?, realmente la

seguridad se va encontrando paso a paso, cuando nos enfrentamos a situaciones

' Articulo que forma parte del informe final del Proyecto de investigacién. El modelaje matematico en
estudiantes de educacién basica (6°, 7°, 8° y 9° grados). La validacion de los modelos y los procesos de
matematizacién de la experiencia. Un estudio a partir de dos familias de problemas. Con ¢l apoyo del IDEP.

CORPORACION ESCUELA PEDAGOGICA EXPERIMENTAL 1




PROCESOS DE VALIDACION EN EL AULA HACIA LA CONSTRUCCION DE MODELQOS
MATEMATICOS. El modelaje matematico en niveles de educacion bisica (grados 6°, 7°, 8° v 9°). La
validacion de los modelos y la matematizacién de la experiencia: Un estudio a partir de dos familias de
problemas. Procesos de validacion hacia la construccion de modelos matematicos. Noviembre de 2003

desconocidas o inmersas dentro del azar, pueden existir diversas alternativas, unas

correctas, otras no tan correctas, pero que nos llevaran a alguna parte, y en la medida en que
se desarrolla el proceso, que estd determinado por la opcion elegida de acercarnos nos
daremos cuenta que si lo que hemos hecho ha sido bien hecho, o por el contrario no se han
tomado las mejores decisiones. En este contexto estamos dentro de la vida misma, puesto
que hay que construir un camino que indique hacia donde debemos tomar. Puede uno
apreciar esta situacion entregindose a ciertos juegos infantiles como cuando jugamos
piedra, tijera, papel, en el que a una sefial dada se presenta la mano abierta o dos dedos o el
pufio cerrado, segun reglas fijas; el papel gana a la piedra, la piedra a las tijeras y las tijeras
al papel. En este juego uno se propone tener una ventaja sobre el adversario. Si éste ha
ganado en la jugada anterior jugando “papel” mientras que yo habia jugado “piedra”, el
adversario se sentird tentado a jugar lo mismo que lo hiciera ganar; ¢sta es una actitud
ingenua que podria llamarse el grado cero de la astucia. Pero esto supone que yo mismo
vuelva a jugar “piedra”, es decir, que no modifique una estrategia perdedora. Es mas
probable que yo prevea la reaccién del adversario y que juegue entonces “tijeras”, con lo
cual desbarato la estrategia ingenua. Si el adversario es capaz de un minimo de reflexion,
considerara probable que vo trate de modificar una estrategia perdedora y reproducirg mi
razonamiento. Anticipandose a mi conclusidn, tratara de vencer a “tijeras”, lo que le llevara
a jugar “piedra™; éste es el primer grado de astucia. Nada me impide seguirlo en ese terreno
y por lo tanto jugar “papel”; v st él piensa que yo haré eso, jugara “tiferas”. De manera que
el segundo grado de la astucia se asimila al grado cero, es decir, que la misma estrategia

puede adoptarse tanto por ingenuidad como por sutileza.

Todo el tiempo estamos validando nuestras propias decisiones y las de quienes nos rodean,
si estamos en ¢l contexto familiar siempre habra espacios de discusion en donde se debaten
decisiones por poco importantes que parezcan, si es en el ambito del trabajo se toman
decisiones y debemos estar en capacidad por lo menos de intentar dar nuestra opinién.
Ahora bien, en la medida en que los individuos se encuentren constantemente deliberando,

tomando decisiones, comparado posibilidades, estardn en mejor posicion que aquellos que
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solamente asumen las decisiones de otros. Y es en ese sentido que se construye aufonomia,

cuando existen cnterios de andlisis para definir lo que conviene, o lo que no conviene en

cualquier situacion.

Pues bien, en el contexto del aula de clase en donde alrededor de una situacidn
problemdtica de alguna manera se realiza una simulacién de la vida misma, llena de
problemas y situaciones encontradas, también nos encontramos con una infinidad de
posibilidades, de puntos de vista, de formas de ver la vida, que a la postre son la

herramienta mas importante para la busqueda de soluciones.

Pretendemos mas que construir soluciones, generar criterios que determinen cuando
estamos en lo correcto, y cuando no, puesto que los criterios definen en gran medida las
soluciones. En primer lugar debemos tener alguna claridad de lo que nosotros entendemos
por validacion, y para poder definirla es muy importante entender lo que es la anticipacion,
y la confiabilidad aspectos que permiten poseer alguna dominacién de cualquier situacién

en cualquier campo o contexto. Pues bien, poco importa cudl sea la decision final,_siempre

que_haya una. Puesto que va ha ser un punto de partida para bien, o para mal. Y como
seguramente no sabremos cudl, o cudles seran las consecuencias de nuestras decisiones, es
en ese ejercicio que podremos anticipamos a los hechos, y por lo tanto llegar a la

confiabilidad, como en el caso del juego “piedra, tijeras, papel”

Por lo tanto una solucidn puede ser validada por el grupo, o, valida en tanto exista un
determinado nivel de coherencia entre ¢l enunciado problematico y la posible solucion
propuesta por un grupo o grupos de estudiantes, después de haber deliberado y discutido.
Ahora bien, el juicio acerca de la validez es un asunto interno del contexto de la clase
desde un punto de vista de la no contradiccion légica existente en determinado momento y
estado del grupo. Es como si las explicaciones del movimiento fueran validas a partir de la

mecdnica construida por Newton en su momento, puesto que los individuos de esas épocas
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estaban preparados para asumir ese paradigma, con el paso del tiempo se construyeron

nuevas teorias que abrieron diversidad de caminos a partir de otros paradigmas, y es por eso
que podrian existir soluciones validas pero incorrectas. Lo correcto, o, incorrecto €s un
aspecto que define la comunidad matematica que en nuestro caso es el grupo que ha

asumido el papel de constructor de soluciones.

Para que se construya la validacion debe haber por lo menos:

o La legitimidad de la opinién: que todos, o 1a gran mayoria de los individuos se
involucren con la situacion, ademds se puede opinar si se estd involucrado en la
situacion.

e La comunicabilidad: si se ha construido un lenguaje compartido que permita la

comunicacion.

Como minimo, para construir validacion, los individuos deben identificarse dentro de un
grupo comprometido en la busqueda de solucién a una situacién problematica. Aqui cabe
decir que los individuos cuando sienten que son parte de un grupo que puede ser capaz de
realizar soluciones, en este caso a problemas matemdticos, adquieren actitudes de

seguridad, sabiendo que sus ideas aunque no solucionen del todo el problema puede ser

punto de partida para tal propésito.

La validacion en el aula de clases se presenta dentro de una gama de variables y niveles,
cuando se propone una situacion problemética por parte del maestro. Es asi como tenemos
que profundizar un poco sobre la ruta que recorre el proceso de validacion. Dentro de las

variables sobre las que se fundamenta la validacion hemos encontrado principalmente dos,

que son:
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¢ CONTEXTO MATEMATICO: el grupo como tal adopta la posicion de una

comunidad académica, y por lo tanto posee criterios de tipo matematico que le

permiten establecer cuando una solucion puede ser verdadera o falsa. Es decir es un
grupo que piensa como totalidad y cualquier idea contradictoria seguramente sera

identificado como tal por alguien del grupo.

¢ RECONOCIMIENTO DE LA PERTENENCIA AL GRUPO Y LEGITIMIDAD
DE LAS OPINIONES: (afectivamente-socialmente hablando): los integrantes del
grupo son reconocidos como integrantes con voz y voto en la discusién, y cualquier

intervencion que realice cada uno es tenida en cuenta.

En la construccion de la validacién de una solucién construida en primer lugar parece ser
que existe un primer nivel que podriamos llamar de AUTOVALIDACION, es decir que
podriamos pensar que las primeras interpretaciones son validaciones con el individuo
mismo, teniendo como base sus experiencias pasadas, contrastindolas con las nuevas
situaciones, y dependiendo de como ha sido este proceso el individuo estd en capacidad de
realizar aproximaciones entre lo que la situacion problemdtica propone y lo que el
individuo estd en capacidad de entender o interpretar. Esto es muy importante, puesto que
en la medida en que el individuo asuma la situacion, va a ser mucho mas ficil involucrarse
con ella. En otros contextos de clase muchas veces los estudiantes “exigen” una explicacion
sin siquiera haber leido el problema, entonces la explicacién del maestro muchas veces se
convierte en un monologo en la medida que €l maestro expone una representacion.
Situacion contraria cuando el estudiante al haber asumido una primera lectura, construye
una primera aproximacion, y en ese sentido cuando el maestro explica se realiza una
verdadera comunicacién, puesto que tanto emisor como receptor estdn conectados

rcalmente e intercambian permanentemente sus roles, entonces ocurren dos situaciones:
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e Cuando se confirma una idea en el caso de una interpretacion acorde con la

situacion.

¢ Cuando se descarta una idea en el caso de una interpretacion no “acertada”

Ahora bien, sucede que cuando el maestro expone su interpretacion, se cree que por su
experiencia disciplinar o por su rol, y por la reflexion previa a Ja proposicién del problema

sea Ja que mds se aproxima a la mayor coherencia o veracidad.

Sin embargo no siempre se da esta sitnacién dependiendo de los niveles de AUTONOMIA
existente entre los individuos, elemento que existe dependiendo de los contextos en donde
se desarrollen los individuos. Pues bien, podemos decir que existen contextos en donde no
se puede generar autonomia, ya que para que sea posible es necesario que los individuos
construyan sus propias posibilidades a partir de diversidad de situaciones, tanto académicas
como sociales. Lamentablemente en la gran mayoria de establecimientos educativos esto no
es posible, puesto que se parte de los axiomas del determinismo, en donde todo esta hecho
y lo Gnico que hay que hacer es estar dentro del paradigma de lo establecido. Contrario a
este contexto de 1o establecido la ESCUELA PEDAGOGICA EXPERIMENTAL, ¢s un
espacio en donde es posible todo puesto que es posible realizarlo, y en ese sentido la
AUTONOMIA se realiza con base en la interaccién de sus individuos. Por eso los
muchachos experimentan con sus posibilidades de pensamiento y creatividad, realizando lo
irrealizable, expresando sus ideas. Por eso es un espacio que literalmente es una veta de

metal precioso cognitivo.

Superado este primer momento viene una VALIDACION EN PEQUENOS GRUPOS, es
alli donde luego de una reflexion, y si ha sido necesaria una intervencion del maestro, se
genera la discusiéon y discrepancia entre los individuos, en donde juegan un papel
importante las experiencias individuales, el sentido comiin y €l conocimiento matematico

(formas de actuacion, entendidas como razonamientos no siempre conscientes para realizar
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cualquier problema), fundamentado en las comparaciones entre la nueva situacion y las

realizaciones del pasado.

En un tercer momento encontramos la validacion generada en el grupo general, en las
instancias de plenaria, es alli donde se contrastan todas las posibles soluciones realizadas

por los grupos pequefios. En este momento se pueden dar dos casos bien definido que son:

» El expositor o expositores no convencen al auditorio general

¢ El expositor o expositores convencen ai auditorio general.

En el primer caso cuando el auditorio observa situaciones que no convencen del todo, las
cuestiona, y port lo tanto son desechadas y no tenidas en cuenta para set la SOLUCION.
Sin embargo es de vital importancia que se den soluciones contradictorias, puesto que
evidencian en muchos casos lo “QUE NO SE DEBE HACER”, y esto hace que las diversas
construcciones de opiniones e interpretaciones de otros grupos sean modificadas, o

reafirmadas.

En el segundo caso, el grupo general no encuentra formas de hacer “caer” la exposicion,
puesto que ha sido expuesta con tal claridad que hay lugar a dudas, y cualquier pregunta
que se formula, generalmente es contestada con éxito, situacion que evidencia el alto nivel
de coherencia entre la situacion y la solucion. Es de anotar que Ja validacion en este
contexto de discusion no recae en la autoridad del maestro, esa autoridad es asumida de un
modo implicito por el grupo. Veamos el siguiente grifico en donde se sintetiza los

momentos de validacion.
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validacidnvalidacidon  nivel

VALIDACION
validacion nivel | nivel 1l
INDIVIDUO 1 GRUPO
.T
GRUFPO
INDIVIDUO 2 2
PROBLEMA
GRUPO
INDIVIDUO 3 3
GRUPO
INDIVIDUO n n-m

GRUPO
GENERAL

La validacién se modifica partiendo del individuo a través de las interacciones sociales

desde un punto de vista disciplinar

A continuacién veremos como a partir de algunas situaciones problematicas se evidencian

las transformaciones de pensamiento. Es interesante notar que generalmente las ideas que

surgen sin importar que sean verdaderas o falsas generalmente son puntos de partida que

hacen llegar a la solucién o soluciones satisfactorias.
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PLENARIAS QUE EVIDENCIAN  CONCRETAMENTE LA
VALIDACION DE LAS EXPOSICIONES

Plenaria: la plenaria se lleva a cabo a partir de la discusion generada por parte del
expositor y el auditorio. Por lo tanto se presenta en forma de dialogo por parte de los
integrantes que hacen parte en la construccion de modelos matematicos, en donde es
posible evidenciar tanto la exposicion como apartes de las discusiones generadas, en donde
se muestran los argumentos y los contra-argumentos que conllevan a la solucion de las
diversas situaciones problematicas.

Se presentan plenaras  realizadas tante en la  ESCUELA PEDAGOGICA
EXPERIMENTAL, como en el Instituto Educativo Distrital “Francisco de Miranda™.
Veamos.

Escuela Pedagogica Experimental

PROBLEMA : Los Carros:

—— P a—

-+~
=L ©

En el punto A se encuentra el carro Cy
En el punto B se encuentra el carro Cy,
El carro C, demora 1 hora en recorrer la distancia A y B.

El carro C; demora 2 horas en recorrer la distancia B y A.

YV V¥V ¥V ¥ VY

Si los dos carros Cy y C; parten al mismo tiempo desde sus respectivos lugares y en
direcciones contrarias.;Donde se encuentran?

Argumenta por escrito el razonamiento.

INTENCION: abservar la incidencia del maestro en el aula de clase.
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NIVEL: 11 W (Noveno grado)

PROFESOR TITULAR: German Rayo

OBSERVADORES: Liliana Paola Cruz (O.P.1) y Ana Milena Fonseca (O.P.2)
INSTRUMENTOQ DE RECOPILACION: Diario de Campo v grabaciones.

PRIMERAS CONJETURAS

Una vez planteada la situacién problema, el primera paso dado por los estudiantes fue

representar graficamente el enunciado del problema; del cual surgieron inquietudes y
comentarios tales como:

- William M.: pregunta abiertamente.

“...que pasa con la distancia, ahi no la estdn presentando y, entonces jqué hacemos?..."”

A lo que el profesor sugiere: ...los datos del problema son los que estan en el tablero.

- Enla mesa tres se escucharon conjeturas de los mismos estudiantes:

“...es0 es lo que se trabajo en el problema de los carros...”

- En la mesa uno se hizo referencia a:
“..este problema es el mismo que cuando estan lavando los carres, solo que ahora hablan

del tiempo...”

TRABAJO EN PEQUENQS GRUPQOS

o MESA 1

Javier Sanchez: mostrando la grafica dice:

A 1 2 3 4 5 B
I_IO Ifu,i 10
1— | ! Lrhedr o
e e O TV _
*  Punto de encuentro.
Cixji hgfedoctba €
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“Lo primero que hice fue dividir el tiempo”

O.FP.2: jcudl tiempo?

Javier: “I hora; o lo que yo hice en amarillo, por que me queda mds ficil saber la
respuesta que cuando tomo dos hora, es decir, dividi una hora en 6 y cada parte son 10
min. pero eso es de C,. Cuando C; a recorrido 1, C; a recorrido a y segui con esa
secuencia y miro cuando es que se encuentran (mostrando en la grdfica). Luego voy
mirando el tiempo (va contando),...el mas rdpido a gastado 10°,20',30°,40 minutos; y el
mds lento 10°,20°,30° y 40 minutos; entonces se van a enconirar los dos carros a los 20

minutos”

Juan M: “Hice la recta, la dividi en 6 por que tome una hora, y tomé I hora por que es mas
facil calcular cuando se van a encontrar, y empecé: Uno recorre el doble que el otro,
hacen los movimientos SIMULTANEAMENTE, v coincidié que se encontraban en 4°

minutos”

“ MESA 2
Laura R: “Cogi la distancia y la dividi por la mitad, luego cogi lo que se demora C; desde

A. dividi el tiempo en 4 partes asi:

15’ 30° 45’ 60’
| | ERNA VAN |
A 90’ Th. 45> 30° 0B

Resuelve el problema con compensacion aditiva, pues lo que hace es trabajar con el tiempo

de cada uno de los carros, hasta el momento en que s¢ encuentran.
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Irene: “Yo sé que el lento se demora el doble que el rapido, y empecé calculando en que

momento se encuentran’: {mostrando la grafica)

B
I N I I S [ | I
1 R

»  Se encuentran en este
pedacito.

Irene: ” entonces, se encuentran en la mitad de este pedazo, pero no se que tengo dividir, si
el tiempo o la distancia, dividiendo todo entre 3 (toda la recta) donde se encuentran: me da

dos tercios mds cinco, y el otro un tercio mds algo”

] Inicia el trabajo con compensacion aditiva, (2 a 1) y termina con la nocién de
equidad.
o MESA 3

El trabajo de la mesa 3 fue en grupo, presentandose dos tipos de solucion:
““En primer lugar se organizaron los datos del problema asi: Como C1 recorre en I hora

y C2 en 2 horas, cuando Cl llegue, C2 estard hasta ahora en la mitad”

C, en media hora estard ch la mitad del recorrido.

Cien una hora estard en la mitad de B - A.

“Con la mitad de la mitad, entonces obtendré la cuarta parte”;, seiialando la grafica
deduce:
- 15 mimutos del carro C,.

- 30 minutos del carro C,.
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1/4 172 3/
— S—
A C C; B
Cy ooy, 0 30" g C

Los integrantes de 1a mesa tres preguntan. “;hay distancia?”

A th. 45 30° 15 B

730" 157 22307 307 37307
Primera conjetura: “se encuentran a los 37°50°" de uno, y los 45° del otro”

> Como a los 40 minutos se encuentran.

2> En la quinta parte Heva 37°30"".

Luego de discusiones, se establece que cuando C2 estd en 45°, ya se cruzaron, por lo

tanto, entre 37°30"" y 43 se encuentran.

...8in la grdfica debe salir solo...
375+ 375=4125

Entonces, el punto donde se encuentran es en 37°30°" en relacion al tiempo.

SOCIALIZACION

Silvia: “Se supone que Cl se demora 1 hora en cruzar la distancia entre Ay By C2 se
demora 2 horas, entonces yo lo que hice fue dividir el espacio en 12 pedazos y contar que

tanto avanzaban % hora después de haber iniciado a recorrer el camino, entonces en % C1
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tiene que necesariamenie haber recorrido la mitad del recorrido y el otro tiene que

avanzar la mitad, de la mitad delo que avanzo el otro, entonces a la ¥ hora este (seflalando
a C1) tienen que ir por acd y C2 por acd (sefialando en la grafica)”
A
Ll 11 eedeeed A
| I N A S B B —6H
L

1 avansh 2 pedazps 50 la mitad de la mitad

30 la mitad del recormidn C2 avanza 1 pedazo

Ci

...entonces faltaria tres pedazos por avanzar y se supone que como éste avanza el doble
(C1), que el otro, este tiene que avanzar dos cuadros mds y el otro solamente uno, cuando
C1 ha avanzado 8 pedazos del recorrido C2 ha avanzado solo 4, o sea la mitad”.

Profesor: ;T estas diciendo la respuesta en términos de tiempo?

Silvia: “En ambos términos , pues eso es distancia y en tiempo se supone que han
avanzado 40 minutos, segtn la grdfica que yo hice porque yo dividi esto en 12 pedazos™
Profesor: ;Por qué hiciste la divisidn en 12 pedazos?

Silvia: “Yo empecé dividiendo en 10 pedazos cuando hacia el recorrido de ¥ hora después
de que habian empezado, este (Cl)habia llegado hasta aqui 'y como no es que sea
exactamente muy dificil, pero a mi no me gusta trabajar con nimero s fraccionarios ni
nada de eso, entonces CI avanzaba el doble que el otro, entonces cuando uno avanza hasta
la mitad, avanza cinco pedazos y el otro 2 y ¥ peduzos, entonces con 12 pedazos si me dio
enteros, en un lado me quedan 6 pedazos y en el otro lado me quedan 6 (en la mitad del
recorrido)y era mas facil

Profesor: La pregunta que se hizo en e! planteamiento era dénde se encuentran los carros, a
eso ¢qué respondes?

Silvia: “Se encuentran acd (sefialando en la grdfica) y puse que % para CI y Y para C2”
Profesor jen tiempo entonces cuanto es que pasa?

Silvia: “en términos de tiempo son 40 minutos”™.

Profesor: ;alguien del grupo tiene alguna pregunta para Silvia? , jtotalmente claro?
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Grupo: jro! ... todo claro

Mario C: “Yo empecé a dividir y entonces dibujé que C2 ha recorrido el doble, en horas,
que C1,”

Profesor: (El grafico es ignal que ¢l que hicieron el grupo de Silvia?, o sea lo dividié en 12
partes

Manuel: “Si, yo pensé en un principio que este (C1) recorria este espacio en un minuto 'y el

otro recorria esto en 2 minutos

Recorrido de C2 en 1 minuto

—
—
n R
]
—

; : . i i

Recorrido de C1 en 1min. E’mftn de encuentro

Profesor: ;En cuinto tiempo?

Mario: “recorre esto en un minuto” (mostrando la grafica)

Profesor: y ;Qué pasé después?

Mario: “Yo busqué el punto de encuentro y es aqui (sefialando en la grdfica) y son 40
minutos”

Profesor: jcomo supo usted que eran 40 minutos?

Mario: “porque conté cada pedazo como 10 minutos”

Profesor: jcomo hizo usted porque dijo que era | minuto y ahora dice que son 1077

Mario: “porque yo lo hice en principio asi para hallar el encuentro, y después contando
cada pedazo por 10', entonces por un lado me daba 40’y por el otro también.”

Profesor: bueno y usted para la otra parte jcomo hizo?

Mario: “Yo contaba, haciendo de recorrido: el doble, por uno, entonces la respuesta es
40

Profesor: Bueno usted dice que son 40’ y jen donde se encuentran?

Mario: “aqui “ (sefialando en la grafica)

CORPORACION ESCUELA PEDAGQOGICA EXPERIMENTAL 15




PROCESQS DE VALIDACION EN EL AULA HACIA LA CONSTRUCCION DE MODELOS
MATEMATICOS. El modelaje matemitico en niveles de educacion basica (grados 6°, 7°, 8° y 9°). La
validacién de los modelos y la matematizacién de la experiencia: Un estudio a partir de dos familias de
problemas. Procesos de validacion hacia la construccion de modelos matematicos. Noviembre de 2003

Profesor: y ese punto jqué es?, qué significa ese punto.

Mario : . (silencio).
Profesor: gracias Mario.
Manuel C: “Yo empecé a dividir la distancia entre los dos extremos, en 6 partes y pues el

tiempo también lo en 6y cuando Cl avanzaba digamos 10 minutos, estaba acd” (sefialando

en la grafica)

S
——
pHras e
Ve raa

T — 2
S S At ma e e
wow 10’ 10° }10' o 0w
W Y_
40 40°

“Micentras en 10 minutos C1 estaba acd, al mismo tiempo C2 estaba acd, a los 10’ CI
estaba en 1/6 y C2 en 1/12, a los 20°, Cl estaba en 2/6 y C2 estaba en 2/12, a los 30" CI
estaba en 3/6 y C2 estaba en 3/12 , a los 40° C1 estaba a los 4/6 y C2 estaba a en los 2/6 6
enlos 4/127.

Profesor: o sea que usted esta diciendo que en tiempo ;cudntos es? Manuel.

Manuel: “40 minutos”

Profesor: y jen términos de espacio?

Manuel: “CI avanzé 4/6 y C2 avanzé 4/12 6 2/6”

Profesor Vivian el suyo es diferente, esta bien chévere para que lo presente.

Vivian: menciona que divide }a distancia.

Profesor: ;Cudntas partes?

Vivian: “Seis, pero por acd, comienza a dividirse por la mitad o sea de a 5 minutos, CJ]

recorre en 10 minutos 1 kilometro y C2 en 10 minutos recorre V: kilometro y van
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avanzando simultdneamente y a los 40 minutos este (Cl) va por acd y este (C2) también va

por acd; y éste (Cl) ha avanzado .

Profesor: Tu dividiste ese espacio en términos de kilometros y miraste que por cada 10
minutos un carro recorria un kilometro y el otro en 10 minutos % kilometro, hiciste el
recorrido hasta que se encontraran en el mismo punto y concluiste que fueron 4 kilometros
por un lado y por el otro son 2 kilémetros, y en términos de tiempo fueron 40° - y ese es tu
razonamiento —

William (realiza una grafica)

Profesor: ;Cuantas partes, William?

William: “Yo simplemente cogi el tiempo de cada carro y como C2 se demoraba dos horas
en llegar acd y éste (Cl) se demoraba una hora en legar acd, entonces éste(Cl) en media

hora ha avanzado hasta acd ©

2 horas C2

&

‘ Falta por recorrer
|

‘ | i 1 L] |
S — 1 -
» s
20 E
C] _______________ 1 hora ............. ’

William: “Este (C1) en 30 minutos, recorre la mitad y éste (C2) en 30 minutos recorre Vs
Profesor: ;Como hace para saber que es 4?7

William: “porque éste en 2 horas hace todo el recorrido y el otro en una hora lo recorre,
entonces los dos se demoran en media hora: éste (C2) % y éste (Cl) la mitad, entonces se
encontrarian en la mitad de esos dos intervalos, en 45 minutos”

Profesor: ;y como saben que hay 45°7
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“Porque este (C1) recorre en 30 minutos la mitad, y ef otro recorre la mitad de la mitad; y

como hacer falta por recorrer este pedazo (sefialdndolo en la grdfica) entonces son 15
minutos acd y 15 minutos para el otro; y se le suma a los 30 minutos ya recorridos.”
Profesor: Entonces son 457 y jdigamos en términos de espacio, de distancia ¢omo seria?
William: “Pues no sé como, la verdad no sabria decir en términos de espacio”.

Juan Nicolas: (al pasar a exponer inmediatamente empieza a elaborar una grafica).

-»

C2-2horas

10 100 100 10

v

Profesor: ,En cuantas partes?

Juan Nicolas: “Yo lo dividi en 12 partes, pues primero lo dividi en 6, C1 recorria la mitad
del otro y se supone que C1 se demora 1 hora en recorrer esta distancia entonces yo lo que
hice fue marcar cada 10 minutos el recorrido, este iba acd y el otro habia recorrido la
mitad ” (sefialandolo en la grafica que habia hecho en el tablero).

Profesor: jen cudnto tiempo?

Juan Nicolas: “En 10 minutos”

Profesor: ;Cuanto tiempo va ahi?

Juan Nicolas: “este ha recorrido 20 minutos y este ha recorrido la mitad al mismo tiempo,
luego 10 minutos después esta ha avanzado acd y el ofro acd y luego a los 10 minutos este
acd y el otro acd (sefialando), uno recorre el doble que el otro, entonces a los 40 minutos

uno ha recorrido 80 y el otro 40 y lo repito en el mismo tiempo pero distancia mayor.”
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PROBLEMA: los lavadores de carros
ENUNCIADO: Si un lavador de carros demora 1 hora lavando un carro, otro lavador de
carros dura 2 horas lavando el mismo carro. Si los dos lavadores de carros deciden lavar el

mismo carro al mismo tiempo. ;Cudnto tiempo tardaran lavando el carro?

Después de que los grupos se autorganizan de manera espontanea, cada uno de ellos expone
sus respuestas argumentando el porque de ellas v en la medida que avanza la discusion

surgen argumentos y contra-argumentos que conllevan a la solucidn del problema. Veamos.

SOQLUCION UNQ: El tiemna que se gastan es de 1,5 horas

ARGUMENTO (Exposicién):porque es lamitadde 1 +2=3

CONTRA — ARGUMENTOS:

«Es ilégico porque el que dura 1 hora lavaria el carro en menos tiempo.

+ El que dura 2 horas, hace demorar al de 1 hora mas tiempo.

» Los dos lavadores empiezan y terminan al mismo tiempo, eso quiere decir que 1 hora y '%
no son simultaneos.

*Es ilogico que entre los dos lavadores duren mucho mas tiempo que el que dura solamente

1 hora

SOLUCION DOS: El tiempo que se gastan es de 1 hora

ARGUMENTO (Exposicién):

Cada uno dura ' hora, se reparten el carro por la mitad cada uno

CONTRA - ARGUMENTOS:

*No es logico porque si cada uno dura 1/2 , no se tienen en cuenta las condiciones iniciales.
«Porque el que lava el carro en 2 horas, de acuerdo a la exposicion dura 2 hora lavando '2
carro, contradiciendo lo que el problema propone, es decir, que duraria lavando medio carro

1 hora
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+;Por qué los dos lo lavan en 1 hora, si el que dura 1 hora lo lava sin necesidad de la ayuda

del otro lavador. Por io tanto es ilogico.

*De donde sale que cada lavador lava medio carro en 'z hora.
SOLUCION TRES: 30 minutos

ARGUMENTO (Exposicion):

i HORA 2 HORAS

i3 15

CONTRA - ARGUMENTOS

+Si vemos el grafico este nos dice que el que dura 1 hora lavando el carro dura 15 minutos
tavando medio carro, algo totalmente falso de a cuerdo a lo que ¢l problema propone.
También el que dura 2 horas lavando el carro, dura lavando medio carro 1 hora, y no 15
minutos como se muestra

*No es légico porque no hay razonamiento matematico de donde salga que cada uno de los

lavadores dure 15 minutos lavando medio carro.

SOLUCION CUATRO: 37,5 minutos
ARGUMENTO (Exposicién):

112 hora 5min i/2
; hora

25

CONTRA - ARGUMENTOS:

+;Por qué se demora 5 minutos el pedazo que indica con 5 minutos?
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*El pedazo que marco con 5 minutos, duraria en realidad 15 minutos

Posteriormente piensa un poco en el tablero y modifica su representacién de la siguiente

manera:

142 hora | & 172
min ho
: . 3
6 |

El grupo de estudiantes afirma:

*El pedazo que marcé con 6 minutos, dura en realidad 15 minutos

*El expositor afirma que dura 6 minutos porque divide 30 minutos entre cinco partes que
esta dividido el carro. De todas maneras hay que seguir dividiendo las paries que van
quedando indefinidamente, y por lo tanto no es posible acabar de lavar ¢l carro

Tampoco es cierto que el pedazo que marcd con 3 minutos lo lava en ese tiempo, porque

tomamos la mitad de la mitad, luego seria 7,5 minutos. Por lo tanto no es cierto.

Luego otro de los muchachos realiza el siguiente grafico:

30 30

Argumentando que 30 se divide entre 3 dando como resultado 10 que seria el tiempo

necesario para lavar una de las partes que muestra. Ahora bien, mientras el que dura 30
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minutos lavando la mitad del carro, duraria 10 minutos lavando 2 partes de las tres que se

dividieron a lo aitimo 7
Como conclusion final se llega a que entre los dos lavadores durarian 40 minutos en lavar

el carro

Instituto Educativo Distrital “Francisco de Miranda”

Problema el muro:
Para construir un muro se necesitan 200 bloques o 600 ladrillos. Se pretende construir el
mismo muro utilizando el mismo nimero de bloques y Jadrillos. ;Cuéntos bloques y

ladrillos son necesarios?

601

WILMER

600LADRILLOS

200BLOQUES
800

posteriormente divide 800 entre 1, el 1 lo identifica con el muro.
Preguntas del auditorio

- ¢ Cuantos bloques y ladrillos se utilizan?

- NOLO ENTENDI

- (se necesitan mas que los ladrilios y bloques para el muro?
- iporqué dividié 800 entre 17

- PORQUE 1 ES EL MURO QUE SE VA A HACER

- jpara qué hizo la division en 1 si da el mismo resultado?

Finalmente el expositor no tuvo argumentos para sostener su exposicion.
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En este caso las preguntas formuladas por el auditorio evidencian de una manera clara
que el expositor no habia comprendido muy bien las variables con las cuales debia
resolver el problema. Lo mds importante en este caso fue precisamente que quien salié

mejor librado fue el expositor puesto que cayo en la cuenta en los errores que cometia.

CINDY JOHANA, MARIA FERNANADA
Hicimos una resta y una suma

600

200sumamos
800

porque hicimos multiplicacion y divisién y nos dio

600

200restamos
400

por lo tanto 200 ladnillos y 200 bloques

i por qué?

- {por que se resta?

- {por que se suma?

- Creemos que lo sacaron de los 400

- jcomo sacaron 200 — 2007

- DELOS 400

- Con 200 bloques se construye un muro 200 — 200 son dos muros

- ;si hicieron dos operaciones, entonces por qué toman la resta?

En este caso se evidencia la situacion en donde los estudiantes desean acomodar a como

de lugar los valores que proporcionan en la situacién, sin tener muy en cuenta la situacion
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problemdtica en si misma. Es decir los valores obtenidos no poseen una relacion directa

con el problema.

RUBEN LINARES, DAVID DIAZ

600 ladrillos

100 BLOQ

El bloque es equivalente a 3 ladrillos, por lo tanto para construir el muro se necesitan 100
bloques y 300 ladrillos, de la siguiente manera:

100 BLOQ

300 ladrilos

El auditorio no realiza ninguna pregunta. Por lo tanto como que se asume que la exposicion

revela una solucion sin discusion.

Es claro que cuando el auditorio no asume en cierta manera una actitud hostil frente al
expositor es una muestra diciente de que algo anda bien, en el sentido correcto de la
busqueda. Muestran con claridad la equivalencia existente entre un bloque y los fres

ladrillos.
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TANYA PAOLA, VIVIAN ANDREA

600 200

—=300 —— =100
2 2

600 400

200 100

460 300

por lo tanto se necesitan 300 ladrillos, 100 bloques

- ¢de donde sale el 1007

- jpor qué dividen entre 27

- SON DOS CONJUNTOS EL DE BLOQUES Y LADRILLOS
No se convence con la respuesta al auditono
-ipor qué se utiliza la mitad de Jadrillos y bloques?

No hay respuesta.

PLENARIA EL MURO [ 704

ESTUDIANTE |

200 800

600 200
800 160000

el resultado de la suma se multiplica por el nimero de bloques.
- por qué multiplican 800 por 2007

- PARA VER SI DA EL RESULTADO

No se dan mas explicaciones evidenciando poca clanidad sobre lo que el problema propone.

El grupo concluye que estd mal.
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ESTUDIANTE I

800 bloques y ladrillos

200

600
800

no es logico

400 si es logico

800 son dos muros no es logico

los muchachos entendieron que un muro se construye encima del otro

- la respuesta es verdadera construyeron un muro con 200 y otro con 600, ¢ hicieron
un muro alto

el auditorio no esta de acuerdo porque son dos muros diferentes.
ESTUDIANTE 111
600 ladrillos

dijeron que el razonamiento era incompleto

24
25
600 ladrillos

son 800 porque sumaron 600 + 200

- ipara qué hallaron el alto y el ancho?

ESTUDIANTE IV

140 ladrillos - 140 bloques
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600

200
120000
después
m 300
600unmuro _ 300
200unmuro 120
180
- no tuvieron en cuenta que 1 bloque = 3 ladnllos
- la mitad de 180 5 90 — 90
- la respuesta no corresponde
- por que se saca 120 st es 120000
- es inconsistente
ESTUDIANTE V

400 (300 - 100)

600

200
400

- tienen razén por la resta sin argumento

- iqué quieren decir con restar?

- POR LA MITAD DE CADA COSA 100 BLOQUES - 300 LADRILLOS,
PORQUE CON 100 Y 300 SI1ES CIERTO

ESTUDIANTE VI

300 ladritlos — 100 bloques
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300
600 fadrillos
300 300
100
100
200 blaques
100
- SIESTA BIEN
- iporqué?

- POR QUE FUE LA EXPLICACION MAS RAZONABLE

ESTUDIANTE VII

150 - 150

150 50 50

3 ladritlos equivalen a 1 bloque

200
@- =3 200
200 200
600

no hay preguntas
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PLENARIJA LAVADORES DE CARROS I (702)

JOHAN RINCON
1,5 porque eslamitadde 1 +2=3

- esilogico porque solamente el del hora lavaria el carro

- el de 2 horas hace demorar al de 1 hora mas tiempo

- los dos lavadores empiezan y terminan al mismo tiempo porque 1 y 2 no son
simultaneas

- esilégico poner a los dos lavadores u durar més tiempo

el mismo expositor concluye que sus argumentos son falsos

LESLY ALEJANDRA, MONICA
1 HORA
cada uno dura 2 hora, se reparten el carro por mitad, 'z cada uno

- no es ldgico porque cada uno dura % hora, no se tienen en cuenta las condiciones
iniciales (el expositor no tiene nada que decir)

- ¢por qué el que dura 2 horas, dura 2 hora lavando medio carro?, no hay
razonamiento que conlleve a esa conclusion

- ipor qué dos lo lavan en 1 hora, si uno solo io lavaria en 1 hora?. Eso es ilogico.

- Cada uno lo lava en ¥ hora, jde donde sali6?. No hubo razonamiento matematico.

- No se tuvo en cuenta la simultaneidad.

Los compaiieros llegan a la conclusion de ser FALSO.
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WILSON BELTRAN, JULIO FORERO

Y2 HORA

1 hora 15 minutos |15 minutos |2 horas

ipor qué el que dura 1 hora, si dura 15 minutos lavando %: carro, duraria lavando 30

minutos todo el carro?

- No es légico porque no hay razonamiento matematico.

CARLOS
5 min
30 min 30min
2 5m
\_Y_}
Mitad de lo que queda
375

- (por qué se demora 5 minutos el pedazo que marca con 5 minutos?

El pedazo que marc6 con 5 minutos duraria en realidad 15 minutos, por ser la mitad

de la mitad.

En este momento pasa un estudiante del auditorio y realiza el siguiente grafico:

B min
30 min min
6 min [3 min

el de 1
hora

- duraria 15 minutos en lugar de 6 minutos
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- hay que seguir dividiendo indefinidamente, por lo tanto no se acaba

- para saber que son cinco partes, como va a tomar lo que lavé el otro lavador se hace
la siguiente division: 30/5

- por qué se divide entre 5 si ya las partes estan lavadas. Deberia ser entre 3

- 1-530—-15-75

- no es verdadero

MIGUEL ANGEL

30 minutos

10 minutos

30 minutos

El lavador que dura 1 lavando el carro completo, dura ' hora lavando medio carro, y el que
dura 2 horas lavando el carro completo, dura %% hora lavando un cuarto de carro. Ahora
bien, el cuarto que queda lo lavan entre los dos de la siguiente forma: se divide entre tres
partes, y cada parte seria equivalente a diez minutos, luego el que dura 1 hora lavando ¢l
carro completo lavaria dos de esas partes, y el que dura dos horas lavando el carro completo

lavaria una de esas partes. En conclusion los dos lavadores duran 40 minutos lavando el

carro completo.
PLENARIA LAVADORES DE CARROS 1 703

ANDRES MUNOZ, JTUAN DAVID

1,5 horas porque como lavaban medio carro cada uno, lo lavarian en la mitad del tiempo
original.

- uno dura 1 hora lavando un carro, es ilégico puesto que duran mas de lo que dura el
de 1 hora
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ALBA GOMEZ, LEIDY SEPULVEDA

Demoraron 45 minutos. No hay argumento.

MANUEL FERNADO TORRES
180 / 4 =45 minutos.

- ¢por que divide entre 47

- SILODIVIDO ENTRE 3 DA 1 HORA.
CATALINA QUECANO, VANESA FUERTES

45 MINUTOS

60 3015

————-_ luego sumamos 15 + 30 = 45 minutos.

120 60 30

- ipor qué llegaron hasta ahi?

POR QUE AL 15 NO SE LE PUEDE SACAR MITAD

- ¢por qué no le sacaron tercera?

SACAMOS LA MITAD PORQUE LO HACEN ENTRE 3 PERSONAS

IVAN ROGRIGUEZ, FERNEY ESPITIA
45 minutos

porque 3 horas equivalen a 180 minutos. Le sacamos sucesivamente la mitad a 60 minutos
y 120 minutos, hasta llegar a 15, y 30 minutos respectivamente. Luego sumamos 15y 30,y
nos da como resultado 45 minutos. Los niimeros los dividimos por la mitad ya que son dos

los lavadores de carros.

NO HAY PREGUNTAS.
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ANDRES MALAVER IQSE BERNAL

30 minutos

10 minutos
30 minutos (5 minutos
5 minutos

- (porque sale dos veces el 307

- LOS MUCHACHOS AL REALIZAR ESTA PREGUNTA NO ENTIENDEN EL
CONCEPTO DE SIMULTANEIDAD,

- porque la parte que queda la dividen en tres partes?

- ¢por qué cada uno no lava las mismas partes al mismo tiempo?

- ipor qué las dos partes de arriba son 30 minutos, NO serian 1 hora?

- POR QUE SON AL MISMO TIEMPO

- LA CUARTA PARTE DE 1206 ES 30

- jpor qué se coloca 10, 5y 57

10

30 =

- {porqué no sumaron todos los resultados?

- PORQUE LO LAVAN AL MISMO TIEMPO

- CAD PARTE DE 30 MINUTOS, $1 SE DIVIDE EN TRES PARTES ES DE 10
MINUTOS.

- ¢por qué no dividen cada parte en dos partes?

CORPORACION ESCUELA PEDAGOGICA EXPERIMENTAL 313




PROCESQS DE VALIDACION EN EL AULA HACIA LA CONSTRUCCION DE MODELOQS
MATEMATICOS. E! modelaje matemitico en niveles de educacién bésica (grados 6° 7°, 8° y 9°). La
validacion de los modelos y la matematizacién de la experiencia: Un estudio a partir de dos familias de

problemas. Procesos de validacion hacia la construccion de modelos matematicos. Noviembre de 2003

- POR SER UN LAVADOR MAS RAPIDO QUE EL OTRO, LAVA EL DOBLE

QUE EL OTRO.
- iporquésaleSyS5?

5 minutas

15 minutos |5 minutos
S minutos

WBEIMAR, PABLO

7Y
30

7

7 Vs 7 Y2

7% 7%

- ¢de donde sale 7 %47

- 7%ES LA CUARTA PARTE DE 30
- ipor qué no se saca la curta parte de la otra parte?
- POR QUE ES MAS RAPIDQ Y SE TOMA ESA PARTE.

SERGIO ACOSTA (E.P.E)

30

30

7.3 [15
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30:00 — 15:00 — 7:30 — 3:45 — 1:52 — 56 seg — 28 seg — 14 seg — 7 seg — 3 seg —
I seg

Ja suma de todos los tiempos es 58 minutos, 39 segundos.

- (de donde salen esos resultados?

- DE DIVIDIR SUCESIVAMENTE

- (cual es la logica?

- POR LA LENTITUD DE UNO Y LA RAPIDEZ DEL OTRO, SE DIVIDE DE
ESA FORMA

- Practicamente es 1 hora

- Parece que esta mal por se halla mas 16gica a 40 minutos.

PLENARIA LAVACARROS 1I (NIVEL 11W)
ESTUDIANTE I

20 minutos

1/4 3/4

10 minutos 10 minutos

- POR QUE ES EXACTAMENTE %, % SE SUMAN 10 + 10 = 20 MINUTOS
- ¢los valores son dados por la agilidad?

- Como lo estan lavando al tiempo son 10 minutos y no 20 minutos

- ipor qué 10 minutos en cada lado?

- Si dura 10 minutos lavando % de carro, entonces duraria 40 minutos lavando el

carro. El otro caos con % no es logico.

ESTUDIANTE 11
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lento 15
minutos
rapido 185
minutos 5
S
l 10

25 minutos

« (de donde sale 15 minutos en la mitad del carro?

- LO QUE PASA ES QUE COMO EL LAVADOR QUE LAVA DOS CARROS EN
UNA HORA, LAVA MEDIO CARRO EN 15 MINUTOS.

- ipor qué se divide en tres partes?

- PORQUE EL RAPIDO LAVA EL DOBLE DE LO QUE LAVA EL LENTO, POR
LO TANTO EL RAPIDQ LAVA 2 PARTES Y EL LENTO LAVA 1 PARTE.

ESTUDIANTE I1I

15
15

2:30
2:30

15 + 5 = 20 minutos
7 minutos : 30 segundos — tres partes, 30 +3, 15+3=35

- ipor qué divide en tres partes.
- PORQUE HAY UNO QUE LAVA EL DOBLE DEL OTRO.

No hay mds preguntas.

ESTUDIANTE IV
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el mas
15 demorado
1 hora 15
10 demorado
5
5

15 + 10 = 25 minutos.

- jporqué divide en tres partes?
- POR LA RAPIDEZ.
- ¢por qué dio 10 minutos?

- Lo piensa un poco. Sin embargo no hay claridad.

ESTUDIANTE VI

45 15

60 MINUTOS

- ino se supone que lo lavan al mismo tiempo?

- UNO ESPERAR{A Y LUEGO EL OTRO

- Solamente lo lavaria el que dura 1 hora

- jde donde sale 45.

- No hay respuesta

- ;por qué los diferentes resultados en ambos espacios?

- PORQUE UNQ ES MAS RAPIDQ QUE FL QTRO

- Se supone que el espacio seria diferente porque uno es mds rapido que el otro.

- Uno hizo el trabajo en 45 minutos, y luego el otro en 15 minutos.
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No hubo respuestas que satisfacieran al auditorio, por lo tanto no hubo convencimiento al

respecto.

ESTUDIANTE VII

60 + 2 = 30, se divide entre dos, luego le sacamos la mitad a 30 que es 15. posteriormente

sumamos 30 + 15 = 45. entonces ¢l resultado es 45 minutos.

- {porqué dividen entre 2?7

- PORQUE SON 2 PERSONAS

- {por qué suman?

- PORQUE ES ENTRE DOS PERSONAS

Luego realizan el siguiente grafico para ilustrar su razonamiento.

15 30

- cuando el que gasta 15 minutos esta en donde se indica, €l otro iria en otro punto.
No realizan mas preguntas, pero tampoco hay respuestas satisfactorias.
ESTUDIANTE VIII

20 MINUTOS

Y2, 15 minutos

v, 15 minutos 1112 1112 [112

El Javador rapido lava cada 1/12 en 2,5 minutos lavando 2/12, mientras que ¢l lavador mas
lento lava el 1/12 restante en 5 minutos. Por lo tanto el tiempo requerido para lavar el carro

completo es 15 + 5 = 20 minutos.

CORPORACION ESCUELA PEDAGOGICA EXPERIMENTAL 38




PROCESQS DE VALIDACION EN EL AULA HACIA LA CONSTRUCCION DE MODELOS
MATEMATICOS. El modelaje matematico en niveles de educacion basica (grados 6°, 7°, 8% y 9°). La
validacion de los modelos y la matematizacion de la experiencia: Un estudio a partir de dos familias de
problemas. Procesos de validacion hacia Ja construccién de modelos matematicos. Noviembre de 2003

- iporqué dividio en tres partes?

Hace el siguiente grafico para ilustrar el razonamiento.

| | I
ia mitad del total

un cuarto del total
- iporquées 1/12

- PORQUE SON 12 PARTES
- jporqué 2,5 minutos?

30 minutos lavanda un

25 [25 2.5 2.5 2.5 2,5 carro

285 125 2.9 2.5 2,5 25

50 minutes lavando un
carro

Luego al superponer lo que lava cada lavador en un mismo grafico quedaria lo siguiente:

2,5 2,5 2,5 2.6 2,5 2,5

5 5 5 2,59 2,5 5

Convenciendo al auditorio, tanto es que merecié un aplauso.
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ELEMENTOS QUE CONLLEVAN A LA VALIDACION DE LOS ARGUMENTOQS

*El maestro hace las veces de moderador de las discusiones, haciendo énfasis de
inquietudes clave que surgen en la dinamica de la discusion

»Cuando el expositor escucha todas las contra — argumentaciones, y si no encuentra formas
de seguir sustentando su tesis, se asume que ese razonamiento no es valido.

*Cuando el auditorio no encuentra argumentos para contradecir la exposicion, se asume
como un razonamiento valido.

-El maestro recoge todos los argumentos expuestos colocdndolos en consideracion del

auditorio para definir su-validez (conclusion)
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RECURRENCIAS Y CORRELACIONES. HACIA UNA
CARACTERIZACION DEL PENSAMIENTO
MATEMATICO'

Thon Castro, Dino Segura, Janeth Malagon, Geyman Rayo y Fablo Omar Arcos,
Escuela Pedagogica Experimental

1. Introduccion

Es sorprendente afirmar que la intencion de la clase de matematicas ya no es la matematica
en si misma’, sino el desarrollo del pensamiento matemdtico. Es muy complicado que a
pesar de la evidencia del pensamiento auténomo, el maestro siga esperando que los
individuos, que en algin momento toman una clase, salgan sabiendo a la perfeccion las
lecciones, es decir, hayan memorizado tada la informacion trasmitida. Por otro lado v no
siendo menos pretencioso, lo que creemos que se debe buscar es que los estudiantes tengan
experiencias dentro de contextos matematicos que les permitan ir construyendo su
conocimiento, de tal forma que en el momento de afrontar un problema sea posible la
elaboracion de una solucion, al estudiar una tema particular sea posible su comprension y
en ultimas que se construyan las herramientas que permitan el desarrollo de su
pensamiento matematico.

Pero el pretender que la clase de matematicas gire en tormo al desarrolio del pensamiento
matematico antepone un reto muy interesante, que consiste en caracterizar dicho
pensamiento. Es dificil disefiar actividades que busquen el desarrollo del pensamiento
matematico sin saber lo que este es o significa o que cosas los caracterizan. Sin duda alguna
muchas de las actividades que hoy se realizan en el aula apuntan al desarrollo de este tipo
de pensamiento, sin embargo, aun falta construir muchos elementos que permitan
evidenciar de manera mas clara que tan potentes son dichas actividades con relacion a lo
que se pretende en una clase de matematicas.

Una definicién, provisional, de lo que es el pensamiento es considerarlo como el resultado
de la sumatoria de un sin nimero de experiencias en distintos contextos, es decir, que el
pensamiento matematico es una sumatoria de experiencias vividas dentro de contextos
matematicos. Contextos en los cuales el individuo trabaja al menos con uno de los cuatro
elementos enunciados por Segura y Romero (1992){1]:. El razonamiento ldgica, que s¢
refiere a la construccion de una logica y los procesos de argumentacion; la creatividad, que
se refiere a la invencion de estrategias para solucionar problemas; el modelaje matematico,

! Articulo que hace parte de los resultados obtenidos en el informe final, del proyecto de investigacion: “El
modelaje matemético en estudiantes de educacion basica (6°, 7°, 8° y 9° grados). La validacion de tos
modelos y los procesos de 1a matematizacion de la experiencia: Un estudio a partir de dos familias de
groblcmas.”Con el apoyo del IDEP

Esto es concebida como una disciplina terminada con operaciones, algoritmos y procedimientos muy bien
definidos.
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que se trata de la identificacion de patrones y la operatoria, que se refiera a la manipulacion
y construccion de algoritmos. Al trabajar la clase de matematicas en torno al desarrollo del
pensamiento matematico lo que se busca, entonces, es trabajar por la comprension, si se
comprende un problema matematico, es posible plantear una solucidn con base en lo que se
sabe ( se aplican procesos logicos y una operatoria) y en la posible necesidad que surge de
la invencion de nuevas estrategias ( se aplica creatividad y la capacidad de identificar
patrones) que permitan caminos que conduzcan a la elaboracidn de posibles seluciones.

Cada vez que un individuo se enfrenta a una situacion problema en contextos matematicos
hace funcionar su pensamiento matematico el cual realiza ciertas acciones que le permiten
su desarrolfo. Estas acciones aun no han sido los suficientemente comprendidas por los
maestros (no se quiere decir con esto que no se hayan trabajado en algunos momentos
desde Ia sicologia) por esto la intencion del presente escrito es dar una aproximacion de
dos de estas acciones que se pueden evidenciar durante las clases de matematicas que
propenden por el desarrollo del pensamicnto matematico. Las acciones a estudiar son la
recurrencia y las correlaciones.

2. La Recurrencia

Una de las caracteristicas del pensamiento es que se basa en las experiencias vividas o
pasadas para reelaborar o inventar pensamientos (ideas) mediante las cuales interpreta o
soluciona una situacidén nueva. El pensamiento es recurrente.

Pero, ¢l término recurrencia ha sido estudiado anteriormente desde la cibernética por Von
Foerster (1996), quien dice: “Por recursion se entiende que una funcion es sustituida, una 'y
atra vez, por su propio argumenta” [2) esta definicidn aparece tratande de construir una
teoria que permite caracterizar al observador y de como su accion de observar cambia lo
observado de tal manera que sus observaciones se convierten en algo relativo que depende
mucho de lo que ¢l observador sabe, lo que hace necesario entender que procesos se dan al
momento de observar. Por otra parte, esta definicidn incluird — como veremos — acciones y
procedimientos a la vez que formas de ver la cotidianidad, la vida misma es un proceso

[ECUIsiva.

Desde la matemética y por la manera particular como se estudian los fractales, el término
de recurrencia se refiere mas a lo iterativo. De acuerdo con Rubiano (2000): “ £ lenguaje
natural para generar fractales es la iteracién o recursion. Esta idea esta intrinseca en la
construccién de programas para generar fractales o en los algoritmos ain mds simples
que permiten visualizarlos. Iteracion significa repetir — aplicar- un proceso una y otra vez.
En matemdticas es comiin aplicar este conceplto a las funciones. ”[3]. En el mismo sentido,
desde la teoria del caos, Martin v otros (1998) reafirman diciendo “... algunos problemas
que pueden ser facilmente resueltos mediante algoritmos iterativos, es decir, mediante
cadenas de operaciones que se repiten sucesivas veces. Cada vez que se repite la cadena
se ha realizado una iteracion del algoritmo, y con ella se obtiene una nueva aproximacion
a la solucion del problema. "{4]
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La recurrencia, es entonces, una accion en la cual se tienen en cuenta sucesos, datos o
valores anteriores para poder saber, calcular o estimar uno nuevo, en otras palabras es
necesario reconstruir ¢l pasado para entender lo que sucede en el presente.

Al reflexionar un poco mas, no en lo que es la recurrencia, sino los alcances que ha permito
en las matematicas y ciencias, se puede caer en la cuenta de que esta accion del
pensamiento ha permitide avanzar en la solucion a problemas que la estructura matematica
determinista no habia podido dar cuenta, como es ¢l caso particular de los fractales y la
teoria del caos, entre otros tantos. Lo que hace que su estudio se vuelva aun mas relevante
dentro de lo que se puede dar en una clase de matematicas ya que de proponer actividades
que permitan el desarrollo de esta accion se estarian construyendo las bases para la
comprension de estos campos donde la disciplina matematica se vuelve mas compleja.

2.1 La recurrencia en la clase de matemdticas

La recurrencia se hace evidente en la clase de matematicas, cuando los estudiantes elaboran
soluciones a situaciones problema’. Algunos momentos gue permiten ver su utilizacion,
como una accidn del pensamiento que permite elaborar soluciones, son; 1} Cuando se
replican procedimientos u operaciones y 2) Cuando se utiliza un valor anterior para calcular
el valor siguiente.

2.1.1Cuando se replican procedimientos u operaciones: Los estudiantes al enfrentarse a
diversos problemas suelen utilizar el mismo procedimiento en un proceso para elaborar
una solucion. Por ejemplo, un grupo de estudiantes de grado octavo con edades que oscilan
entre los 11y 12 afios, en un primer momento se enfrenta a un problema como ¢l de los
saludos vy en segundo momento a un problema como ¢l de las diagonales:

> Problema de los saludos: Se encuentran 17 personas en un mismo lugar, ;Cuantos
saludos se dan?

> Problema de las diagonales: ;Cuantas diagonales se pueden trazar dentro de un
heptagono?

Se encontrd que se utilizaron procedimientos similares para solucionar los dos problemas,
asi:
En el problema de los saludos el procedimiento utilizado por algunos estudiantes fue:
“Si el niimero de personas es 17; se suma de manera descenderte, asi:
16+15+14+13+ 12411+ ]10+9+-8+7+6+5+4+3+2+1=136

Se comienza con 16 porque una persona no se saluda a si misma, la primera persona
saluda a 16, la segunda a 15, la tercera a 14 y asi sucesivamente y no es que uno de

¥ Ver ANEXO 1, informe final, soluciones etaboradas por los estudiantes a problemas de
PROPORCIONALIDAD, CONTEQ Y CONTEO COMBINATORIA.
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mas saludos que los otros ya que todos dan la misma cantidad de saludos lo que pasa
es que la segunda persona ya ha sido saludada por la primera persona.” (Ver figura 1)

Figura 1: Cada punto representa una persona y cada segmento de recta un saludo. La persona (1)
saluda 6 veces, la persona (2) también saluda 6 veces, pere el saludo entre (1) y (2} es une sole por lo
tanto hasta ahi hay 6+5 = 11 saludos

En el problema de las diagonales el procedimiento fue el siguiente:
“ Cuando tenemos un heptigono el numero de diagonales que se pueden trazar es la
suma descendente asi:
4+4+3+2+1=14
Se comienza desde cuatro porque no hay diagonales con el mismo vértice ni con los
vecinos, el primer y segundo vértice se unen con 4, el tercer vértice con 3, y asf
sucesivamente y no es que un vértice lenga mas diagonales que otro lo que pasa es que
el tercer vértice ya se unié con el primero.” (Ver figura 2)

Figura 2: Los vértices (1} y (2) se unen con los otros vértices mediante cnatro diagonales, el vértice (3)

también lo hace con cuatro diagonales pero la diagonal entre (3) y (1) es la misma que entre (1) y (3)
por lo tanto el numero de diagonales esta dado por Ia siguiente suma: 4+4+3+2+1=14.

En Jos dos ejemplos anteriores se puede apreciar que se realiza el mismo procedimiento al
considerar que: el saludo ni la diagonal son posiblies sobre una persona o un vértice, que es
lo mismo un salude o una diagonal de (1) a (2) que de (2) a (1) lo que permute operar de la
misma manera, es decir en una suma descendente. Implica, entonces, que los estudiantes no
parten de cero para solucionar el segundo problema sino que retoman mucho del anterior
para poder elaborar una solucion, en otras palabras su forma de proceder o actuar es

recurrente.
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El establecer un procedimiento para solucionar mas de un problema implica dos cosas: La
primera, que se identifican los problemas como miembros de una familia de problemas; la
segunda, que el individuo ha construido un modelo de accion que le permite dicha
identificacion ademads de elaborar una posible solucion.

2.1.2 Cuando se utiliza un valor anterior para calcular el valor siguiente: Trabajando en
la solucién de un problema en particular, los estudiantes, construyen estrategias que les
permiten calcular valores utilizando u operando con los anteriores, en tanto los datos que se
han calculado se organicen mediante una tabla que permita la construccion de patrones.
Estas estrategias, sin embargo, aunque son muy similares se pueden clasificar de acuerdo
con los siguientes criterios: 1) Cuando se utilizan los valores de una misma columna, 2)
Cuando se utiliza los valores de las dos columnas. y 3) Cuando se utiliza la suma de los
valores de una misma columna.

2.1.2.1 Cuando se utilizan los valores de una misma columna: Para solucionar el problema
solo se tiene en cuenta la columna donde estan los datos obtenidos, en los cuales se
identifica una regularidad que se puede utilizar para predecir cualquier valor de manera
consecutiva, por ejemplo, sumando el anterior mas la diferencia.

» En el problema de los saludos: La soluciéon se desarrolla teniendo en cuenta la
columna de los saludos (S). Para el valor que corresponde a 7 personas, se suma ¢l
nimero de saludos anterior que es 15 v la diferencia que sigue, que es 6, de tal
forma que: 15 + 6 =21 que ¢s la cantidad de saludos que se dan siete personas. (ver

tabla 1)

P 3 Diferencias entre
los valores (S)

2 1 5

3 3 3

4 6

5 10 4
5

6 15 6

7 21

Tabla 1: Contiene la solucibn para & niimero de personas gue se dan hasta sicte personas donde
(P) es el numero de personas y (5) el numero de saludos.

2.1.2.2 Cuando se utiliza los valores de las dos columnas: El proceso recurrente, se da al
calcular un valor determinado utilizando el niimero de personas anterior y la cantidad de
saludos correspondiente.

> El problema de los saludos: La solucion del problema tiene en cuenta las dos
columnas, la del numero personas (P) y la del numero de saludos (S) de tal forma
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que se suma el numero de personas anterior al que se quiere calcular con la
cantidad de saludos que le corresponden de tal forma que para siete personas el
niumero de saludos es igual a la suma del numero de personas anterior que es 6 mas
el numero de saludos que le corresponden que es 15, por lo tanto el numero de
saludos para siete personas es 21. (ver tabla 2)

P S
2 —+ ]
371”3
4T 6Llr
5 510
6 ——»15|.J
7 21"

Tabla 2: (P) es el nimero de personas y (s) el numero de saludos, para calcular ef valor de 7 se
suman los anteriores 6+15=21.

2.1.2.3 Cuando se utiliza la suma de los valores de una misma columna: Al sumar el valor
de manera consecutiva y desde el principio se obtienen el valor que corresponde
inmediatamente después del ultimo valor sumado, segiin lo muestra algunas soluciones
elaboradas por los estudiantes a los problemas de los saludos, los partidos de futbol y la
suma de los primeros 25 nimeros impares, asi:

> El problema de los saludos: A partir de los valores de la columna que representa ¢l
nimero de personas se obtiene el nimero de saludos, por cjemplo para calcular ¢l
la cantidad de saludos para siete personas se suma desde | hasta 6, asi:
1+2+3+4+5+6=21. (ver tabla 3)

P S
1] 0
2l 1
3 3
4 ¢ 6
sdl 10
64| 15
7 21

Tabia 3: Para calcular el numero de saludos se suman los valores de ta columna (P), ef ntimero de
personas anterior al numero de personas que se necesita calcular la cantidad de saludos (S).
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En los anteriores casos, la recurrencia aparece como una accion que permite ¢laborar una
solucion a un problema particular, asi como este existe mas casos donde se pueden
encontrar al menos una de las formas de solucion.

Estas soluciones estin marcadas por una necesidad de anticipacion, ya que al construir las
regularidades se puede calcular cualquier valor utilizando el patron construido bajo la
accion recurrente. El anticiparse, sin embargo, no es una necesidad que se pueda suplir de
manera practica para un valor muy elevado v de esto son consientes los estudiantes. Es en
este momento donde el maestro no deja perder la potencia de ta sofucion y plantea que
esta puede ser viable mediante la utilizacién del ordenador logico el cual puede realizar de
manera mas rapida v menos tediosa los ¢alculos necesarios para solucionar ¢l problema, El
principio operacional del ordenador l6gico se basa, también, en la accion recurrente, gracias
a esto puede realizar repeticion de operaciones utilizando un mismo argumento a una alta
velocidad, tanto asi que a permitido el estudio de fendmenos muy complicados como los
fractales, la teoria del caos y los sistemas dinimicos los cuales requieren para su estudio la
pasibitidad de la simulacion, de los procesos iterativos o recurrentes.

Otra forma de anticipacion, sin embargo, se puede dar sin que la accidn recurrente sea el
centro de la construccion del patron que permite solucionar el problema, esta accion un
tanto distinta a la recurrente y muy relacionada con la definicién de funcion en matematicas
se le lamara correlacion.

3. Las Correlaciones

La necesidad de anticipacion es uno de los motores que permite el desarrollo del
pensamiento matematico. Anticiparse se refiere, entonces, a calcular con anterioridad de
los sucesos, lo que es posible que suceda o lo que definitivamente tiene que suceder, esto
implica en ocasiones establecer relaciones reciprocas entre dos 0 mds cosas, en otras
palabras establecer correlaciones.

Las correlaciones son mas comunes de lo que se puede pensar, de manera cotidtana el ser
humano las realiza, por ejemplo: © El dia esta nublado entonces va a llover” o "Ll dia esta
nublada entances se debe llevar el paraguas”. Es una accion  interiorizada que permiten la
anticipacidn aunque no se tenga una seguridad de lo que realmente va a suceder, es como
tratar de determinar dentro de las situaciones posibles lo més probable con base en
experiencias pasadas que permiten tomar una decisidn.

Al realizar correlaciones se estan efectuando combinaciones entre dos cosas una que
depende de la otra y viceversa, apareciendo una forma causal entre los sucesos que se
relacionan, por ejemplo: “Si llevo paraguas es porque el dia esta nublado y es probable
que llueva”. Establecer relaciones de dependencia hace parte, entonces, de establecer
correlaciones.

Es posible, entonces, que un individuo al enfrentar una situacion problema realice
correlaciones que le permitan construir una solucién, pero estas correlaciones se
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construyen con base en lo que sabe el individuo y en la mayoria de casos estas pueden ser
lo que se esperaba aunque no se puedan argumentar o pueden llegar a no ser ciertas, €l caso
s que se parte con cierta incertidumbre que permite construir sobre lo que se sabe, es
dificil pensar que se parta con plena certeza frente a la solucion de un problema, sin
embargo, y mas o menos en ¢l mismo sentido Inhelder y Piaget (1955) dicen que “... se
busca una correlacion cuando una relacion causal permanece en parte velada por una
distribucion parcialmente fortuita, v, para pensar disaciar estas dos clases de elementos,
precisamente tiene que distinguirse lo probable de lo determinado...”.[S). Cuando se
construye una solucién en un primer momento de una manera determinista, es decir, no hay
posibilidad a la duda o incertidumbre, va no s¢ estd. solucionando un problema sino un
ejercicio que sigue un procedimiento ya establecido que se puede realizar de manera
mecanica, inclusive sin necesidad de pensar, accién que si requiere la solucion de un
problema.

Cuando se identifica que puede existir una relacion entre dos variables se supone la
correlacion entre sus variaciones. Cuando se logra establecer una correlacion de valor 1 nos
aproximamos a una probabilidad determinista que puede llevarnos a establecer una funcion
entre las variables. Si la correlacion es menor que 1, esto es, entre 0 y 1, se encuentra en ¢l
ambito de la estadistica que se mantendra en términos de probabilidades o que se hara
funcion si se inventa otra variable que de cuenta de la dispersion.

La invencion de correlaciones se encuentra en la historia de Ia ciencia y ha sido fuente de la
matematizacion y de la bisqueda de explicaciones. Cuando se establecen correlaciones
surge necesariamente lo que ha permitido ser a la ciencia. Los estudios adelantados en las
ciencias estin basados en la comprobacion de todo tipo de correlaciones, tal es el caso de
la relacion de dependencia entre la fuerza v la aceleracion, en la segunda ley de Newton,
de la dependencia del volumen de un fluido con respecto a su temperatura y presion, en Jas
leyes de la termodindamica, de la dependencia de la intensidad de corriente y la diferencia
de potencial, segin la ley de Ohm, y asi se podria seguir nombrando muchas mas. Es
evidente entonces que establecer una correlacion es una accién del pensamiento que le
permite la anticipacton.

La existencias de correlaciones son un reto para el pensamiento matematico. Evidencia de
esto se puede encontrar en ¢l momento que los individuos construyen los procedimientos
que les permiten establecer relaciones de dependencias entre dos variables de tal forma
gue una de estas se pueda calcular con base en otra. Establecer correlaciones es la puerta de
entrada a la construccién y compresion de lo que es una funcién y todo aquello, que
matematicamente la conforma: Un dominio, un codominio, una regla tal que a cada
elemento del dominio le corresponda une del codominio, la idea de variable, entre otras
cosas. Las correlaciones, entonces, se hacen evidentes cuando los estudiantes construyen
soluciones frente a un problema en contextos matematicos.

3.1 Las correlaciones en la clase de matemdticas.

pa— S e—
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La clase de matematicas, como s¢ dijo anteriormente, gira entorno al desarrollo del
pensamiento matematico, siendo las correlaciones uno de los retos que lo caracterizan, es
preciso evidenciar en algunas soluciones realizadas por los estudiantes a situaciones
problema en contextos matematicos, que efectivamente dicha accion es realizada al
momento de construir una solucion.

El establecimiento de correlaciones se puede ver bajo dos aspectos: 1) Cuando las
soluciones no necesitan una tabla que organiza los datos, y 2) Cuando es necesario la tabla
para organizar los datos.

3.1.1 Cuando las soluciones no necesitan una tabla que organiza los datos: Se establece
una correlacion entre dos variables de un problema pretendiendo que a partir de una se
pueda calcular 1a otra sin necesidad que medie la organizacién de otros datos numéncos
en una tabla que relacione una variable con la otra. Esta situacion se hizo evidente en el
problema de la suma de los primeros veinticinco niuneros impares realizada en el nivel 8
(grado 6), asi:

> Problema de la suma de impares: ;Cual es la suma de los pnmeros 25 nameros

impares?

En un primer momento se les solicito a los estudiantes sumar los primeros veinticinco
numeros impares lo cual hicieron realizando obedientemente la suma, en un segundo
momento se les solicito realizar la suma de los 1000 primeros niimeros impares por lo
que surgio la necesidad de establecer correlaciones en los procesos de solucion al
problema.:

Diego: “ ...Yo creo que debe haber una relacion entre el niimero (posicién) de los
ntimeros impares por ejemplo, el 25 debe tener relacion con el 625 y el 1000 debe
tener relacion con el resultado de la suma de los primeros 1000 nimeros
impares..”

A partir de esté Gltimo comentario los estudiantes generaron una dinémica en la cual
operaron con estos numeros hasta que llegaron a multiplicarlos por si mismo y
concluir lo siguiente:

Maria del Mar: “Si al multiplicar 25 por 23 se obtiene como resultado 623 y este es
el resultado de la suma de los veinticinco niimeros impares, entonces el resultado
de la suma de los primeros 1000 nimeros impares, debe ser el resultado obtenido al
multiplicar 1000 por 1000, es decir un millon...”

Al establecer la correlacion entre e! ordinal y el resultado de 1a suma de los nimeros
impares, los estudiantes no tenian plena certeza de que fuera la solucion, sin embargo,
podian intuir algunas cosas tales como: Entre mas nimeros mayor iba a ser el resultado de
la suma y que debia haber una forma de solucionar ¢l problema sin necesidad de sumar en
todos los casos o que pasaria cuando se tratara de un numero mas grande.
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Es importante resaltar que aunque ios estudiantes no construyeron una tabla de manera
escrita es posible que la organizacidn de los datos inclusive la anterior solucion, se base
en algn esquema mental que se puede asociar a una idea de tabla, es decir que la tabla
existe tan solo en la mente de! individuo mas no es representada como tal en un sistema

grafico.

3.1.2 Cuando es necesaria la tabla para organizar los datos: En este caso, se parte o se
construye una tabla que organiza los datos numéricos haciendo corresponder a un valor de
una columna otro de otra columna, donde cada una de estas contiene los valores tomados
por las variables del problema, la evidencia de esto se puede observar desde dos
construcciones distintas: 1) Se construye una forma funcional entre el ordinal y el
resultado, 2) Se construye una forma funcional entre el cardinal y el resultado.

3.1.2.1 Se construye una forma funcional entre el ordinal y el resultado: Se ubica un orden
a las cantidades que hacen parte del problema, y se establece una correlacion entre ¢l orden
y el resultado ( nameros cuadrados), obviando la cantidad primaria (numeros impares) ala
cual se refiere el problema, asi:

» En el problema de la suma de impares: En el nivel 10 {grado 8, estudiantes con
edades entre los 13 y 14 afios), a partir del primer momento, se elaboré la siguiente
solucién:

LINA: “ Nosotros debemos buscar una férmula, para que me simplifique todo
lo que estoy haciendo (mostrando el gran listado para sumar), es decir nos
piden que hagamos wna Formula algebraica, o juna lo puede solucionarlo
como quiera?... {piensa un momento) - no, uno tiene que hacer la suma primero
v luego buscarle la formula —-” - “Hice la lista de los primeros 25 niimeros
impares y les di una posicion, luego multipligué dicha posicidn por si misma.
Entonces la suma de los 25 primeros nimeros impares es igual a multiplicar la
posicion del 49, 25 x 25 = 625.”

Pgosicién Nimero Elevado al
(orden) impar cuadrado
1 1 i
2 3 4
3 5 9
4 7 16
5 9 25
6 11 3
7 13 49
25 49 625

Tabla 4;: Muestra la organizacion de los datos obtenidos por Lina, estudiante del grado 8, para
solucionar el problema de los primeros 25 niameros impares.
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3.1.2.2 Se construye una forma funcional entre el cardinal y el resultado: En este caso la
cantidad primaria la que se refiere ¢l problema {personas, vértices) se toma en cuenta para
establecer la correlacion entre esta y el resultado (saludos, diagonales), asi:

» En los problemas de los saludos y las diagonales: En el nivel 8] (6 grado) después
de solucionar el problema de los saludos y diagonales el maestro solicito a los
estudiantes completar la tabla 5. Se presentaron las siguientes soluciones:

n S D
1 0 ¢
2 1 0
3 3 0
4 6 2
5 10 5
6 i35 9
7 21 14
8 28 20
9 36 27
10 45 35
20 190 170
n n(n-1)/2 | (n(n-1)/2)-n

Tabla 5: La tabla que se les solicita completar a los estudiantes de 6 grado, donde (n) es ¢l numero de
personas o vértices, (S) el numero de saludos y (D) el numero de diagonales

Diego: “ Hasta el diez lo hice sumando los anteriores, pero de ahi en adelante fue
necesario construir una formula que me permitiera calcular el valor de los saludos
sin necesidad de saber el a los anteriares™

Maria del Mar: “La segunda columna la saqué con “la férmula de los saludos y lo
unico que hacia era restarle el n, es decir el nimero de la primera columna, al de la
segunda columna; pero para 20 hay que hacer un salio, porque lengo que
mudtiplicarlo por el anterior y ahi en tabla estd el 10, pero el 10 no es el anterior a
20, entonces ahi si tengo que hacer la aperacion larga y utilizar la formula de los
saludos y restarle 207

La gran mayoria de los estudiantes del grado 6 llegaron a construir y comprender la .
expresion matematica que les permitia solucionar el problema, los datos y la expresion

que aparece en la tabla (5) fue lo realizado por ellos.

Aqui, aparecen correlaciones cuando el estudiante realiza el calculo del valor siguiente con
la suma de los anteriores ya que de alguna manera comprende como e! valor que se obtiene
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depende de alguna manera de 1o que lo antecede, es decir, tas cormrelaciones es una accién
presente en ¢l momento en que el estudiante soluciona un problema mediante la
recurrencia. De la misma manera aparece cuando se logra calcular el valor de los saludos
con base en el namero de personas unicamente, y esta accion se realiza en tanto el
estudiante tiene la experiencia para realizarlo es decir en algin momento ha sido formado
para realizar este tipo de operaciones, lo que implica que establecer correlaciones es un
proceso recurrente. Las dos acciones, recurrencias v correlaciones, son entonces, acciones
que se realizan de manera complementana es dificil concebir la una sin fa otra. Las
correlaciones, sin embargo, se ven muy marcadas por la necesidad de generalizar las
soluciones de tal manera que las acciones realizadas por ¢l individuo sean las menos
tediosas posibles inclusive que tengan cierta estética en su forma y sintaxis.

4. A modo de conclusiéon

En el proceso de elaboracién de soluciones a un problema, los estudiantes no parten de cero
por el contrario se basan en lo que saben. Cada experiencia vivida dentro de un contexto
matematico llega a hacer parte fundamental dentro de su pensamiento matematico que en ¢l
momento que lo requiera puede hacer uso de esta. Si lo que se sabe no es suficiente es
posible que el individuo comience un procese de invencidén que parte en gran media de lo
que sabe pero sobre todo del camino que sigue, ya que la solucion inventada es valida en
tanto el camino recorrido sea correcto.

El estudiante establece correlaciones entre lo que sabe y la nueva situacion y como se basa
en lo que sabe inclusive replicando los mismos procedimientos entonces se dice que actia
de manera recurrente. Recurrencia y correlaciones, son entonces, acciones que no se
pueden observar de manera desligada ya que una permite la otra y viceversa, es decir son
complementarias.

La construccion de regularidades y la identificacion de patrones permiten dentro del
proceso de solucion de un problema que sea posible 1a anticipacion. La anticipacion se
vuelve, entonces, es uno de los fines al solucionar un problema. Otro fin se relaciona con la
explicacién que es la justificacion de la recurrencia. La necesidad de anticiparse es factible
en tanto se identifiquen patrones que permitan generalizar las soluciones, pero esto es
posible en tanto no se tenga la experiencia o formacién para hacerlo, en tanto no se haya
desarrollado la capactdad de establecer correlaciones o recurrencias. La capacidad es una
manera de ver o concebir la realidad. Se buscan regularidades porque se cree que pueden
existir, que si s¢ mira de cierta manera pueden ordenarse los datos. Buscar correlaciones es
un conjunto azaroso de datos implica una concepcion acerca del origen de estos y de su
naturaleza.

Las actividades que se proponen para desarrollar el pensamiento matematico dentro de
una clase, deben propiciar espacios de aprendizaje en los cuales ademés de adquinr
conceptos y repetir operaciones sea posible la formacion dentro del que hacer de las
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acciones propias del pensamiento que permiten la i1dentificacién de patrones, la
generalizaciones y para cumplir con la necesidad de anticipacion. Creemos que la clase de
matematicas debe transformarse y permitir que el estudiante sea su propio formador
intelectual a lo largo de un proceso de confrontacion donde sus ideas puedan ser
verbalizadas, escuchadas y discutidas y donde el conocimiento sea ia construccién de un
colectivo que puede llegar a consensos que validan los caminos seguidos por los
individuos de tal forma que la experiencia vivida sea interiorizada y de esta manera se logre
un aprendizae.
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EL ROL DEL MAESTRO EN UNA CLASE DE MATEMATICAS DIFERENTE'

FABIO OMAR ARCOS, JANETH MALAGON
GERMAN RAYO, JHON CASTRO, DINO SEGURA
Grupo de Matemiticas EPE 2,003

INTRODUCCION

Son varias las quejas e mdicios que cuestionan el hacer de los maestros en la escuela, en
particular de los maestros de materméaticas. Usualmente, en una posicidon que ha tomado
bastante fuerza, los resultados de los estudiantes en las diversas pruebas generalizadas
que se vienen adelantando en el pais y a nivel internacional, seftalan deficiencias del
estado actual de la educacion matematica en el pais; deficiencias que atafien varios
ordenes pero que involucran a la escuela y al maestro. A esta situacion se le unen los
resultados de la investigacion educativa en matemdticas que cuestiona y propone
alternativas frente a las practicas usuales, sin embargo a pesar de los avances en este
campo, éstos ain no tocan el auia y aiin el maestro de forma trascendental. Los maestros
no son ajenos a estas deficiencias y quejas de la deficiente calidad de la educacion
matematica.

Con ¢l 4nimo de asumir esta problematica el maestro intenta caminos y secuencias de
clase que apuntan a construir conocimiento en los muchachos y de su hacer en la clase;
en ocasiones en forma solitaria y silenciosa y otras de forma colectiva y con el apoyo de
instituciones que financian sus iniciativas. Es de anotar que el maestro siempre actiia de
forma honesta y hace lo que hace y como lo hace de acuerdo a las concepciones que
orientan éste quehacer (Concepciones de disciplina, de individuo, institucion escolar,
clase, y relacién escuela — sociedad, entre otros).

En lo que sigue se realiza una mirada a la practica del profesor de matematicas que
trabaja a nivel de la educacion basica y actia como investigador en el proyecto de
investigacién financiado externamente (IDEP 2.002 — 2.003) al grupo de matematicas
de la Escuela Pedagogica Experimental, titulado “e/ modelaje matemdtico en los niveles
de educacién bdsica (grados 6°, 7° 8° y 9°). La validacion de los modelos y la
matematizacion de la experiencia: un estudio a partir de dos familias de problemas”

La tendencia desde la cual se hace el estudio es de caricter participativo (Porlan 1.997,
1998) por que se orienta no solo a la comprension sino al mejoramiento de la practica
docente y en los que se desarrolla procesos de accién conjunta del grupo de profesores
investigadores posibilitando una reflexion sobre la practica y una practica reflexiva. El
estudio cuenta con el testimonio de las cesiones de reflexién conjunta del grupo

) Articuto que forma parie de} informe final del Provecto de investigactém, El modelaje matemético en
estudiantes de educacién basica (6°, 7°, 8 y 9° grados). La validacién de los modelos v los procesos de
matematizacién de la experiencia. Un estudio a partir de dos familias de problemas. Con el apoyo del
1DEP,
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investigador asi como los protocolos de observacion, recogidos por observadores® que
hacen parte de la investigacion en calidad de auxiliares.

El eje principal de trabajo es el salén de clase de una institucién como la EPE. Las
acciones que realiza ¢l maestro en este contexte, sus intenciones disciplinarias y
pedagbgicas vy las interacciones discursivas que se dan en ese entorno, para lo cual se
hara mencidn a una actividad problemadtica que se realizé explicitamente para este fin:

S Cudl es la suma de los primeros niimeros veinte y cinco mitmeros impares?

LA EPE Y LA CLASE DE MATEMATICAS.

La EPE es una institucién educativa de caracter privado que aparece en el panorama
educativo nacional desde hace mds de¢ veinte y cinco afios, que ha consolidado una
opcidn de escuela, de ensefianza y aprendizaje que se recoge en varios libros y articulos
asi como a través de proyectos de investigacion.

La clase de matematicas (Segura D., y Romero, J., 1992) que adelantan {os profesores
investigadores no se aparta de la dinamica permanente de [a escuela, es decir, aspectos
como la autonomia, heterogeneidad, la confianza, el conflicto como motor de
situaciones pedagogicas y las interacciones socio-afectivas que se dan en los grupos de
trabajo, son entre otros aspectos que se evidencian ¢n el aula cuando se abordan las
actividades o problemas matemdticos que se plantean (Malagén J.y otros 2.002). Cabe
anotar que este trabajo que tieme su origen en la cotidianidad de la EPE se ve
retroalimentado por la realizacién de talleres, conferencias y ha sido recogido
parcialmente en un proyecto de investigacion financiado externamente (IDEP 1996) y
por el actual proyecto (IDEP 2.002 - 2.003). Esta dinamica ha permitido sistematizar
algunas reflexiones materializadas en ponencias, articulos y talleres que a su vez han
consolidado una perspectiva de formacion de docentes avalada por Ja Secretaria de
Educaciéon del Distrito y por la Secretaria de Educacién del Departamento de
Cundinamarca (introduccién a la matematica contemporanea, una opcién desde los
ordenadores logicos 2.000 — 2.003).

Es de resaltar que la clase de matematicas en la EPE se inscribe en una exploracion
constante que por mas de veinte y cinco aftos intenta dar cuenta del aprendizaje y su
ensefianza bajo dindmicas de reflexidon y construccion diaria que no se limitan a la
repeticion de algoritmos sine a la investigacién en el aula, generando en su devenir
procesos de autoformacion y consolidacidn de la propuesta.

EL PROFESOR Y LA ESTRUCTURA DE LA CLASE
Hace referencia al rol del profesor en los diferentes instantes que se dan en la clase de

matematicas en la EPE cuando se solucionan problemas matematicos; asi como a las
acciones en las que se detectan regularidades en la forma mediante la cual ocurre la

2 Grupo conformado por seis profesores novaios que realizan una pasanifa de investigacién on oste
provecto como requisito para recibir el titulo de licenciado en mafemiaticas de la Universidad Distrital
Bogotd - Colombia
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clase o en sus intencionalidades. Como todas las clases en la EPE, estas estan
supeditadas al cardcter formativo de situaciones o conflictos que trascienden el marco
de los cursos especificos. En este sentido el maestro de mateméticas asume roles
pedagogicos que tienen que ver con el compromiso, la pertenencia a Ia escuela bajo la
discusién de asuntos de interés comun; dado que no hay manuales m reglamentos
mediante los cuales los grupos se regulan, el maestro debe asumir el liderazgo en la
construccion de un ambiente de trabajo propicio para la resolucion de problemas.

Las acciones recurrentes y sus caracteristicas en la cual se estructura la clase de
matematicas en la EPE, son desarrolladas mas ampliamente por el equipo (Malagén J. Y
otros 2.003) en un articulo que hace parte del informe final del proyecto de
investigacion en mencion.

Es indudable que el maestro en la escuela genera un ambiente ligado a sus concepciones
y experiencias entorno a la matemética, los estudiantes y a la educacion en general.
Ambiente que genera unos aprendizajes ligados a propositos explicitos por parte del
maestro y otros no tan explicitos, ligados al desarrollo de la clase: la concepcion de
matemadtica, maestro, clase, escuela y estudiante entre otros. Los primeros, que sirven
para efectos de la escuela, pueden olvidarse, los otros, los que se viven en la clase,
duran para toda la vida.

Si la clase se centra en la transmision de informacién procedimientos y contenidos
tematicos se dibujan unas rutas pedag6gicas de las mateméticas muy bien definidas” en
las que el maestro se desempeiia como ensefiante (Andrade .., y otros 2003). Si Ia clase
se centra en la solucién de problemas que se asumen de forma colectiva sin
motivaciones externas (notas), sino bajo solo el placer de conocer y enfrentar retos
disciplinares, el papel del maestro se transforma de un enseiiante a un acompafiante, que
incita con sus preguntas ¢ intervenciones a que el reto se asuma y se dé de la mejor
forma. Esto lo hace miembro del colectivo, es un maestro que aporta elementos claves
para desatascar, para seguir hilos de pensamiento, para reconocer, o provocar bajo
razonamientos por ¢l absurdo la emergencia del error, y con éste espacios de
aprendizaje en donde las mateméticas se “hacen” y s¢ aprenden en este hacer.

Ahondar en este ultimo planteamiento implica abordar la clase de matematicas en la
EPE, en particular su estructura. Es de sefialar que la estructura de Ia clase de
mateméticas en la EPE, que sc centra en la resolucion de problemas, no se ampara en el
tiempo como criterio del formato de la clase. Lo que prima aca es el pensamiento
matematico y la disposicion e iniciativa del colectivo para jugarsela por los problemas
que se presentan en este marco. La estructura de la clase de matematicas en la EPE
puede verse groso modo en €l siguiente esquema:

Planteamienio Signtficaciones Trabajo en Sociatizacién
del problema del problema grupo

h 4

% Ver articulo: Rutas pedagbgicas de las matemalicas en colegios de Bogotd En magazin Aula Urbana N
42 Pag 4,5 v 20, elaborado por el equipo “una empresa docente” de la universidad de los Andes; asi como
las elaboraciones del grupo “Pretexto” de la Universidad Distrital.
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En cada una de estas fases en las que se puede dividir la clase, cuyas fronteras son
borrosas, el rol del maestro aflora bajo unas caracteristicas especificas.

EL PROFESOR Y EL PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La clase en la EPE vista como la busqueda colectiva de soluciones a situaciones
problematicas, constituye un todo (estudiantes profesor y situacién problemética), un
sistema que se autoorganiza conformado por individuos que comparten metas,
propositos y poseen un bagaje experiencial en su formacién matemética Cabe anotar
que el profesor tiene un conocimiento de sus estudiantes (historias, ritmos de
aprendizajes, producto de sus interacciones en el aula) y posee unos saberes y
concepciones producto de su formacién profesional inicial y de una experiencia
educativa (en particular en la EPE), en el marco de nuestra cultura educativa.

En este sentido las problematicas que plantea el maestro surgen a partir del
conocimiento que tiene de sus estudiantes de sus saberes y concepciones, de lo que son
las mateméticas vistas como actividad de busqueda y construccién de patrones y
configuraciones (Feyman 1980), en particular.

Es de sefialar que los enunciados de un problema no constituyen una situacion
problematica; ¢sta solo se da cuando es asumida colectivamente por un grupo que la
explora en actitud de busqueda. En este sentido el problema define al grupo y el grupo
s¢ identifica por el problema que trabaja. Por ejemplo cuando se trabaja el salto de la
rana o en otros mas especificos como ¢ cual es la suma de los primeros 25 nimeros
impares?. El comportamiento y soluciones que emergen de los grupos suelen
diferenciarse en los patrones que se construyen (Ver articulo: Multiplicidad de patrones
¢ inagotabilidad del pensamiento. Dino Segura y otros, 2003) Es posible que este ultimo
problema, no sea un problema para niflos menores de once afios en la EPE, pero para
otros mas grandes represente todo un reto que se asume como colectivo. El problema o
actividad (o en generaf los enunciados) pueden pervertirse en manos de profesores que
no quieren abandonar su posicion de ensefiantes o los transforman en recetas didacticas.

Una vez se plantea el problema que se escribe en el tablero y bajo la expectativa del
erupo por enterarse con que problema saldra hoy el profesor se da inicio a otra fase.

EL PROFESOR Y LA SIGNIFICACION DEL PROBLEMA

Es habitual que en este momento de la clase mientras se copia el problema o tan pronto
se termina surjan, comentarios que ponen de manifiesto por un lado el reto que genera,
“se ve facil, est4 breve” o alguna precision de significado en el enunciado del problema.
Cuando se plantet el problema a los nifios de 6° y 7° grado ;Cual es la suma de los
primeros veinticinco nimeros impares? Algunos estudiantes preguntaron ;los impares
hasta veinticinco? Pregunta que generé comentarios de los compafieros que apuntaban a
sefialar y precisar el problema.

Cabe anotar que las formas en como los estudiantes conciben el problema depende del

bagaje experiencial que tengan en las matematicas asi como la experiencia educativa,
dado que éstas determinan e} significado del problema y con esto las formas de atacar el
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mismo. En otros térninos, es posible que el problema que plantea el maestro sea uno y
otro el que resuelve ¢l estudiante.

Problema 1

Problema del Maestro Problema 2

v

Problema 3

En esta fase el maestro posibilita ¢ incita al grupo al intercambio de apreciaciones que
se validan en el contexto de la pregunta o permite con sus intervenciones precisar
algunos términos del enunciado. Es de resaltar que estas precisiones que requieren
alpunos muchachos se constituyen en una primera dificultad que se tiene que vencer en
el proceso de solucion del problema; ésta, para otros no existe.

Mientras que este instante de significacion se da, el intercambio entre los muchachos
permite alianzas que forjan derroteros de trabajo en tomo a las mesas en que se
encuentran.

EL PROFESOR Y EL TRABAJO EN GRUPO

Mientras los muchachos se dedican a resolver el problema, el profesor pasa por los
grupos y observa el trabajo de los nifios, los hilos conductores que orientan sus
elaboraciones, los procedimientos que se emplean para resolverlo, hace una primera
clasificacién de las soluciones y se involucra en un mutuo intercambio dialogico que
busca tratar de promover el pensamiento de los estudiantes.

El maestro observa las formas de razonamiento para la solucién del problema, los atajos
que se utilizan, las premisas de las cuales se parte, los ¢énfasis en las variables, las
representaciones que el nifio hace en ¢l contexto de su solucién, los atascamientos que
tiene, asi como sus origenes. En ésta interaccién con los estudiantes €l maestro busca
dinamizar los razonamientos e intuiciones mediante varias tacticas: El reconocimiento
de soluciones, procedimientos y posibles senderos, fa sugerencia de posibles caminos
ante atascamientos, ¢l razonamiento por el absurdo que permite a los estudiantes caer en
cuenta de sus errores y la peticion de generalizaciones ante soluciones rapidas.

En el problema ;Cual es la suma de los primeros veinticinco nimeros impares?, pueden
ilustrarse ¢l uso de estas tacticas.

» El maestro se acerca a un grupo y pregunta (observando la lista de los primeros
veinticinco niimeros impares y algunas agrupaciones demarcadas por corchetes)
M: ;Por qué los agrupan? Est: Porque cada grupo de cinco nameros tiene algo
en comin. Las decenas van aumentando y encontramos que la diferencia entre
cada grupo es de cincuenta. M: {Muy bien! Ahora nos lo explican. Est: Pero
también se puede multiplicar mira. ..
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> En otro grupo, el maestro es abordado por un estudiante Est. Es que no quiero
hacer esta suma tan larga, sumar ese chorrero me parece canson. Nosotros
debemos buscar una formula para que se simplifique todo lo que estamos
haciendo. M: ;Ta que crees? Prueba haciendo una tabla.

» El profesor se acerca a un grupo que ha comenzado a sumar los nlmeros
impares hasta veinticinco y pregunta. M: ;Cuantos impares estan sumando? Est:
Trece. M: ;Cuéntos impares hay hasta cien? Est: La mitad, cincuenta. M:
(Cuantos impares hay que sumar? Est: La cmbarramos; son maés...es hasta
cuarenta y nueve.

% Una vez los muchachos han realizado una lista de los primeros veinticinco
nimeros impares y los han sumado de diversas formas en las que se pueden
apreciar atajos y fa construccién de patrones en los mismos, se les hace una
peticion de generalizacién. M: ;Cuénto da la suma de los primeros mil nimeros
impares? Las exclamaciones no se hacen esperar y comienza otro reto.

Es de resaltar que en este intercambio, las interacciones del maestro se hacen de forma
intencionada de acuerdo al contexto de elaboracién de las soluciones (siempre bajo 1a
intencion de comprender lo que hace y dice el nific). En ocasiones, la verbalizacion de
lo que hace permite 2 los estudiantes encontrar salidas a los atascamientos que se tienen
o encontrar otras regularidades. En otras las respuestas propositivas del maestro orientan
el problema o proporcionan bases para construirlo o solucionarlo. Se trata de que el
estudiante interiorice sus conjeturas.

Frecuentemente retoma los argumentos de los estudiantes ¢ intenta hacer evidente con
preguntas que el razonamiento puede conducir a un absurdo. En otras palabras, el
profesor plantea preguntas para que el estudiante vea el error en sus razonamientos. No
se los muestra, ni s¢ los dice, sino que con sus preguntas pretende que el estudiante los
descubra o los encuentre, bajo la firme conviccién, que el error es una fuente de
aprendizaje. Si el estudiante no ve el error, no aprende. Si el profesor le dice a un
estudiante “estds equivocado™ y éste no lo percibe, entonces no hay conciencia del error
y por o tanto, no hay aprendizaje.

Es muy posible que 1a clase termine y se quede en el trabajo en grupo sin que haya
socializacion o que después de esta, resulte necesario retomar planteamientos explicitos
o implicitos que emergen de este proceso. En este sentido la clase proxima se prepara
desde la presente, asi el futuro es una construccién que se da desde el ahora, de tal
forma que fos muchachos llegan al salén y saben que hacer, la clase no es algo que los
atropella desde propositos o intenciones externas al devenir de los acontecimientos.

EL PROFESOR Y LA SOCIALIZACION

Llega un instante de la clase en que el trabajo de los grupos estd maduro, ya hay
soluciones que compartir. El maestro tiene un conocimiento de las mismas y muchas
veces orienta el orden de la presentacion colectiva de los procesos de solucién que se
han encontrado (en otras socializaciones el orden es aleatorio). En este instante la
atencion se centra en quien o quienes pasan al tablero a exponer.
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El ambiente de la clase es de quien aprecia y valora las soluciones a busquedas que ¢l
también ha emprendido v en este sentido hay un profundo respeto per cada uno de los
procesos seguidos. Esto no quiere decir que no haya preguntas o discusiones, ya que lo
que se hace y como se hace estd determinado por un valor intrinseco que le muchacho
ve en el problema, en el reto; no por una recompensa externa (Ver articulo: Los
procesos de validacion en la clase de matematicas. German Rayo y oftros, 2003). Este
ambiente coincide con el que se presenta en la escuela, en donde las relaciones entre los
estudiantes y entre éstos y los maestros se dan de forma distensionada mas por el
reconocimiento y la confianza que no por los premios, las notas o las recriminaciones.

Las soluciones que Jos nifios presentan se valoran de acuerdo a criterios subjetivos que
se presentan en los procedimientos (Ver articulo: recurrencias y correlaciones Jhon
Castro y otros, 2003) y atajos que se utilizan, por la simplicidad de los patrones que se
construyen o por quienes las elaboran. En otras palabras, las soluciones tienen una
historia y no solo son tenidas en cuenta, por el contenido matemético o simplicidad de
la misma, sino por la actitud de esfuerzo y dedicacion del nifio que la hace. En este
sentido hay una valoracién pedagogica de los ritmos de aprendizaje por parte del
profesor. Veamos algunas soluciones:

+ Jaimey Sebastian:

.. Est: “Escribimos los veinticinco primeros nameros impares ...” — M: jhasia
qué numero escribieron? — Est: “... hasta el 49 y luego sumamos uno a uno.

. ANDRES:

Primero sacamos la lista de los 25 numeros y sumamos:

:
:

Est: sumamos las unidades hasta completar una decena (10). Y el valor de las decenas lo
multiplicamos por cinco, ¢s decir, (una decena por 5 veces) 1 X 5=35 decenas, 2x 5=
10 decenas, 3 x 5 =15 decenas y 4 x 5 =20 decenas, luego sumamos los resultados:

OB B B B e o
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5+ 10+ 15 + 20 = 50 decenas

y le sumamos las unidades que nos dio 125; entonces como una decena es igual a diez,
le colocamos un cero a las 50 decenas, siendo igual a 500 unidades; y les sumo las 125
unidades, y nos dio como resultado 625.

. Pablo y Daniel:

1
3
i5 25
7
9
~ 1l
13
5x10 17 5x25
18
19 _J
o 21
33
5%20 125 15x2
37
. 2
— 31
33 R
5x30 |35 5x 135
37
— f';9 —
S § B
43
5%x40 45 5 x 25
47
49 _/

Est: “ primero tomamos las unidades ¢ hicimos grupos de cinco numeros, por
decenas, y cada suma de dichas unidades nos daba 25 , luego tomamos las decenas y
como cada grupo se hacia por decenas , Io {mico que se hacia era multiplicar cada
grupo por cinco, asf 10 x 5 =50, 20 x 5= 100, 30 x 5= 150 y 40 x 5= 200 y luego
sumabamos los resultados asi:

25+25+25+25+25+50+100+1504200= 625

El maestro esta aqui pendiente de los atajos, formas y estrategias de contar en donde lo
aditivo y lo multiplicativo se combinan , estableciéndose conexiones que emergen como
producto en esta interaccion.
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o LINA:

Est: Hice la lista de los primeros 25 nimeros impares y les di una posicion,
luego eleve dicha posicion por si misma. Entonces la suma de los 25
primeros nimeros impares es igual a multiplicar la posicion del 49, 25x25

=625,
Pasicion Numero impar Elevado al
cuadrado

1 1 1

2 3 4

3 5 Q9

4 7 16

5 9 25

6 11 36

7 13 49

25 49 625

La elaboracion de una tabla le permitio a Lina encontrar una regularidad que
solamente emergi® para ella bajo en su realizacion, y bajo la posesion de una mirada
de 1o que significa hacer matematicas en la escuela. Es de resaltar que el maestro en
este instante de socializacion valora pedagégicamente el impacto de sus
observaciones e intervenciones, realizadas durante el trabajo en grupo.

s MAFE:

Multiplico 25 x 25 y da 625, si fueran los 30 primeros nimeros impares,
serfa igual a 30 x 30 = 900, y su fueran los » primeros nameros impares,
serianxn=n’.

En ocasiones suele suceder que el grupo en el espacio de la socializacién manifieste
expresiones de jubilo frente a soluciones que se presentan. Como sucedi6é con el grupo
de séptimo grado al que pertenecen Maria Fernanda y Lina cuando ellas expusieron, los
demas compafieros guardaron un silencio prolongado y finalizando aplaudieron lo
expuesto, poniendo de manifiesto una mezcla de beneplécito, desconcierto admiracion
por las soluciones encontradas.

En este espacio de socializacion se dan unos procesos de validacion y aprendizaje en
donde cada estudiante toma y valora las estrategias manifestadas en las soluciones, sin
que exista una imposicion externa que sefiale la solucién o el procedimiento acertado es
éste, y por lo tanto se ubique como modelo para desarrollar ejercicios similares.

Cabe anotar que mientras las soluciones se presentan al grupo, el maestro:

o detecta dificultades o vacios de informacion y los hace comunes a la discusion
colectiva para ser retomados posteriormente.
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e Resalta elaboraciones matematicas por los énfasis que tiene cada una de ellas.

e Resalta el trabajo de los muchachos ya sea en términos de elaboracion, esfuerzo y
logro (pedagégico) de acuerdo a las caracteristicas de los nifios

e Valora las conexiones que los muchachos hacen con otras soluciones o problemas.

El maestro estd mas interesado en promover el pensamiento de los estudiantes que en la
repeticion de algoritmos.

El maestro promueve las interacciones entre los estudiantes en los procesos de
validacién.

Valora el error y la equivocacion como puntos de partida y fuentes para el aprendizaje.

Asume las diferentes formas de solucién al problema como posibilidades, omitiendo la
descalificacion.

A MANERA DE CONCLUSIONES

El ro} del maestro en la clase de matematicas es fundamental pues es ¢ quien determina
en gran medida, desde sus concepciones, sus saberes experienciales y de contexto, el
ambiente de aprendizaje que se da en ésta. Es posible que [a clase se cenire en la
presentacién de contenidos y procedimientos maternaticos sin  que exista una
justificacién matemética de los mismos y en la que no se puede establecer conexiones
con otros campos conceptuales o disciplinares (Andrade L. y otros, 2003), v en este
caso el papel que desempefia el maestro (con todos los intentos que hace por mejorar
sus clases y las dificultades que ello implica), es ¢l de ensciiante.

Transformar estas practicas implican procesos concretos de reflexién sobre la clase de
matematicas, asi como la implementacién de unas pricticas reflexivas. Estos procesos
centrados en el hacer diario del maestro, son los que posibilitan transformaciones
conscientes e inconscientes de las concepciones del docente. Cuando la ¢lase como un
ambiente colectivo que se autoorganiza entorno la resolucién de problemas, en donde se
respira un ambiente para que los estudiantes aprendan de sus vivencias bajo
intercambios dialogicos entre estudiantes y ¢l profesor, en el que se¢ procura como meta
mas la construccién del pensamiento matematico que la repeticion de algontmos y
procedimientos; el papel del maestro en este contexto, como parte del colectivo se daen
términos de acompafar procesos de formacién de los estudiantes. Este ambiente
posibilita que:

 Fl maestro esta més interesado en promover el pensamiento de los estudiantes que en
la repeticién de algoritmos.

e El maestro promueve las interacciones entre los estudiantes en los procesos de
validacion.

e Se valore el error y la equivocacién como puntos de partida y fuentes para el
aprendizaje.
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e Se asume las diferentes formas de solucién al problema como posibilidades,
omitiendo la descalificacion.

Este rol implica intencionalidades que propenden por la construccién de miradas y
razonamientos en los estudiantes, bajo procesos de exploracion ante problemas que se
asumen como grupo. Las interacciones que se dan con e] maesfro y en general con la
clase pretenden incitar, orientar, construir, crear razonamientos en Jos estudiantes, en
espacios de argumentacion colectiva que s constituyen en instancias de validacion.

En un ambiente de clase el maestro acompaiiante propende y logra:

» Un acercamiento afectivo de los estudiantes a la disciplina del conocimiento en
tanto se encuentran soluciones genuinas a los problemas que se trabajan que
abarcan campos y COnexiones que no se encuentran escritas en ningan texto de
didactica de las matematicas.

» Una construccién del otro en colectivo, en tanto las dificultades y soluciones que
encuentran otros son valoradas por quien se ha embarcado en biisquedas
similares. Aqui emergen dimensiones de los otros que antes no existian. Una
construccién de si mismo en tanto la exploracion permite confianza en la
construccion de argumentos que ponen de manifiesto que el conocer, el pensar
es posible.

Cabe anotar que la reflexiéon de colectivos de magestros en tormo a sus précticas es un
camino que permitir4 la creacién e implementacion de unos curriculos centrados mas en
los contextos y posiblemente en la construccién de pensamiento matematico de los
estudiantes.
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