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El caso de la funcién cuadrética

Pedro Gémez
Cristina Carulla’

Si el profesor de matemdticas asume una posicion constructivista del aprendizaje,
entonces se enfrenta a varios interrogantes: scomo debe ser mi ensefianza?; jqué
conocimientos debo tener para poder disenar, llevar a la practica y evaluar actividades
de clase?; ;qué tipos de andlisis debo hacer para lograrlo? En este capitulo abordamos
algunos de estos interrogantes al reflexionar sobre el conocimiento diddctico del
profesor de matematicas y mostrar el papel del andlisis diddctico en el diserio, puesta
en prdctica y evaluacién de actividades de clase. En particular, profundizamos en el
papel que pueden jugar las nociones de estructura conceptual, sistema de
representacién y mapa conceptual como herramientas conceptuales y metodoldgicas
para la practica docente del profesor de matemadticas.

Los profesores de matemadticas nos enfrentamos diariamente a problemas com-
plejos dentro de nuestra aula de clase. Estos problemas parecen ser problemas
de ensenanza o de contenido. Pero, en realidad, casi siempre son de apren-
dizaje. Nos referimos a los problemas relacionados con lograr que nuestros
estudiantes construyan, de la mejor manera posible, su conocimiento mate-
mdtico. En algunos casos, nos cuesta trabajo comprender por qué algunos de
nuestros estudiantes no pueden avanzar en la construcciéon de su conocimiento.
Y en muchas ocasiones (con o sin razén) tendemos a culpar a los estudiantes
de esta situacién, al afirmar que vienen mal preparados o que no tienen la
actitud apropiada hacia las mateméticas. Pero, ;qué podemos hacer nosotros,
como profesores de matematicas, para apoyar a nuestros estudiantes para
que avancen en su formaciéon matemaética?

Un primer paso consiste en convencernos a nosotros mismos de que el centro
de nuestra preocupacion debe ser el aprendizaje. Lo que nos debe preocupar

* Esta investigacién particip6 en la convocatoria 01-98. El informe final se encuentra en el Centro de
Documentacién del IDEP.

! Universidad de los Andes, “una empresa docente” pgomez@valnet.es — mcarulla@uniandes.edu.co
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es la calidad de la formacién matematica que nuestros estudiantes estan logrando
gracias a nosotros. Y, para poder preocuparnos por el aprendizaje, debemos
intentar comprender, en la medida de nuestras posibilidades, la problemaética
de la comprensién en matematicas. ;Qué significa comprender matematicas?
Esta es una pregunta muy compleja que podriamos responder de manera sencilla:
comprender matematicas significa ser capaz de resolver problemas en los que
las matematicas estan involucradas. De esta manera, podemos reformular nuestro
problema al preguntarnos ;por qué nuestros estudiantes no son capaces de
resolver un problema dado?

Existe una respuesta sencilla a esta pregunta: un estudiante no puede resolver
un problema porque el conocimiento que tiene no es “suficiente” para permi-
tirselo. Usamos aqui un significado amplio del término “conocimiento”. No
obstante, nuestra tesis consiste en que buena parte de los problemas que noso-
tros, como profesores de matematicas, enfrentamos en nuestra aula de clase,
tienen que ver con nuestra capacidad para conocer y comprender el cono-
cimiento matematico de nuestros estudiantes. Esta capacidad nos debe permitir
comprender por qué nuestros estudiantes no son capaces de resolver un
problema. Adicionalmente, ella nos debe dar luces para disefiar las estrategias
con las cuales podremos apoyar a nuestros estudiantes para que ellos avancen
en la construcciéon de su conocimiento matemético y puedan llegar a resolver
los problemas que antes eran insolubles para ellos.

La comprensién en matematicas depende directamente de las matematicas
mismas. Aunque hay facetas de la formaciéon matematica del estudiante y de
sus actitudes hacia las matematicas que pueden ser comunes a otras dreas del
conocimiento, nos preocupamos aqui por aquellos aspectos de la comprension
en matematicas que estan directamente relacionados con las matematicas
mismas. Por esa razén, consideramos que el desarrolio de nuestra capacidad
para comprender el conocimiento matematico de nuestros estudiantes depende
de nuestra comprensién y nuestro conocimiento de las matematicas escolares.
En otras palabras, consideramos que, para poder resolver los problemas a los
que nos enfrentamos en el aula de clase, debemos conocer en detalle |a estruc-
turay las principales caracteristicas del conocimiento matematico que espera-
mos que nuestros estudiantes construyan. Aunque, al ser profesores de matema-
ticas, podemos considerar que conocemos suficientemente el tema que
ensenamos, es posible que esto no sea cierto. Podemos ser buenos matema-
ticos, en el sentido de conocer algunos temas con profundidad desde la pers-
pectiva del saber matemaético. Pero, jconocemos estos temas desde la
perspectiva de las matemadticas de la escuela y de nuestros estudiantes?
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Las preguntas anteriores y nuestras propias respuestas nos han llevado a
identificar diferentes elementos de la realidad escolar, y en particular del trabajo
en el salén de clase de matemdticas. Pensamos que existe una complejidad
en medio de la cual el profesor de matematicas vive y de la cual no es
consciente. Realizamos un proyecto de investigacion con el cual pretendiamos
contrastar una hipétesis que surgi6 a lo largo de la realizaciéon de varios progra-
mas de formacién permanente de profesores. Nosotros percibimos en estos
programas que, cuando los profesores se enfrentan al problema de analizar
un concepto matematico desde la perspectiva del andlisis didactico (analisis
de contenido, andlisis de instruccién y anélisis cognitivo) con la ayuda de los
sistemas de representacion como eje organizador y los mapas conceptuales
como herramienta de representacion, entonces los profesores se hacen paula-
tinamente mds conscientes de la complejidad del contenido matemdtico y de
la problemética de su ensefanza y aprendizaje.

En el estudio se exploraron las concepciones de algunos profesores de
matematicas de secundaria acerca de la funcién cuadratica con base en una
serie de mapas conceptuales que ellos, organizados por grupos, produjeron
con motivo de un esquema de interaccién que involucré tres tipos de anélisis:
de contenido, de instruccién y cognitivo. Los sistemas de representacién fueron
el eje organizador de estos mapas conceptuales que fueron codificados con
base en una serie de atributos que pretendian identificar aquello que el profesor
reconoce como esencial del objeto, el tipo de representaciones que él utiliza
para abordar el objeto y el conjunto de situaciones, fenémenos y problemas
que él asocia con el objeto. El analisis de los resultados se hizo con base en
una caracterizacién de los mapas conceptuales y muestra que la utilizacion
de los sistemas de representacion, los mapas conceptuales y el andlisis
didéctico, junto con un esquema de trabajo en grupo, en el que se interactda
con investigadores y en el que se contrastan las producciones socialmente,
puede afectar las visiones de los profesores sobre el contenido matematico.

En este capitulo reflexionamos sobre la importancia de las nociones de
estructura conceptual, sistema de representacion y mapa conceptual como
componentes del conocimiento didactico del profesor de mateméticas y como
herramientas para la formacién permanente de docentes y la investigacién.
El proyecto de investigacion nos permitié ahondar ain més en el cono-
cimiento de las mismas, y lo que presentaremos es una elaboracién teérica
que surgié durante y después de la realizacién de la investigacion. Creemos
que estas herramientas pueden aportar a una mayor comprension de las
matemadticas escolares y a la construccién de estrategias para abordar los
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problemas de aprendizaje a los que el maestro se enfrenta en la clase de
matematicas.

El documento comienza con una descripcién de la investigacion sobre
el conocimiento del profesor y de la preocupacién sobre cémo deberia ser
la ensefanza si se construyera sobre una visién constructivista del apren-
dizaje. Se discute el modelo de Simon (1995) en este sentido y se propone
uno nuevo, que lo extiende. Se describe este nuevo modelo con base en la
nocién de andlisis didactico y se profundiza en dos aspectos centrales de la
misma: la estructura conceptual y los sistemas de representacién. Tomando
como ejemplo el concepto de funcién cuadratica se muestra la manera como
estas nociones, junto con la idea de mapa conceptual, permiten describir la
estructura conceptual del concepto matemético con el propésito de disefiar
actividades de clase.

Investigacién sobre conocimiento del profesor
y ensefianza constructivista

La investigacién sobre el conocimiento del profesor y su relacién con la
ensefanza de las matematicas® ha pasado por tres fases (Ball, 1991; Cooney,
1994). En la primera, llamada “de la ensefnanza eficiente”, se buscé identificar,
con base en las opiniones de los alumnos, las caracteristicas de los buenos
profesores. Se identificaron principalmente las relacionadas con su personali-
dad. Al tratar de validar estos resultados con el rendimiento de los estudiantes,
se entré en una segunda fase, en la que se buscé relacionar las caracteristicas
del profesor con el aprendizaje de sus alumnos y se encontrd, entre otras
cosas, que el conocimiento matemético del profesor (medido, por ejemplo,
con el nimero de cursos que ha tomado o titulos que ha obtenido) no es un
buen indicador del rendimiento de los alumnos. En la tercera fase, llamada
“del pensamiento del profesor”, se parte del supuesto de que lo que el profe-
sor hace en el aula depende de lo que él sabe y piensa. La reflexion se libera
entonces de las ideas anteriores que enfatizaban el conocimiento puramente
matemadtico conjuntamente con el conocimiento de algunos aspectos generales
de pedagogia.

Cooney (1994) reconoce esta situacién y se hace dos preguntas: “;Qué
tipos de conocimientos necesitan los profesores para ser eficientes? ;Qué tipos
de experiencias deben vivir los profesores para construir ese conocimiento?”
(p. 608); promueve la formacion de profesores como un campo de indagacién

21 0 que se presenta en los siguientes dos apartados es una adaptacién de Gémez (2001).
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sistematica que se estd basando en la importancia de la cognicién, el contexto
y el paradigma constructivista; considera que se estaban produciendo nume-
rosos relatos de teorias locales de profesores, pero no se estaba pasando de lo
local a lo general. “ ;Qué perspectivas teéricas nos pueden permitir comprender
las experiencias que viven los profesores? ;Qué perspectivas tedricas nos
pueden permitir desarrollar programas de investigaciéon y desarrollo que
empujen nuestros esfuerzos hacia adelante?” (pp. 627-628). Por otro lado, al
preguntarse acerca de los tipos de experiencias que los profesores deben vivir
para construir ese conocimiento necesario para ser eficientes, y al reconocer
la importancia del paradigma constructivista, Cooney pone de relieve la necesi-
dad de ver al profesor como un agente cognitivo y la necesidad de conceptua-
lizar los procesos mediante los cuales el profesor construye su conocimiento.

Estos son los dos puntos que recoge Simon (1995): la ensefianza basada en
los principios constructivistas y el profesor como agente cognitivo. El propésito
de Simon es el de “contribuir al didlogo acerca de como seria la ensefanza si se
construyera sobre una visién constructivista del desarrollo del conocimiento”
(p. 115). De hecho, Simon propone, en términos de Steffe y d’Ambrosio (1995),
un modelo de ensefianza con esas caracteristicas. En este modelo, la ense-
fianza, desde la perspectiva del profesor, esta guiada por la trayectoria hipotética
de aprendizaje que consiste en la prediccion que el profesor tiene acerca del
camino por el cual puede proceder el aprendizaje. “Una trayectoria hipotética
de aprendizaje le da al profesor criterios para seleccionar un disefio instruccional
particular; por lo tanto, yo tomo mis decisiones de ensefianza basado en mi
mejor conjetura acerca de cémo va a proceder el aprendizaje” (p. 135). La
trayectoria hipotética de aprendizaje tiene tres componentes, relacionados entre
si: la visién que el profesor tiene del objetivo de aprendizaje, la planificacién
del profesor para las actividades de aprendizaje y las hipétesis del profesor
acerca del proceso de aprendizaje. El objetivo de aprendizaje es la guia que le
permite al profesor decidirse por unas actividades de aprendizaje. Esa decision
la toma teniendo en cuenta también sus hipétesis acerca del proceso de
aprendizaje.Y estas actividades afectan, a su vez, sus hipétesis sobre el proceso.

El centro de la propuesta consiste en sugerir que éste es un proceso dindmico
y ciclico. La trayectoria hipotética de aprendizaje no es algo que se determine
con anterioridad a la realizacién de la clase y que permanezca estatico durante
ésta. Por el contrario, la trayectoria hipotética de aprendizaje estard en perma-
nente evolucién a lo largo de la clase, porque la puesta en practica de las
actividades y la permanente evaluacién del conocimiento de los alumnos llevard
al profesor a revisar dindmicamente la trayectoria hipotética de aprendizaje.
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El profesor disefia y revisa la trayectoria hipotética de aprendizaje con base
en la evaluacion de los conocimientos de los alumnos y utilizando su cono-
cimiento. Es aqui donde entra en juego el conocimiento del profesor, con la
aclaracién adicional, teniendo en cuenta que se supone que el profesor es un
agente cognitivo y que el conocimiento del profesor también evoluciona con
motivo de la experiencia que estd viviendo en el aula. Esto se debe a que, en
muchas ocasiones, lo que sucede en el aula es diferente de lo que el profesor
esperaba, generando una perturbacién que lo obliga a reformular sus hipétesis
y su conocimiento.

Steffe y d’Ambrosio (1995), al extender el modelo de Simon, resaltan la
importancia de tener en cuenta las acciones de los alumnos como indicativos
de su conocimiento y de poner en relieve ese conocimiento matemaético. Por lo
tanto, el profesor no solamente realiza un seguimiento de estas acciones, sino
que también hace conjeturas sobre las acciones que los aluminos podrian ejecutar
con ciertas actividades (o situaciones, en términos de Steffe y d’Ambrosio).
Estas dos autoras detallan, un poco mds, dos de los elementos del modelo de
Simon: las hipétesis sobre cémo procede el aprendizaje y el proceso de
evaluacién de los conocimientos de los alumnos. Ellas utilizan el término “zona
de construccion potencial” para referirse “a las hipotesis del profesor acerca de
lo que el alumno puede aprender, dado su modelo sobre los conocimientos
que tiene el alumno” (p. 154).

Simon intenta identificar los tipos de conocimientos del profesor que se
ponen en juego en este proceso dindmico. Menciona los siguientes:
conocimiento de las matemadticas, de las actividades matematicas y las
representaciones, hipétesis sobre el conocimiento de los estudiantes, teorias
de los profesores sobre las matemadticas, su ensefianza y aprendizaje, y del
aprendizaje de los estudiantes sobre un tema especifico. Segiin este autor,
éstos son los conocimientos que se ponen en juego cuando, con base en la
evaluacion del conocimiento de los estudiantes, el profesor reformula la
trayectoria hipotética de aprendizaje. Aunque pretende definir una estructura
de la relacién entre estos conocimientos y los componentes de la trayectoria
hipotética de aprendizaje, esto no se logra puesto que sugiere que todos los
tipos de conocimiento, excepto aquél sobre las actividades matemdticas y
sus representaciones, afectan los tres componentes de la trayectoria hipotética
de aprendizaje.

En resumen, las principales caracteristicas del modelo son las siguientes.
El pensamiento de los estudiantes juega un papel central. El conocimiento
del profesor evoluciona permanentemente. La planificacién para la enseianza

342



Educacion en matematicas .............cccc.oc.ocou.. P

incluye la generacion de una trayectoria hipotética de aprendizaje. El cambio
continuo en el conocimiento del profesor crea un cambio continuo en la
trayectoria hipotética de aprendizaje. Los tipos de conocimiento del profesor
y su papel en el diseno de la trayectoria hipotética de aprendizaje se presentan
de manera general.

Analisis didactico y conocimiento didactico del profesor de matematicas

A continuacién queremos, partiendo de la propuesta de Simon, profundizar
en algunos de los aspectos del modelo, con el propésito de identificar los
andlisis que el profesor deberia hacer para disefar actividades que partan de
una perspectiva constructivista del aprendizaje y los conocimientos que el
profesor pone en juego cuando realiza esos andlisis. Queremos reformular la
nocion de trayectoria hipotética de aprendizaje y mostrar, con mayor detalle,
el carécter ciclico y sistémico del modelo.

Suponemos, entonces, que un aspecto central de la enseiianza de las
matematicas consiste en el disefio, puesta en prictica y evaluacién de las
actividades por medio de las cuales los alumnos construyen su conocimiento
matematico en un ambiente de interaccién social. Pensaremos aqui en el
proceso ideal de disefio, puesta en practica y evaluacién de una hora de clase
o de una actividad que tendré lugar dentro de una sesiéon de clase. Por lo
tanto, esa actividad forma parte de una estructura curricular mas amplia que
tiene ya determinados unos propésitos que se desean lograr. A partir de esos
propésitos y teniendo en cuenta el estado cognitivo de los alumnos, el profe-
sor debe determinar uno o mds objetivos para la actividad. El estado cognitivo
de los alumnos es la percepcién que el profesor tiene y la descripcion que él
hace del conocimiento, las dificultades y los errores de los alumnos con
respecto a los propésitos que se estdn buscando dentro de la estructura curri-
cular de la cual forma parte la actividad. Simultdneamente con la definicién
de los objetivos, el profesor identifica un contenido matematico que también
estard determinado, al menos parcialmente, por esta estructura curricular. El
contenido, los objetivos y el estado cognitivo de los alumnos componen la
informacién de partida para el disefio de la actividad. El disefio, puesta en
practica y evaluacién de la actividad requiere de una serie de andlisis que
agrupamos en cuatro categorias y que, en conjunto, denominamos de manera
genérica como andlisis didactico.

Andlisis cognitivo. Con este andlisis se buscan identificar y describir las
dificultades que los alumnos pueden enfrentar y los errores que los alumnos
pueden llegar a cometer al realizar las tareas que componen la actividad.
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Andlisis de contenido. Con este andlisis el profesor busca producir una
descripcion estructurada y sistemdtica del contenido matemético desde la
perspectiva didactica. Para ello, él debe construir la estructura conceptual de
este contenido, en la que sea posible identificar los conceptos y procedimientos
involucrados, junto con los sistemas de representacién que permiten referirse
a esos conceptos y procedimientos. Adicionalmente, el profesor debe realizar
un andlisis fenomenolégico que le permita identificar los fenémenos naturales,
sociales y matemadticos que pueden ser modelizados por subestructuras
matemadticas contenidas en la estructura anterior.

Andlisis de instruccion. En este andlisis el profesor produce y evalda (a la luz
de los andlisis anteriores) disefios de las actividades que realizaran los alumnos.

Andlisis de actuacién. Este es el analisis que el profesor hace de las actuaciones
recientes de los alumnos y que le permite determinar su estado cognitivo.

La realizacion de estos andlisis es un proceso dinamico, ciclico y sistémico.
La informacion que se produce en uno de los andlisis permite reformular
otros andlisis y los resultados de esta reformulacién pueden afectar el andlisis
original. Los tres primeros andlisis interactian dindmicamente entre si, teniendo
como hilo conductor a la estructura conceptual. El anélisis de actuacién pro-
duce informacién que sera utilizada posteriormente en un nuevo ciclo del
proceso. No obstante, todos los anélisis deben tener en cuenta la especificidad
del contenido matematico. Por lo tanto, el profesor debe tener como guia la
estructura conceptual de este contenido y el papel de los sistemas de
representacion dentro de esa estructura. Esta estructura conceptual se ird
reformulando a medida que se avance en los demas andlisis.

Al realizar estos andlisis, el profesor obtendra los siguientes resultados:
una o mds actividades para llevar a la préctica en la clase; una justificacién
de esas actividades con respecto al estado cognitivo de los alumnos, al
contenido y a los objetivos; y una prevision de las posibles actuaciones de los
alumnos cuando la actividad se lleve a la préctica.

Vemos entonces que el disefio y puesta en prdctica de actividades de
ensefanza dentro de la perspectiva constructivista del aprendizaje es un proceso
complejo, dindmico y ciclico. La Figura 1 muestra sus principales componentes.

Decimos que el conocimiento diddctico es el conocimiento de la didéctica
de la matematica que el profesor pone en juego cuando disena, lleva a la préctica
y evalGia actividades de ensefianza. Este es el conocimiento que el profesor
pone en juego cuando realiza el andlisis didactico. Es de cardcter general, en lo
que se refiere a las caracteristicas de las herramientas conceptuales utilizadas;
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Determinacién de;
= » | Objetivos

Contenidos
' Estado cognitivo
| v
- Conocimiento ‘_» Anélisis cognitivo _ ‘ Disefo de ‘
didactico | | Analisis de contenido actividades |
Andlisis de instruccién l
»| Andlisis de Puesta en préctica
actuaciéon | de actividades

Figura 1. Diseiio de actividades, analisis didictico y conocimiento diddctico

y es de cardcter particular en cuanto a la utilizacién de esas herramientas para
una estructura matematica especifica.

Organizadores del curriculo: el caso del anilisis de contenido

En el apartado anterior hemos identificado algunos de los conocimientos de
la didactica de la matemética que el profesor pone en juego cuando diseia
actividades. Las nociones de la didactica de la matematica a las que se refieren
esos conocimientos han sido denominadas organizadores del curriculo por
Rico et al. (1997) quienes las consideran como “aquellos conocimientos que
adoptamos como componentes fundamentales para articular el disefio,
desarrollo y evaluacién de unidades didécticas” (p. 45). Los organizadores
del curriculo que estos autores proponen son los siguientes: errores y dificul-
tades y problemas u obstaculos de aprendizaje; diversidad de representaciones
y modelizacién; fenomenologia de los conocimientos implicados; diversidad
de materiales y recursos para la ensefianza; y evolucién histérica de cada
campo. Consideramos que la presentaciéon que Rico et al. hacen de estas
herramientas tedricas y conceptuales carece de una estructura suficientemente
detallada que permita ver la relacién entre las diversas herramientas y el papel
que ellas juegan en el disefio de las unidades didacticas. Adicionalmente,
hemos sugerido la importancia del andlisis de contenido basado en los sistemas
de representacion en la utilizacién de estas herramientas (Gémez, 2000). Con
base en la idea de andlisis didactico propuesta en el apartado anterior,
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queremos ahora presentar con algidn detalle nuestra elaboracién sobre el
andlisis de contenido vy, en particular, sobre las nociones de estructura con-
ceptual y sistema de representacion. Queremos mostrar la relacion de este
analisis con los otros anélisis (cognitivo, de instruccién y de actuacién) y
presentar una elaboracién de los organizadores del curriculo que, en algunos
casos, reformula lo propuesto por Rico et al. (1997) y, en otros, lo extiende.

Estructura conceptual y mapas conceptuales

El anédlisis de contenido tiene como fin la descripcién detallada de |a estruc-
tura matematica del contenido matematico, que le permite al profesor dar
cuenta de las relaciones existentes entre hechos, conceptos, estructuras con-
ceptuales, destrezas, razonamientos y estrategias. La estructura conceptual
es la descripcién de estos elementos y relaciones. Dado que todo discurso
matemdtico se realiza en uno o mas sistemas de representacién (Duval, 1998),
la descripcién de la estructura conceptual se debe hacer con base en el andlisis
de las diversas maneras como se pueden representar esos conceptos y proce-
dimientos, y las relaciones entre ellos. Y dado el caracter estructural de este
organizador, los mapas conceptuales son una herramienta ideal para su
descripcioén.

Mapas conceptuales

Los mapas conceptuales son una técnica para representar visualmente la
estructura de la informacién. Es decir, los mapas conceptuales son un sistema
de representacién cuyas normas son relativamente sencillas (Lanzing, 1998):
“Los conceptos se representan por nodos a los que se les da una etiqueta por
medio de una palabra o una frase corta que indica el concepto. Las relaciones
se representan por lineas (enlaces) que conectan los nodos” (p. 2).

Aunque esta técnica de representacion ha sido utilizada desde la edad
media, se considera que Joseph D. Novak, de la Universidad de Cornell, fue
el pionero en la utilizacién de los mapas conceptuales en la educacién. El
desarrollé esta técnica para determinar cémo ocurren los cambios en la
comprensién conceptual de los estudiantes (Novak, 1990, p.937, citado en
McGowen, 1998, p. 38). Los mapas conceptuales se han utilizado de manera
sistematica en la educacién, particularmente como herramienta para describir
el curriculo y como herramienta de la instruccién.

Existe una técnica, relacionada con los mapas conceptuales, llamada
“mapas mentales”. Esta técnica, desarrollada por Buzan, requiere que los mapas
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conceptuales tengan una jerarquia: “un mapa mental consiste en una palabra
o concepto central, alrededor del cual se dibujan de 5 a 10 ideas principales
que se relacionan con esa palabra. Este proceso se puede después repetir
para cada una de las palabras hijas, tantas veces como se quiera” (Buzan,

1995, citado por Lanzing, p. 4). Williams (1998) llama a estos mapas los
“mapas arafia”.

La disciplina

tie(ne
I I I
Concepto Concepto Concepto Concepto

principal A principal B principal C principal D

|
‘ Subconcepto B1
\ ]
Subconcepto A1 Subconcepto A2 Subconcepto A3 | Subconcepto C1 Subconcepto D1

| —— _ |
Ejemplo Concepto Cla —

Concepto Ala Concepto Alb |

Ejemplo Ejemplo | Concepto A3a Concepto A3b Concepto A3c
| |

Ejemplo Ejemplo Ejemplo

CONEXION CRUZADA CON OTRO

SEGMENTO INSTRUCCIONAL

Figura 2. Ejemplo de un mapa conceptual

La Figura 2 muestra parte de un ejemplo de Novak (1988) de un “mapa
conceptual para planificar un programa de instruccién. En un plan de estudios
completo se incluirfan también conceptos subordinados y conexiones cruzadas
adicionales, ademds de ejemplos concretos de conceptos” (p. 103). En este

caso, vemos que éste es un mapa tipo “arafia” puesto que presenta una jerarquia
partiendo de un concepto inicial, “la disciplina”.

Como sistema de representacién, los mapas conceptuales tienen dos
ventajas importantes:

* Permiten descripciones no lineales del objeto.

e Al tener un carécter grafico, permiten observar la estructura de la
informacion.
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Mapas conceptuales y estructura conceptual en matematicas

Las dos cualidades que acabamos de mencionar son muy importantes para la
descripcién de objetos matematicos y su correspondiente discurso matematico.
La estructura del contenido matemdtico no es lineal. Por un lado, todo concepto
se encuentra relacionado con otros conceptos y, en general, todo procedimiento
esta relacionado con uno o méds conceptos y procedimientos adicionales. Por
otro lado, y como veremos mas adelante, una representacion de un concepto (u
objeto) puede estar relacionada con otras representaciones de ese mismo u otros
conceptos (u objetos). Por consiguiente, hay una estructura que representa la
manera como los conceptos, los procedimientos y las representaciones se relacio-
nan unos con otros, Aunque éstas son caracteristicas bien conocidas de los obje-
tos matematicos y su correspondiente discurso, este Gltimo se hace, en general,
dentro de un texto. Esto implica, por un lado, que la descripcién tiene que ser
lineal, y por el otro, que no es posible ver “gréficamente” la estructura del
discurso. Hay que deducirla de la lectura del texto. En consecuencia, en contra-
posicién con la descripcion textual, los mapas conceptuales resultan muy po-
tentes para la descripcién de la estructura conceptual, y como veremos mds
adelante, cuando se conjugan con la nocién de sistema de representacién, esta
potencia se multiplica.

Sistema de representacién [ Sistema de representacion ;
simbélico | grafico |

— ! — Tiene elementos :
| ‘ [

f(x)=ax*+bx+c fx)=alx-r )c-r)) \ \ f(x)=a(x- h)2+k l ’Ral’ces ' Qéﬁicéﬁ(h,k)f\‘

Factorizacion & ;,_ ‘ ’ ’ ‘

Completaciéon =~ | ‘
de cuadrados

/

Figura 3. Mapa conceptual en matematicas

Tiene una grafica—
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La Figura 3 muestra una porcién de un mapa conceptual para la funcién
cuadrética. En ella se aprecia la identificacién de elementos en dos sistemas
de representacién y la relacién de estos elementos con otros elementos del
mismo sistema de representacién o con representaciones del mismo elemento
en otros sistemas de representacién.

Caracteristicas de los mapas conceptuales en matemadticas

Cuando se utilizan para describir contenido matemético, los mapas conceptua-
les pueden tener unas caracteristicas que dependen, al menos parcialmente,
de ese contenido y que caracterizan la estructura conceptual del mismo. Intro-
ducimos aqui las nociones de familia, submapa y nivel.

En el caso de la descripcién de un concepto matemético por medio de
mapas conceptuales, los mapas serdn de tipo “arafia”, dado que siempre habra
una idea inicial: el concepto mismo. Esto implica que se puede introducir el
concepto de familia dentro de un mapa o submapa y que, dentro de la estruc-
tura jerdrquica que se construye, existe un sentido natural de la mayoria de
las conexiones. Estas van de padres a hijos (véase Figura 5).

Un mapa conceptual con contenido matematico permite identificar
submapas. Estos son porciones del mapa global en las que se desarrolla una
parcela particular y facilmente identificable del contenido en cuestion.

La disciplina
tie}ue
I T — 7

Concepto Concepto Concepto Concepto
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r
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| | |

Ejemplo ‘ Concepto Cla |
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Figura 4. Ejemplos de submapas
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La Figura 4 presenta el mapa del comienzo de este apartado. En él hemos
resaltado algunos posibles submapas.

Estos submapas pueden tener una estructura. La nocién de estructura se
puede caracterizar con base en el niumero de niveles del mapa o submapa. En
el ejemplo de la Figura 5, observamos un mapa con dos niveles y otro con
cuatro. Resulta evidente que el nimero de niveles de un submapa da una indi-
cacién de la complejidad de la descripcién que se pretende hacer con él.

| Padre |
o | .

Padre | [Fijo 1] Hio 2|

— — E—— B e e |
Hijo 1) [Hijo 2| [Hijo 3] |Hijo 4| |Nieto 1] Nieto 2| INieto 3| [Nieto 4]

[— 1

‘ Bisnieto 1| |Bisnieto 2
Submapa de dos niveles Submapa de cuatro niveles

Figura 5. Estructuras de submapas

Relaciones (conexiones)

Los mapas conceptuales también se pueden caracterizar de acuerdo con el tipo
de conexiones que presentan. Las conexiones bdsicas son aquellas que definen
la jerarquia de familia de las ramas de un mapa o un submapa. Estas conexiones
basicas caracterizan la estructura lineal de las ramas y la relacién de familia
expuesta en la Figura 5. Las conexiones internas son las que establecen relaciones
entre dos elementos diferentes pertenecientes a un mismo submapa por fuera
de la relacion jerarquica de familia. Las externas son aquellas que establecen
relaciones entre representaciones de un mismo elemento en diferentes submapas.

Las conexiones (tanto internas, como externas) pueden ser implicitas o
explicitas. Las conexiones explicitas se expresan con lineas que explicitamente
establecen la conexién entre dos elementos. Las conexiones implicitas se
expresan dentro de la caja de un mismo elemento al referirse a otro elemento.
Las conexiones pueden ser puntuales o generales. Las conexiones generales
van de un elemento o grupo a otro grupo de elementos. Las conexiones puntuales
van de un elemento a otro elemento.

La Figura 6 presenta, para el mapa presentado anteriormente, ejemplos de
los diferentes tipos de conexiones (relaciones). En este caso, vemos un mapa
que no es de tipo “araia” y por lo tanto, en el que es evidente la existencia de
dos submapas principales.
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Sistema de representacién Sistema de representacion
simbélico gréfico

——————1CC. bésica>  Tiene elementos | |
| |

‘f(x)=ax2+bx+c f(x)=a(x-r )(x-r)\ ’f(x):a(x—h)2+ﬂ Raices | | Vértice (h,k)
! |

L Factorizacién I_ @

——Completacion ~———
de cuadrados

N
/

Vi

Tiene una gréfica

Figura 6. Ejemplos de conexiones

Sistemas de representacién

La discusion sobre los sistemas de representacién en la educacién matematica
puede llevar a una serie de paradojas (Rico, 2000). Algunas de estas paradojas
tienen que ver con el status ontolégico de los objetos mateméticos y con la
dualidad entre las representaciones internas y externas. Con respecto a la
existencia de los objetos matemaéticos, suponemos, siguiendo a Sfard (2000)
y Dorfler (2000), que ellos no existen por fuera del discurso matematico. Sin
embargo, “la sensacion de los participantes [en el discurso] de que los objetos
existen, es una condicion necesaria para el uso eficiente de los significantes”
(Sfard, 2000, p. 91). Por lo tanto, aunque los objetos matematicos no existen
por fuera del discurso, quienes participan en él se comportan como si existieran.
Para Cobb, Yackel y McClain (2000) la dualidad entre representaciones internas
y externas desaparece: simbolo y significado se construyen dindmicamente.
Lo importante es la actividad de simbolizacién en la que el sujeto se hace
capaz de actuar socialmente compartiendo significados. El significado para
un sistema de simbolos se construye en la medida en que se llegan a acuerdos
sociales sobre la manera como se manejan los simbolos. Estas aclaraciones
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nos permiten regresar ahora a la nocion de sistema de representacion, y resaltan
el papel de esta nocion en las actividades de profesor y alumnos en el aula y
en la construccién del conocimiento matematico.

Un mismo objeto matemdtico se puede representar en diferentes sistemas
de representacion. Por ejemplo, en el caso de las funciones, éstas se pueden
representar en el sistema de representacion simbélico (f(x) = x* - 4x + 3), en el
sistema de representacion grafico (véase Figura 7) y en el sistema de
representacion tabular (véase Figura 8), entre otros.

Ya X Yy
| 18
013
110
2 -1
| 30
! 413

= £ f t —»
X 58
’L 6 |1

Figura 7. Representacion grafica Figura 8. Representacion tabular

En el caso del ejemplo del comienzo de esta seccién, cada una de las
representaciones de ese objeto matemdtico (una funcién cuadrética especifica)
resaltan algunos aspectos particulares del objeto en cuestién. Como nosotros
no podemos “ver” el objeto, debemos buscar conocer todas sus caracteristicas.
Para ello, resulta importante estudiar sus diversas representaciones.

A manera de metafora, podemos imaginarnos que el objeto que estudiamos
es la cara de una persona desconocida que se encuentra en otro lugar. Para
conocerla, podemos tener diversas representaciones. Por ejemplo, una foto a
color, una foto en blanco y negro, una imagen de computador enviada por
Internet, un dibujo hecho por un artista y la descripcién verbal de un amigo. Es
posible que cada una de estas representaciones nos dé informacién importante
sobre lo que queremos conocer y que estas informaciones se complementen.
Dado que todas estas representaciones son de una misma persona, €llas tienen
muchas cosas en comun. En cada una de las representaciones podremos
identificar el hecho de que la persona tiene el cabello oscuro o los ojos claros.
En otras palabras, podremos identificar relaciones entre elementos pertenecientes
a diversas representaciones.
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El hecho de que se represente un mismo objeto de diferentes maneras, da
lugar a esta relacién natural entre elementos pertenecientes a cada una de las
representaciones. Como es un tinico objeto y cada representacion tiende a
resaltar facetas particulares de ese objeto, podemos establecer relaciones entre
los elementos que componen las representaciones. Aunque en el caso de la
metéfora de la cara de una persona esto parece evidente, en el caso de las
representaciones de un objeto matematico, este punto es muy importante
desde la perspectiva didactica. En el caso del objeto matemético que
presentamos al comienzo de esta secciéon, podemos, por ejemplo, establecer
una conexién entre el término “3” de la representacién simbdlica, el corte de
la grafica con el eje y, y el valor en la segunda columna de la fila que en la
primera tiene el término “0”. Estos tres elementos, pertenecientes a tres
representaciones diferentes, se encuentran relacionados porque representan
una misma faceta del objeto en cuestién.

Definicion de sistemas de representacion

El término “sistema de representacién” tiene diferentes significados en la
educacién matemética. De hecho, un grupo de investigadores pertenecientes
al PME* ha trabajado en el tema y producido una categorizacion de estos
significados (Goldin y Janvier. 1998, pp. 1-2).

Buscamos utilizar los sistemas de representacién para representar diferentes
facetas de un objeto matemadtico y trabajamos con los sistemas de
representacion bajo el supuesto de que se cifien a un conjunto de reglas que
se encuentran condicionadas por las matematicas, en general, y por el objeto
matemadtico especifico, en particular. Por estas razones, consideramos que la
definiciéon de Kaput (1992) sobre sistema de notacién se adapta a nuestras
necesidades. De acuerdo con esta definicién (p. 523)°,

un sistema de notacién es un sistema de reglas para

I. identificar o crear caracteres;

4 Las siglas PME representan “Psychology of Mathematics Education”. Este es una comunidad de
investigadores en educacién matemética que se retne anualmente y que organiza, entre otras actividades,
grupos de trabajo en diversos temas.

s Complementamos esta definicién de Kaput con la primera de las definiciones de Goldin y Janvier, definicién
que identifica “una situacion fisica externa estructurada, o un conjunto de situaciones estructuradas en un
ambiente fisico, que pueden ser descritas mateméaticamente o se pueden interpretar en el sentido de
involucrar ideas matematicas” (p. 1). Esta definicién permite introducir, como parte de las caracterfsticas
de un objeto matemético, al conjunto de fenémenos reales cuyo andlisis puede requerir de modelos
matemdticos que involucran dicho objeto. Por esa razén, en los mapas conceptuales que describen un
objeto matematico es importante incluir un submapa, que hemos llamado “aplicaciones”.
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II. operar en ellos y

[Il. determinar relaciones entre ellos (especialmente relaciones de
equivalencia.

Esta definicién de sistema de representacién no es exclusiva de las
matemadticas. Por ejemplo, si miramos la definicién que dimos de mapa
conceptual, podemos percibir que éste es un sistema de representacién. La
definicién de Lanzing (1998) que afirma que en un mapa conceptual “los
conceptos se representan por nodos a los que se les da una etiqueta por medio
de una palabra o una frase corta que indica el concepto. Las relaciones se
representan por lineas (enlaces) que conectan los nodos”, se adapta a las
condiciones de Kaput para un sistema de representacion.

Sistemas de representacion y actividades matematicas

La definicién de sistema de representacién que acabamos de proponer es
muy potente cuando se utiliza en matematicas. Gracias a ella, Kaput puede
describir las actividades matemadticas que tienen lugar en las matematicas
escolares. El propone que estas actividades matematicas se pueden clasificar
en cuatro categorias:

1) transformaciones sintacticamente restringidas dentro de un sistema
particular, con o sin referencia a otros significados externos;

2) traducciones entre sistemas de notacién, incluyendo la coordinacién de
acciones a través de sistemas de notacion;

3) construccion y verificacién de modelos matematicos, lo que es
equivalente a la traduccién entre aspectos de una situacién y conjuntos de
notaciones; y

4) la consolidacién o cristalizacién de relaciones y procesos en objetos
conceptuales o “entidades cognitivas” que pueden ser usadas en relaciones y
procesos de un orden més alto de organizacion.

La primera actividad, las transformaciones sintacticas dentro de un sistema
de representacion, se refiere a la manipulacién de una o més representaciones
dentro de un mismo sistema de representacion para efectos de transformarlas
en otras representaciones (en general, equivalentes). Este es el caso, por
ejemplo, de la utilizacién del procedimiento de completacién de cuadrados
para transformar la forma simbdlica f(x) = x* - 4x + 3 en la forma equivalente
fix) = (x-2)? -1. O también, continuando dentro del sistema de representacién
simbolico, el caso de utilizar la férmula cuadrética para transformar la

(V)
W
=N
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expresion simbélica x* - 4x + 3 = 0 en la expresién equivalente x = 1, x = 3.
También es el caso, dentro del sistema de representacion gréfico, de utilizar
traslaciones para obtener la grafica de la funcion f(x) = x* - 4x + 3 a partir de
la grafica de la funcion f(x) = x%.

La segunda actividad tiene que ver con la relacién de uno o mds elementos
pertenecientes a un sistema de representacién, con otros elementos de otro
sistema de representacion. Es el caso de la relacion del término “3” de la
expresion simbélica fix) = x° - 4x + 3, con el punto de corte de la gréfica con
el eje y, y con el valor en la segunda columna de la fila que en la primera
tiene el término “0”. También es el caso de la relacién entre los términos “2”
y “1” de la expresién simbélica fix) = (x-2)* -1, con las coordenadas del vértice
de la pardbola representada en el sistema de representacion gréfico y con la
fila de la tabla cuyo valor en la primera columna es “2”. Un ejemplo adicional
de esta actividad, es la traduccién de los términos “1” y “3” de la expresién
simbdlica f(x) = (x - 1)(x - 3) —que es equivalente a las dos anteriores— con los
cortes de la grafica con el eje x, y con las filas de la tabla cuyo valor en la
segunda columna es “0”.

La tercera actividad, la de modelaje, se refiere al proceso de representar,
dentro de un sistema de representacién matemdtico, una situacién que no
esta descrita en estos términos. Tomemos el ejemplo del problema clésico de
hallar las medidas de un lote rectangular de tal forma que, teniendo un
perimetro fijo (e.g., 40), se obtenga la mayor area posible. Para realizar esta
actividad, se hace necesario expresar la condicién sobre el perimetro en una
expresion simbdlica del tipo 2x + 2y = 40y, con base en esta relacion, expresar
el drea del lote como funcién de una de las medidas del mismo: A(x) = x(20 - x).
De esta forma se ha representado en un modelo matemitico la situacién ori-
ginal, donde el problema consiste en hallar el valor de x para el cual A(x) es
maximo. La resolucién de este problema, dentro del contexto matematico,
requiere, entonces, de la aplicacién de las dos primeras actividades mate-
madticas. Hay que transformar sinticticamente la expresion en A(x) = -x* +
20x, y después en A(x) = -(x-10)* + 100. Con esta expresion, en el sistema de
representacién simbdlico, se pueden traducir dos de sus elementos (10 y 100)
al sistema de representacién grafico para hallar que el punto maximo de la
gréfica se encuentra en su vértice (10,100) y regresar a la situacion original
para responder la pregunta afirmando que el lote debe ser un cuadrado de
lado 10 y que tiene drea maxima de 100.

La cuarta actividad, la “materializacion”, es de cardcter esencialmente
cognitivo y no la vamos a considerar aqui.
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Estructura conceptual, sistemas de representacién
y mapas conceptuales en matemdticas

En el apartado anterior pretendimos mostrar la potencia de la nocién de sistema
de representacién como medio para representar la estructura conceptual de
un concepto matematico y para identificar las actividades matemadticas que
son especificas de ese concepto. No obstante, los sistemas de representacion
se pueden mirar como un elemento organizador de esta informacién. En
este apartado buscamos mostrar cémo los mapas conceptuales se pueden
convertir en un medio de representacion adecuado de esta informacion. El
primer punto que hay que resolver consiste en decidir cuél es la naturaleza de
los elementos y de las relaciones que definen el mapa conceptual en cuestion.
Podriamos hablar de conceptos y procedimientos y de relaciones entre ellos.

Funcién cuadrdtica

. 1 — :
Sistema de Aplicaciones]
|representacion |
[ -
Simbdlico |
N s— i ———=—3 P S
AX)=-(x-107+100 | |A)=>+20x | | A)=x(20-x) |  Maximizacion
| \ ¢ ' } | | de dreas
’ Transf _Transf | L Modelaje
\ Sintactica Sintactica

Traduccién entre
sistemas
t Grafico \ I

100
80
60
40
20

" Modelaje

Figura 9. Mapa conceptual para el problema de drea
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También podriamos identificar las caracteristicas o facetas del objeto y las
relaciones entre ellos. Como se ve, éstas son diferentes aproximaciones a un
mismo problema. Lo que resulta evidente es que los sistemas de representacion
son el eje organizador de la informacién que queremos representar. La Figura 9
muestra un mapa conceptual para el problema del &rea del lote que consideramos
en el apartado anterior.

La nocién de sistema de representacion permite organizar la representacién
de un objeto matematico en un mapa conceptual. Cada sistema de represen-
tacion es un submapa. La descripcién de los fendmenos o situaciones cuyo
andlisis requiere de la utilizacién de un modelo que involucra al objeto es otro
submapa, que denominamos “aplicaciones”. Cuando el objeto matematico se
representa en un mapa conceptual, se identifican dos tipos de objetos en la
gréfica: elementos y relaciones (0 conexiones). Las relaciones pueden ser de
diferentes tipos. En otras palabras, un elemento puede estar relacionado:

a. con otros elementos dentro de la forma particular o dentro del sistema
de representacién en el que se encuentran;

b. con una representacién de ese mismo elemento en otro sistema de
representacion;

c. con un fenémeno que lo involucra; o
d. con dos elementos interconectados para los cuales sirve de puente.

Vemos entonces que los sistemas de representacién y los mapas
conceptuales ofrecen una perspectiva para caracterizar las actividades
matematicas escolares. En un mapa conceptual podemos, de acuerdo con la
enumeracion anterior, identificar cada una de las actividades matematicas
descritas por Kaput. La relacién o conexién de elementos dentro de un mismo
sistema de representacién (a) corresponde a las transformaciones sintdcticas
(1). Estas transformaciones sintacticas permiten hacer la conexién entre dos o
mds elementos pertenecientes a un mismo sistema de representacion. La rela-
cioén entre dos representaciones de un mismo elemento en dos sistemas de
representacion (b) se refiere a la traduccidn entre sistemas de representacion
(2). La relacion de un elemento con un fenémeno (elemento del sistema de
representacion de aplicaciones, (c) tiene que ver con la construccién de
modelos (3). Finalmente, “la consolidacién o cristalizacién de relaciones y
procesos en objetos conceptuales o ‘entidades cognitivas’ que pueden ser
usadas en relaciones y procesos de un orden mads alto de organizacion” (4) se
puede identificar en un mapa conceptual al analizar el lugar que ocupan los
procedimientos dentro de la estructura (d). Estos pueden ser el objeto mismo
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de la descripcion o conexiones que establecen relaciones entre dos elementos
del mapa.

En la Figura 9 hemos identificado conexiones que corresponden a los tres
primeros tipos de actividades matemaéticas propuestas por Kaput. Es importante
resaltar que lo que hemos presentado en este mapa conceptual es tan sélo
una porcién de lo que podria ser el mapa conceptual de la funcién cuadrética
o de una funcién cuadrética particular como la que se considera para este
problema. El mapa conceptual de |a Figura 9 presenta unicamente el modelo
matemdtico correspondiente al problema. Este modelo parte del submapa
llamado aplicaciones, en el que hemos identificado uno de los multiples tipos
de fenémenos que pueden ser modelados por la funcién cuadrética. El proceso
de modelaje pasa por unas etapas que no estin representadas en el mapa y
que tienen que ver con la formulacién matematica del perimetro y la expresién
del drea del lote como producto de sus dos dimensiones, para llegar a expresar
esta drea en funcion de una de las dimensiones. El mapa nos muestra que la
resolucién del problema, una vez modelado, requiere de la aplicacién de las
dos primeras actividades mateméticas. Es necesario transformar sintdcticamente
la expresién inicial en una expresién intermedia para llegar a la expresién
simbélica que identifica el vértice. En seguida, se hace una traduccion entre
el sistema de representacion simbélico y el gréfico para identificar el vértice
como el punto maximo de la funcién y resolver el problema dentro de las
representaciones matemdticas. Finalmente, se realiza el proceso inverso de
modelaje para obtener |a solucion al problema original.

Resolucion de problemas y descripcién de tareas

La descripcion de la estructura conceptual del contenido matematico en
términos de los sistemas de representacién, del andlisis fenomenologico y del
modelaje permite construir una caracterizacién del tipo de actividades que es
posible realizar para esa estructura matematica, cuando ésta se utiliza como
organizador de fendmenos (matemdticos y no matematicos). Desde esta
perspectiva, en el discurso matemdtico del aula el alumno realiza dos tipos
de actividades: la identificacion o construccién del modelo y la resolucién
del problema a partir del modelo dentro de los sistemas de representacion.
Para la primera actividad es posible clasificar las tareas de acuerdo con la
evidencia de la estructura matematica en la descripcién que se hace del
fenémeno dentro de la actividad:

» La estructura matemdtica (modelo) se encuentra explicita en la descripcion
del fenémeno, excepto que no esta expresada en lenguaje matematico. Es el
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caso de problemas de caida libre en los que se menciona que el fenémeno
sigue la ley de la gravedad.

* La identificacién del modelo depende esencialmente del conocimiento
que el alumno tenga de la estructura matematica involucrada. Por ejemplo, la
manera de expresar el perfmetro y el area de un rectangulo en funcion de sus
dimensiones, para hallar el rectdngulo que, con un perimetro dado, tenga
mayor area.

e La estructura matematica proviene de las leyes naturales que regulan el
fenémeno. Es el caso, por ejemplo, de tareas que se refieren a fendmenos de
movimiento parabdlico.

* Se requiere de exploraciéon y experimentacién para la identificacién del
modelo. Este es el caso de la carrera de caballos disefiada por Skovsmose (2000)
en que las nociones de probabilidad surgen con motivo de la actuacién de
los alumnos en una simulacién de una carrera de caballos utilizando dados.

o E| problema no estd descrito en la tarea. El alumno tiene que estudiar y
analizar una realidad para, primero, definir con claridad el problema vy,
después, modelizarlo. Estos son problemas del tipo “proyecto” (Skovsmose,
2000).

* £l fenémeno no tiene una estructura predeterminada y parte del problema
consiste en evaluar diferentes estructuras posibles. Son el tipo de actividades
que Lesh (1997) denomina de obtencién de estructuras. Este autor da el ejem-
plo del debate sobre un sistema imparcial, para combinar notas de un examen.

Una vez identificado el modelo, la resolucién del problema tiene lugar
dentro de los sistemas de representacion. Es posible clasificar las tareas con
base en las operaciones que se ejecutan dentro de los sistemas de
representacién para su solucion. Tenemos entonces tareas en las que:

* El trabajo se restringe a un Unico sistema de representacion y la resolucién
requiere de la aplicacién de uno o mds procedimientos de transformacién
sintactica. Por ejemplo, hallar la forma expandida de f(x) = (x-2)* -1.

* Hay que trabajar en mas de un sistema de representacién (traducciones),
pero el problema esta definido en un sistema de representacion especifico.
Por ejemplo, hallar el minimo de la funcién f(x) = (x-2)* -1.

e Hay que trabajar en mas de un sistema de representacion, pero no se
favorece ninguno de ellos y el foco de la actividad es el objeto matematico.
Estos son problemas, por ejemplo, en los que se tiene informacién parcial
acerca de un objeto matematico (una funcién) en diversos sistemas de
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representacion y se requiere identificar y describir el objeto en esos sistemas
de representacién. Nosotros denominamos a estos problemas de “construccién
de objeto” (Gémez, P., Mesa, V.M., Carulla, C., Gémez, C., y Valero, P., 1996).

* Se exploran las caracteristicas del objeto matematico en un sistera de
representaciéon (por ejemplo, el simbélico) al estudiarlo en otro sistema de
representacion (el gréfico). Este es el caso de analizar el papel grafico de los
pardmetros de la expresion simbdlica f(x) = a(x - h)* + k, cuando se conside-
ran familias de funciones en las que dos pardmetros varian y el tercero per-
manece constante.

CONCLUSIONES

La investigacién sobre la formacion inicial y el conocimiento del profesor de
matematicas de secundaria ha pasado por varias etapas. Hemos identificado
la reflexiéon de Cooney (1994) y la propuesta de Simon (1995) como puntos
importantes de esta produccién investigativa. Al considerar al profesor como
agente cognitivo y al resaltar la importancia de la ensefianza de las matemdticas
basada en principios constructivistas, estos autores abren la posibilidad de
formas alternativas de considerar el papel del profesor en la ensefianza y el
tipo de conocimientos que se requieren para desarrollar esa ensefianza. El
modelo de Simon es una propuesta dentro de estos parametros. En este capitulo
hemos querido profundizar y elaborar el modelo de Simon y reflexionar sobre
el conocimiento y la actuacién del profesor de matematicas.

Partimos del supuesto de que la enseflanza de las matemadticas surge del
diseno, puesta en practica y evaluacion de actividades en las que los alumnos
construyen el conocimiento matemético en un ambiente de interaccion social.
Para realizar esta ensefianza, sugerimos cjue el profesor debe realizar un andlisis
didactico con cuatro componentes: el anédlisis de contenido, el andlisis
cognitivo, el andlisis de instruccién y el andlisis de actuacién.

Al realizar estos andlisis, el profesor pone en juego una serie de conoci-
mientos que, en conjunto, hemos denominado conocimiento didactico. Este
estd compuesto por unas herramientas tedricas y conceptuales que Rico et al.
(1997) denominan organizadores del curriculo. Hemos desarrollado con algin
detalle aquellos organizadores del curriculo que son necesarios para el anélisis
de contenido y hemos mostrado algunas de las relaciones entre los diversos
andlisis y organizadores del curriculo. Al estructurar y elaborar los organizadores
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del curriculo como piezas que conforman el anélisis didactico, hemos buscado
mostrar el cardcter dindmico, ciclico y sistémico de este proceso vy justificar la
eleccion de estos organizadores del curriculo como las piezas centrales del
conocimiento didactico del profesor de matematicas.

Hemos hecho una descripcién de lo que consideramos que idealmente
deberia hacer el profesor al preparar, realizar y evaluar su clase. Es evidente
que esta situacion ideal es muy distante de la situacion real de una gran
proporcién de profesores en ejercicio. Esta propuesta pretende, en palabras
de Simon (1995), “contribuir al didlogo acerca de cémo seria la ensefianza si
se construyera sobre una vision constructivista del desarrollo del conocimiento”
(p. 115). Por otro lado, la propuesta no considera en detalle lo que sucede en
el aula cuando se ponen en practica las actividades de instruccién, al no
tener como proposito describir la manera como alumnos y profesor construyen
conjuntamente significados con motivo de estas actividades.
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