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Introduccion

El estudio que se reporta aquf surgié de varias experiencias que los autores tuvieron en
programas de formacién permanente de profesores de matematicas. En estos programas
hemos venido utilizando los mapas conceptuales, los sistemas de representaciény el and-
lisis diddctico como herramientas diddcticas cuya utilizacién por parte de los profesores
tiene como propésito hacerlos mds conscientes de la complejidad del contenido matem4-
tico a ensefar, de la complejidad del proceso de aprendizaje de ese contenido matemético
y de la complejidad del proceso de ensefianza. No obstante, aunque at finalizar los prro-
gramas de formacién tenfamos la sensacién de que éstos tenfan éxito con respecto a los
objetivos expuestos arriba, no podfamos asegurar la validez de esos resultados. Por esa
razén, decidimos disefiar un proyecto de investigacién en el que se explorara de manera
sistermndtica el papel que pueden jugar estas herramientas didécticas en las concepciones
de los profesores, en particular en su consciencia de la complejidad del contenido mate-
matico a ensefiar, de su aprendizaje y de su ensefanza.

Reunimos a un grupo de 30 profesores de mateméticas de secundaria de colegios ofi-
ciales del Distrito. Algunos de estos profesores habfan ya participado en uno o0 méds de
nuestros programas de formacion permanente de profesores. Otros habfan participado en
otros programas de formacién permanente ofrecidos por “una empresa docente” con es-
quemas diferentes de los mencionados arriba y otros trabajaban con nosotros por primera
vez. Organizamos los 30 profesores en grupos de por lo menos dos y maximo seis profe-
sores y desarrollamos un esquema de interaccién estructurado en tres médulos: andlisis
de contenido, anlisis de instrucci6n y andtisis cognitivo, Cada médulo, que dur6 un mes,
estaba compuesto de un seminario inicial, una interaccion intermedia y un seminario fi-
nal. En el seminario inicial nosotros presentdbamos las ideas bésicas del propésito del mo-
dulo y las tareas que esperdbamos que ellos realizaran durante el mismo. En la segunda
mitad de ese seminario los grupos de profesores realizaban un primer borrador de esa ta-
rea. Dos semanas mis tarde, cada uno de los grupos nos visitaba en nuestras oficinas y rea-
lizébamos una entrevista individual por grupo en la que el grupo nos presentaba el avance
de su trabajo y nosotros reacciondbamos al mismo. Dos semanas mis tarde nos reunfarnos
en el seminario final en el que cada grupo presentaba el resultado finat de su trabajo a los
compafieros. De esta forma, recogimos, para cada grupo tres producciones (seminario ini-
cial, entrevista, seminario final) por médulo. En total, nueve producciones.

Estas producciones tuvieron a la funcién cuadrdtica como tema matematico. Las tareas
de los profesores consistieron en producir el andlisis de contenido (la descripcion de la
funcién cuadrética como contenido matemdtico a ensefiar), el an4lisis de instruccion (la
manera como este tema se ha ensefiado) y el andlisis cognitivo (la descripcién de 1a mane-
ra como este tema se aprende). Estas descripciones debfan hacerse utilizando una herra-
mienta de anilisis y organizacién, por un lado, y una herramienta de representacién por
el otro. La herramienta de andlisis y organizacién eran los sistemas de representacién: los
grupos de profesores debjan hacer sus descripciones teniendo a los sistemas de represen-
tacién como elemento organizador. La herramienta de representacion eran los mapas con-
ceptuales: los grupos de profesores debfan hacer sus descripciones utilizando mapas
conceptuales. Los grupos de profesores podfan ademds presentar ensayos que profundi-
zaran en las ideas que proponfan en sus mapas conceptuales y nosotros registramos lain-
formacién que surgié de la interaccién que tuvo lugar en las entrevistas y en los
seminarios. Nuestra principal fuente de informacion fueron, en todo caso, los nueve ma-
pas conceptuales (tres por cada médulo) que presentaron cada uno de los cinco grupos.

Inicialmente nosotros pensamos analizar cada uno de estos mapas conceptuales con
base en un mapa de referencia producido por nosotros en el que esperdbamos tener regis-
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trada toda aquella informacién que pudiera surgir en cualquiera de los mapas producidos
por los profesores. Sin embargo, cuando comenzamos a revisar las producciones de Jos
profesores, nos dimos cuenta que era importante analizar los mapas de tal forma que pu-
diéramos identificar sus principales caracteristicas. Era importante tener en cuenta su for-
ma y estructura, Pero también nos dimos cuenta de que era importante tener en cuenta el
contenido matemdtico y la manera como se trataba ese contenido matemdtico. Por esa ra-
z6n, aplazamos el andlisis con base en los mapas de referencia y nos centramos en analizar
cada uno de los mapas a partir de un proceso que pasé por varias etapas. En la primera,
produjimos, para cada grupo, una tabla en la que en las columnas ubicamos cada uno de
los nueve mapas y en las filas identificamos cuatro categorias: estructura, sistemas de re-
presentacién, operacional-estructural y conexiones. Para cada una de estas categorias
identificamos unos “eventos” que caracterizaban el mapa en cuestién o su evolucién con
respecto al mapa anterior. Registramos los eventos en las casillas correspondientes de la
tabla. Cuando terminamos de codificar la informaci6n en estas tablas, nos dimos cuenta
de que en ellas no era posible registrar varios aspectos de la complejidad de los mapas. En
particular, no era posible codificar algunos aspectos del manejo de los sistemas de repre-
sentacidn y de las conexiones.

Decidimos entonces hacer un nuevo andlisis y codificacion de los mapas cos base en el
namero de cajas de cada mapa pertenecientes a cada uno de los sistemas de representa-
cién y en el namero de conexiones que aparecian en cada mapa. Este proceso de andlisis
y codificacién produjo dos tablas para cada grupo en el que es posible apreciax estos nd-
meros y sus correspondientes porcentajes. Al hacer las grficas de estas tablas apreciamos
con mayor claridad la manera como cada grupo utiliz6 los sistemas de representacién
para hacer sus descripciones y la manera como estas descripciones evolucionaron en el
tiempo. De allf comenzaron a surgir algunas conjeturas acerca de “tipos” de mapas con-
ceptuales que parecian ser mds repetitivos que otros a lo largo de los cinco grupos. Cuan-
do regresamos a las tablas originales, nos dimos cuenta que esta manera de ¢codificar la
informacién requeria de demasiada interpretacién y no permitfa necesariamerite identifi-
car estos “tipos” de mapas que nosotros percibfamos intuitivamente. Decidimos entonces
producir un nuevo esquema de codificacién.

Este nuevo esquema de codificacion era, de nuevo, una tabla en la que en las columnas
ubicamos Jos nueve mapas conceptuales de un grupo dado y en las filas ubicamos una se-
rie de categorfas, con sus correspondientes indicadores. En Ia primera version de esta nue-
va tabla identificamos trece categorfas, relacionadas con los sistemas de representacién,
con el crecimiento y reestructuracién del mapa, con la aproximacién operacional-estruc-
tural y con el tipo de conexiones. No obstante, una vez codificamos y analizamos de nuevo
los mapas de los cinco grupoes, observamos que algunas de las categorias escogidas y el
tipo de indicadores utilizados no permitfan una codificacién adecuada: se requeria atin
algo de interpretacién y se perdfa informacién importante, mientras que se recogfa infor-
macion que no parecia relevante.

Cuando revisamos esta nueva codificacién observamos que debfamos hacer una re-
flexién mds profunda sobre la caracterizacién general de los mapas conceptuales cuando
representan temas matemticos y sobre las caracteristicas particulares de estos mapas, te-
niendo en cuenta el contenido matemdtico en cuestién (la funcién cuadrdtica). Ademds,
buscamos que fuera posible justificar a priori la seleccién de las categorfas con las que se
harfa la codificacion.

Encontramos entonces que debfamos tomar los sistemas de representacién como eje
inicial de andlisis. Desde esta perspectiva, las producciones de los profesores podfan o no
estar organizadas con base en esta herramienta y, cuando, lo estan, es posible analizar la
estructura interna de los mapas dentro de cada sistema de representacién. Esta estructura
interna puede ser muy simple (sin cajas o una sola caja), medianamente compleja (algunas
cajas, pero poca estructura) o estructurada (la descripcién incluye estructuras con tres o
mds niveles).
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Fl segundo atributo que consideramos fueron las conexiones. Clasificamos las conexio-
nes en bisicas (aquellas que definen la estructura interna basica de un sub-mapa que des-
cribe un aspecto particular), internas (cuando son conexiones entre cajas pertenecientes a
un mismo sistema de representacién), implicitas y explicitas (dependiendo de que la co-
nexién se haga con una flecha o con una descripcion dentro de la caja correspondiente), y
externas (cuando representan conexiones entre dos o m4s sisternas de representaci6n). Re-
saltamos en este atributo aquellas conexiones que involucran sistemas de reprejentacién
diferentes del simbélico o el grafico.

El tercer atributo tiene que ver con caracterfsticas propias del tema matemdtico en
cuestién. En este caso observamos el niimero de formas simbélicas tratadas y la existencia
de conexiones entre estas formas simbélicas. Por otra parte, codificamos también aquetlos
casos en los que el mapa se construfa a partir de la ecuacién cuadrdtica, y aquellos casos
en los que los procedimientos de manipulacién simbélica (e.g., completacién de cuadra-
dos, factorizacién, etcétera) se trataban ya sea como objetos o como relaciones entre cajas.

Esta tltima organizacién con base en los atributos estructurales nos permitié realizar
una codificacién final. Sin embargo, es evidente que el niimero de atributos y €l nmero
de valores de los atributos implica una gran cantidad de posibles combinaciones y, por
consiguiente, de posibles mapas. No obstante, el anélisis de las caracterfsticas de los atri-
butos y del esquema de interaccién que se realizé con los profesares, nos permitié identi-
ficar un numero reducido de mapas posibles con una estructura de evolucion que es
coherente a priori con las caracterfsticas del tema matemético tratado.

La aplicaci6n del instrumento de codificacién que se acaba de describir nos permitié
finalmente producir una clasificacién de los mapas conceptuales producidos por los pro-
fesores. El andlisis de esta clasificacién nos permite proponer algunas conclusiones. En
primera instancia, resulta evidente que hay diferencias en las producciones de los grupos.
Hay grupos que comienzan con producciones relativamente avanzadas y otros que co-
mienzan en el primer nivel de la estructura. Es muy posible que estas diferencias sean pro-
ducto de la capacitacién previa que hayan recibido estos profesores antes de comenzar a
trabajar en este proyecto. En segundo lugar, es evidente que en todos los grupos hubo evo-
lucién y, por lo tanto, se corrobora la hipétesis inicial del estudio, en el sentido que el tipo
de interaccion realizada con los profesores puede generar una mayor consciencia sobre la
complejidad del contenido matemdtico a ensefiar. Esta evolucién también se puede justi-
ficar a partir del conocimiento que cada grupo tuvo de las producciones de los otros gru-
pos, pero este efecto no fue uniforme. Tercero, en algunos grupos se evidencia que hay
“concepciones arraigadas” que no cambiaron fdcilmente en el tiempo, aun cuando reci-
bfan informacién adicional que les sugeria posibles caminos de accién. Cuarto, se obser-
van diferencias en la estabilidad de las estructuras. Mientras que algunos grupos
mantienen su aproximacion mds ¢ menos constante y su trabajo se centra en la mejora de
las producciones anteriores, hay otros grupos en los que se observan re-organizaciones es-
tructurales en sus produccién (como el caso de los grupos 2, 3y 4). Quinto, el esquemade
codificacién resultado de este estudio parece ser una caracterizacién apropiada (al menos
para el caso de las produccién considerada$) de las concepciones de los profesores sobre
la funcién cuadritica. Esto se evidencia en el hecho de que de la gran cantidad de mapas
posibles, las producciones de los profesores se restringen a unas pocas. La evolucién de
estas producciones parecen seguir el camino sugerido por la estructura de atributos pro-
puesta anteriormente, Esta evolucién se puede caracterizar por unos caminos de evolu-
ci6n representativos con respecto al manejo de los sistemas de representacién, al manejo
de la dualidad operacional-estructural y al manejo de las conexjones entre sistemas de re-
presentacion.

Este documento se inicia con algunas reflexiones sobre el tema de las concepciones de
los profesores. Aunque pensamos que este estudio tiene que ver con las concepciones de
los profesores sobre la funcién cuadratica, preferimos presentarlo como un andlisis de las
producciones de los profesores como respuesta a un estfmulo particular, dentro de un es-
quema de interaccion. Por esa razén, nuesira aproximacién a la cuestion de las concepcio-
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‘nes es primordialmente operacional y se encuentra firmemente ligada a su relacién con los

mapas conceptuales y los sistemas de representacién. En el siguiente apartado, se presen-
tan algunas ideas sobre el tema de los sistemas de representacién como elemento organi-
zador de las producciones y de los mapas conceptuales como herramienta de
representacion, para llegar a hacer una propuesta de caracterizacién de los mapas concep-
tuales de los profesores sobre Ja funcién cuadrética. En seguida, se presenta una descrip-
cién de la funcién cuadridtica, como objeto matemético propésito de este estudio. Una vez
presentados estos temas, re~definimos el problema de investigacién que introducimos al
comienzo de este apartado. Después describimos la poblacidn de profesores con Jos que
trabajamos y el tipo de trabajo que hicimos con ellos. En el apartado siguiente, presenta-
mos la historia de los diversos instrumentos de codificacién que desarrollamos a lo largo
del proyecto, sin incluir el Gltimo. Este iltimo instrumento, llamado de “atributos estruc-
turales” se presenta en el siguiente apartado. Con base en este instrumento se présentan
en seguida una propuesta de caracterizacién de las producciones de los profesores y, a
partir de esta caracterizacién, se presentan después de los resultados del estudio. Estos re-
sultados se describen en dos partes. Primero, desde la perspectiva de un andlisis inter—
grupal basado exclusivamente en el instrumento de atributos estructurales. Y segundo,
desde fa perspectiva de un analisis intra-grupal en el que, para cada grupo de profesores,
triangulamos los resultados del instrumento de atributos estructurales con los otros ins-
trumentos de codificacién desarrollados y con el anélisis de los textos producidos por los
profesores y los registros de nuestras interacciones con ellos. Finalmente, hacemos algu-
nas reflexiones finales y sugerimos algunas inquietudes.
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Concepciones de los profesores

La nocién general de concepcion tiene diversos significados en educacién matemdtica. Sin
embargo, es posible afirmar que, en general, busca referirse a los conocimientos y visio-
nes de un sujeto sobre uno o mds objetos. Existen diferentes tipologfas para las concep-|
ciones de un sujeto sobre un objeto (espontdneas, inducidas, accidentales, estables,
etcétera) y también existen aspectos parciales de las concepciones, cuando algunos auto-
res proponen términos como “imagen concepto”, por ejemplo (Vinner, 1983).

El problema metodolégico de trabajar con las concepciones se centra entonces en iden-
tificar las caracteristicas de las actuaciones de los sujetos que nos permitan referirnos a
esas concepciones. Para eslos efectos, podemos seguir por ejemplo, la propuesta de Ruiz
{1993, pp. 73-74) quien considera que la concepcién del sujeto se puede caracterizar por:

 los invariantes que el sujeto reconoce como notas esenciales que determinan
¢l objeto;

* el conjunto de [sistemas de] representaciones [...] que le asocia y utiliza para
resolver las situaciones y problemas ligados al concepto; y

+ el conjunto de situaciones, problemas, etc. que el sujeto asocia al objeto, es
decir para las cuales encuentra apropiado su uso como herramienta.

Esta aproximaci6n operacional a la nocién de concepcion no estd alejada de la aproxima-
cién de Balacheff (1996) que caracteriza la concepcién por una cuddrupla (problemas, ope-
radores, sistemas de representacién y estructura de control) que representa un estado
cogritivo. Este estado cognitivo se identifica por un conjunto de problemas especificos, un
sistema de representaciones asociadas al concepto y a las propiedades y situaciones a fas
que se refiere, un conjunto de reglas de accién y una estructura de control que asegura la
ausencia de contradiccién.

De la misma forma que el tema de las concepciones de los estudiantes, el campo de las
concepciones de los profesores es amplio y compiejo. Se trata de discutir sobre las estruc-
turas cognitivas de unos sujetos sobre un tema particular, Come no es posible observar di-
rectamente estas estructuras cognitivas, se busca establecer estimulos (tareac) que
permitan analizar las actuaciones de estos sujetos. Para propésitos metodolégicos, estas
tareas deben ser tales que sea posible codificar y analizar la informacién recogida de
acuerdo con intereses particulares. Por ejemplo, la tarea puede ser una serie de problemas
de materndticas y el andlisis produce una clasificacién del tipo de respuestas y soluciones
que producen los profesores. La interpretacién de los resultados permite hacer afirmacio-
nes sobre el conocimiento matemitico de los sujetos. En otros casos, por ejemplo, la tarea
consiste en la produccién de un disefio curricular para un tema particular y el andlisis de
estas producciones y la interpretacién de fos resultados permite hacer afirmaciones sobre
la visién que los profesores tienen sobre la manera como se aprende y se debe ensefiar el
terma en cuestion.

El campo de las concepciones de los profesores es complejo porque tiene que ver con
las estructuras cognitivas de unos sujetos. Pero también es complejo porque, a diferencia
de lo que sucede con los estudiantes, nos interesa conocer y comprender diversos aspectos
de esas estructuras cognitivas. No s cuestién Gnicamente de sacar conclusiones sobre el
conocimiento y la comprensién de los profesores sobre un concepto matemdtico. También
es interesante comprender la visién que los profesores tienen de ese tema, el papel que
pueden jugar dertos elementos en esa visién, o la visién que esos sujetos tienen sobre la
forma como se aprende o se debe ensefiar el tema.
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En €l caso de este estudio, nos interesa explorar las visiones de un grupo de profesores
sobre un tema particular (la funcién cuadrdtica), desde la perspectiva de la utilizacion de
los sistemas de representacion como eje organizador de sus producciones y con base en la
utilizacién de una herramienta particular de representacién (los mapas conceptuales).

Con base en las aproximaciones operacionales presentadas arriba, podemos afirmar
que, para este estudio, cuando exploramos las concepciones de un profesor sobre un ob-
jeto, debemos identificar, con base en sus actuaciones, aquello que ¢l profesor reconoce
como esencial del objeto, el tipo de representaciones que utiliza para aproximarse al objeto
y el conjunto de situaciones, problemas, etc. que el sujeto asocia al objeto, es decir para las
cuales encuentra apropiado su uso como herramienta. En el caso de este estudio, los pro-
fesores abordan el objeto (funcién cuadrética) a través de resolver una tarea particular:
describir, con base en los sistemas de representacion y los mapas conceptuales, la funicién
cuadrdtica,

Creemos que la utilizacién de los sistemas de representacién como eje organizador de
las producciones de los profesores y los mapas conceptuales como herramienta de repre-
sentacién de estas producciones nos pueden permitir aproximarnos (al menos desde una
perspectiva particular) a las concepciones de los profesores sobre fa funcién cuadrdtica.
Esta infuici6n se encuentra sustentada por diversos argumentos. En primera instancia, la
aproximacion cognitiva a la cuestion de las concepciones que las describe como una red
de representaciones internas conectadas entre sf en una estructura con diversos niveles de
complejidad (Hiebert y Carpenter, 1992), invita naturalmente a mirar las concepciones con
base en los sistemas de representacién externos comrio medio para aproximarse a las repre-
sentaciones internas y en fos mapas conceptuales como medio para representar grifica-
mente y de manera no lineal la complejidad de esas estructuras cognitivas. En segundo
lugar, los estudios que han utilizado a los mapas conceptuales como herramienta e in-
vestigacién para explorar las concepciones (e.g., Williams, 1998; McGowen, 1998) mues-
tran que esta es una herramienta eficiente para este tipe de exploracién.

A continuacién presentamos el tema de los mapas conceptuales como herramierta de
representacién y describimos nuestras aproximacion a los sistemas de representacién.
Con base en estas dos herramientas hacemos una descripcién de la funcién cuadritica,
tema matemdtico objeto de este estudio.
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Mapas conceptuales

INTRODUCCION

Los mapas conceptuales son una técnica para representar visuaimente la estructura de la
informaci6n. Es decir, los mapas conceptuales son un sistema de representacién cuyas
normas son relativamente sencillas (Lanzing, 1998): “los conceptos se representan por
nodos a los que se les da una etiqueta por medio de una palabra o una frase corta que
indica el concepto. Las refaciones se representan por lineas (enlaces) que conectan los
nodos” (p. 2).

Aunque esta técnica de representacion ha sido utilizada desde ia Edad Media, se con-
sidera que Joseph D. Novak de la Universidad de Comell fue el pionero en la utilizacién
de los mapas conceptuales en la educacién. El desarroll6 esta técnica para determinar
como ocurren fos cambios en la comprension conceptual de los estudiantes (Novak, 1990,
p.937, citado en McGowen, 1998, p. 38).

Los mapas conceptuales se han utilizado de manera sistemndtica en la educacion, par-
ticularmente como herramienta para describir el curriculo y como herramienta de la ins-
truccion.

Existe una técnica, relacionada a los mapas conceptuales, Hlamada “mapas mentales”.
Esta técnica registrada por Buzan, requiere que ios mapas conceptuales tengan una jerar-
qufa: “un mapa mental consiste en una palabra o concepto central, alrededor del cual se
dibujan de 5 a 10 ideas principales que se relacionan con esa palabra. Este proceso se pue-
de después repetir para cada una de las palabras hijas, tantas veces como se quiera” (Bu-
zan, 1995, citado por Lanzing, p. 4). Williams (1998) llama a estos mapas los “mapas
araha”.

Como sistema de representacion, los mapas conceptuales tienen dos ventajas impor-
tantes:

¢ Permite descripciones no lineales de} objeto.
o Al tener un cardcter grafico, permite observar la estructura de la descripcidn.

Estas dos cualidades son muy importantes para la descripcion de objetos matemiticos y
su correspondiente discurso matemdtico. La estructura matemética no ¢s lineal. Un rnis-
mo concepto (u objeto) est4 relacionado con muchos otres conceptos (u objetos). Y hay ob-
viamente una nocion de estructura que describe la manera como los conceptos se conectan
unos con otros. Aunque estas son caracteristicas bien conocidas de los objetos matemdti-
cos y su correspondiente discurso, este Gtimo se hace, en general, dentro de un texto. Esto
implica, por un lado, que fa descripcion tiene que ser fineal, y, por el otro, que no es posible
ver “gréficamente” la estructura del discurso. Hay que deducirla de Ia lectura del texto.
En consecuencia, en contraposicién con la descripcion textual, los mapas conceptuales re-
sultan muy potentes para la descripcion del discurso matemético y, como veremos mas
adelante, cuando se conjugan con la nocién de sistema de representacion, esta potencia se
multiplica.

MAPAS CONCEPTUALES COMO HERRAMIENTA DE INVESTIGACION
En este estudio nos interesan los mapas conceptuales como herramienta de investigacion.
Esta no es una utilizacién innovadora de esta herramienta. De hecho los mapas concep-

tuales se han utilizado frecuentemente de esta manera como medio para representar
externamente las estructuras cognitivas de los individuos. Los reportes de McGowen
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(1998} y Williams (1998) enumeran una gran cantidad de estudios en matemdticas en los
que se ha utilizado esta herramienta. Ademds, estas dos investigadoras arguyen, con
base en los resultados de estos estudios, que ésta es una herramienta eficiente para estos

propdsitos.

Se pueden construir diversos argumentos conceptuales para soportar esta posicion 50-
bre los mapas conceptuales como herramienta de investigacién de Jas concepciones delos
sujetos. En particular, Ia visién de Hiebert y Carpenter (1992) sobre la comprensién se basa
en una visién de las estructuras cognitivas como una red de representaciones internas in-
terconectadas. Esta aproximacion abre naturalmente el espacio para la exploracién de esas
estructuras cognitivas por medio de mapas conceptuales y resalta la importancia de esta
herramienta como consecuencia de su cardcter grafico, no-lineal,

Una vez que los sujetos han producide uno o mds mapas conceptuales, el investigador
se enfrenta al problema de analizar esta informacién para llegar a conclusiones. Se han uti-
lizado diversos esquemas de andlisis. Uno de los esquemas de codificacién y andlisis mds
comunes es el andlisis cuantitativo. En este caso, el investigador define una manera de
contar elementos o caracterfsticas del mapa conceptual y produce uno o més valores que
lo caracterizan. Por ejemplo, Laturno (1994, citado en McGowen, 1998, p. 88) asigna los si-
guientes valores para diversos elementos de un mapa: nidmero de conceptos (1 cada unc);
niveles (mdximo 4, 5 puntos cada uno); relaciones (1 cada uno);y enlaces cruzados (5 cada
uno).

No obstante, el andlisis cuantitativo de los mapas conceptuales, aunque proporciona
una manera sistematica de analizarlos y ofrece una cierta caracterizacién de los mismos,
adolece de varios defectos. En primera instancia, no es posible hacer una conexién entre
los valores asignados y las caracteristicas de la estructura de los mapas, Por el otro lado,
este tipo de andlisis no tiene en cuenta el contenido presentado en el mapa y, por consi-
guiente, la manera como ese contenido estd stendo descrito.

McGowen (1998) utiliza una aproximacién que enfatiza las caracteristicas estructura-
les, Con el propésito de explorar la complejidad en la comprensién de los estudiantes es-
tudiados, ella analiza la complejidad de las estructuras de Jos mapas conceptuales

ucidos por estos estudiantes. Este es un andlisis de la “forma” de los mapas y el and-
lisis del contenido mismo se hace por fuera del instrumento de codificacién.

Nosotros consideramos que serfa 1til tener un instrumento de codificacion y andlisis
que tuviera en cuenta Jas caracterfsticas del contenido matemadtico que se estd describien-
do. Por esas razones, y teniendo en cuenta el contenido particular (funcién cuadrética), he-
mos identificado algunas caracteristicas de los mapas conceptuales que presentamos a
continuacion.

CARACTER{STICAS DE MAPAS CONCEPTUALES QUE DESCRIBEN
CONTENIDO MATEMATICO

Cuando se utilizan para describir contenido matemdtico, los mapas conceptuales pueden
tener unas caracteristicas que dependen, al menos parciaimente, de ese contenido. El
andlisis del contenido de un mapa conceptual permite identificar submapas. Estos son
porciones del mapa global en las que se desarrolla una parcela particular y fécilmente
identificable del contenido en cuestién (por ejemplo, aquella parte del mapa en la que se
describe una de las formas simbélicas de la funcién cuadratica). Estos submapas pueden
tener una estructura interna lineal o no lineal (esta caracterizacién de linearidad también
se puede aplicar al mapa global, especialmente cuando éste es pequeiio). Decimos que la
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estructura de un mapa o sub~-mapa es lineal cuando ésta tiene méximo dos niveles (hay
nietos, pero no bisnietos. Ver figura 1).

Padre
1
[ ]
Padre Hijo 1 Hijo 2
I | [ 1 I L
{ Hijo 1]{ Hijo 2} Hijo 3} Hijo 4] Nieto1 | | Nieto2 | | Nieta3 || Nietoa

I_L’_|

Bisnieto 1| {Bisnieto 2

Estructura lineal Estructura no lineal
Figura N° 1. Estructuras de sub—mapas

Por otro lado, los mapas conceptuales también se pueden caracterizar de acuerdo al tipo
de conexiones que presentan.

Las conexiones bdsicas son aquellas que definen las ramas de un mapa conceptual den-
tro de un sistema de representacién. Estas conexiones bdsicas caracterizan la estructura li-
neal de las ramas.

Las conexiones internas son aquellas que establecen relaciones entre dos elementos di-
ferentes pertenecientes a un mismo sub-mapa. Las externas son aquellas que establecen re-
laciones entre representaciones de un mismo elemento en diferentes sub—mapasl.

Las conexiones (tanto internas, como externas) pueden ser implicitas o explicitas. Las co-
nexiones explicitas se expresan en flechas que explicitamente establecen la conexién entre
dos elementos. Las conexiones implfcitas se expresan dentro de la caja de un mismo ele-
mento al referirse a otro elemento (este el caso, por ejemplo, en el que se menciona el tér-
mino vértice en la caja correspondiente a (h,k) en la forma candnica de la representacion
simbdlica, o en el que se expresa un pardmetro de un forma en funcién de pardmetros de
otra forma simbélica, dentro de la caja correspondiente al pardmetro original).

Las conexiones pueden ser puntuales o generales, Las conexiones generales van de un
elemento o grupo a otro grupo de elementos. Las conexiones puntuales van de un elemen-
to a otro elemento.

Esta descripcion del tipo de conexiones que pueden darse dentro de un mapa concep-
tual permite construir instramentos de codificacién y andlisis detallados desde esta pers-
pectiva.

L Bn nuestro caso, y como se verd mas adelante, nos interesa considerar los sistemas de representacidn como
sub-mapas. La diferendacién entre conexiones internas y externas hard referencia especificamente a esta clasifi-
cacidn de sub—mapas.
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Sistemas de representacién

INTRODUCCION

En este apartado presentamos algunas reflexiones sobre la nocién de sistema de repre-
sentacién. Consideramos, en primera instancia, las diversas definiciones que existen
sobre ella y asumimos nuestra posicién para efectos de concretar el significado que le
damos al término dentro del estudio. En seguida, analizamos la manera como pueden
interactuar los sistemas de representacién y los mapas conceptuales en la presentacion
del discurso matemdtico y de las actividades de las matemdticas escolares cuando se uti-
lizan para describir un objeto matemdtico particular. Finalmente, hacemos una reflexién
sobre Ia representacion de la dualidad operacional-estructural en un mapa conceptual y
sobre el papel que los sistemas de representacién pueden jugar en esa descripcion.

SIGNIFICADOS DE *‘SISTEMA DE REPRESENTACION”

El término “sisiema de representacién” tiene diferentes significados en la educacién
matemdtica. El grupo de trabajo sobre este tema en el PME ha producido cuatro posibles
definiciones del término (Goldin y Janvier, 1998, pp. 1-2):

* una situacion fisica externa estructurada, o un conjuntoe de situaciones estruc-
turadas en un ambiente ffsico que pueden ser descritas matemiticamente o
pueden interpretarse en el sentido de involucrar ideas matemdticas;

* un entorno lingiifstico o un sistema de lenguaje, donde se formula un pro-
blema o se discute matemadticas, enfatizando las caracteristicas sintdcticas o
semdnticas;

* un constructo matematico formal, o un sistema de constructos, que pueden
representar situaciones a través de simbolos o sistemas de simbolos y que
generalmente satisfacen ciertos axiomas o se adaptan a definiciones precisas,
incluyendo constructos matemdticos que pueden representar aspectos de
otros constructes matemdticos;

+ una configuracién cognitiva interna individual, o un sistema de tales configu-
raciones, que se deduce a partir de actuaciones o introspeccién, y que descri-
ben aspectos de los procesos de pensamiento matemético y de resolucién de
problemas.

La utilizacién que le daremos al término “sistema de representacién” se acerca a las pri-
meras tres definiciones?. Buscamos utilizar los sistemas de representacion para representar
diferentes facetas de un objeto matemdtico y trabajamos con los sistemas de representa-
<i6n bajo el supuesto de que se cifien a un conjunto de reglas que se encuentran condicio-
nadas por las matemdticas en general y por el objeto matemadtico especifico, en particular.
Por estas razones, consideramos que la definicién de Kaput (1992) sobre sistema de nota-

2 Bs evidente que estas tres primeras definiciones no son necesartamente coherentes entre si. Es por esta razén
que utilizamos, como cje central, la definicién de Kaput (1992). No obstante, estas tres definiciones complemen-
tan la propuesta de Kaput. En particular, la ptimera definicién permite introducir coma sistema de representa-
citn al conjunto de fenémenos reales cuyo anslisis puede requerir de un objeto matemdtico particular, Este no
seria, en el sentido dc Kaput, un sistema de representacién, pero se acoge a la primera definicién. Se podria Ha-
mar el sistema de representacion de las aplicaciones. Nosotros lo hemos llamado (tal vez errébneamente) sistema
de representacién verbal. No nos referimos a la descripcién verbal det objeto matemiético, sino a la descripcitn
de los fendmenos que involucran al objeto matemdtico en cuestion.
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cién se adapta a nuestras necesidades. De acuerdo a esta definicién, “un sistema de nota-
cién es un sistema de reglas para (i) identificar o crear caracteres, (ii) operar en ellos y (iii)
determinar relaciones entre ellos (especialmente relaciones de equivalencia)” (p. 523). Esta
definicion, que se acerca al segundo significado de Goldin y Janvier, le permite a Kaput
describir las actividades matemadticas que tienen lugar en las matemdticas escolares, con
base en la nocién de sistemas de representacién:

« transformaciones sintdcticamente restringidas dentro de un sistema particu-
lar, con o sin referencia a otros significados externos;

» traducciones entre sistemas de notacién, incluyendo la coordinacién de accio-
nes a través de sistemas de notacién;

¢ construccién y verificacién de modelos matematicos, lo que es equivalente a
la traduccion entre aspectos de una situacién y conjuntos de notaciones; y

* la consolidacién o cristalizacién de relaciones y procesos en objetos concep-
tuales o “entidades cognitivas” que pueden ser usadas en relaciones y proce-
sos de un orden més alto de organizacién.

DISCURSO MATEMATICO, MAPAS CONCEPTUALES Y SISTEMAS DE
REPRESENTACION

Las matemaéticas son un discurso acerca de las caracteristicas de los objetos matemaéticos
y de sus relaciones. Este discurso se debe expresar en un lenguaje. Este lenguaje se basa
en general en uno o m4s sistemas de representacién. Esta es la razén por la cual la nocién
de sistema de representacion es trascendental en la descripcién de los objetos matemati-
cos y sus relaciones y por la cual esta nocién puede constituirse en el eje organizador de
los esfuerzos de descripcién de estos objetos. El hecho de que la mayorfa de las activida-
des matematicas de la escuela pueda ser descrita en términos de sistemas de representa-
cién corrobora la potencia de esta nocién.

En general, no es posible representar toda la complejidad de un objeto matemdtico en
un tnico sistema de representacion. La utilizacién de una variedad de sistemas de repre-
sentacién simultdneamente permite apreciar esta complejidad.

Introducimos entonces la nocion de elemento dentro de un sistema de representacién
cuando se estd describiendo un objeto matemdtico. Un elemento es

* una forma de representar un objeto matematico (e.g., una forma simbélica de
la funcién cuadridtica, un representante gréfico de la pardbola, una descrip-
cién de una forma de construir geométricamente la pardbola, una categoria
de fenémenos que involucran la cuestién cuadrética) o

« una parte de esa forma de representar al objeto (el pardmetro h en la forma
canénica, el vértice en la representacién gréfica).

Cuando el objeto matemdtico se representa en un mapa conceptual, un elemento puede
estar identificado por una caja 0 un conjunto de cajas. En otras palabras, un elemento es
un submapa que tiene significado matemdtico propio: En ese tipo de representacién, los
elementos estdn relacionados:

* con otros elementos dentro de la forma particular o dentro del sistema de
representacién en el que se encuentran;

s con otra representacién de ese mismo elemento en otro sistema de representa-
cién;

* con un fenémeno que lo involucra; o
* tienen papés e hijos dentro de la estructura de relaciones.
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La relacién o conexion de elementos dentro de un mismo sistema de representacién repre-
senta la transformacion sintdctica de la primera actividad de Kaput. Estas transformacio-
nes sinticticas permiten hacer la conexién entre dos o mds clementos pertenecientes a un
mismo sistema de representacién. La relacion entre un mismo elemento en dos sistemas
de representacion se refiere a las traducciones entre sistemas de representacion a las que
se refiere Kaput en su segunda actividad matemdtica. La relacién de un elemento con un
fenémeno tiene que ver con la tercera actividad matemdtica propuesta por Kaput. Final-
mente, las actividades matemdticas a las que se refiere Kaput tienen que ver con estas re-
Jaciones o conexiones entre elementos. La relacién de familia, jnsinta la materializacién
que 6t menciona en su tltima actividad. Es 1a estructura 1a que muestra cémo un procedi-
miento (que transforma elementos) hace parte de una estructura més compleja. Desde la
perspectiva de esta estructura mds amplia, ese procedimiento se puede mirar como perte-
neciente a un concepto y ese concepto puede ser el objeto de otro procedimiento. En otras
palabras, es posible considerar la problemdtica de la dualidad entre conceptos y procedi-
mientos con base en los sistemas de representacién y los mapas conceptuales. Considera-
mos esta cuestién a continuacion.

MAPAS CONCEPTUALES, SISTEMAS DE REPRESENTACION Y DUALIDAD
OPERACIONAL-ESTRUCTURAL

La nocién de elemento y de relaciones entre elementos resulta importante cuando, con
base en los sistemas de representacion, se busca representar un objeto matemdtico utili-
zando Ja herramienta de los mapas conceptuales. El parrafo anterior muestra que las acti-
vidades matemdticas de las matemdticas escolares se pueden identificar con base en estas
nociones. Adicionalmente, las nociones de elemento y relacion entre ellos se adaptan
ideaimente al esquema de fos mapas conceptuales. Un elemento es una caja © un con-
junto de cajas conectadas dentro de un mapa conceptual y una relacién es una conexién
entre cajas. Esto nos permite asegurarnos de que los mapas conceptu ales son eficaces en
representar los objetos matematicos y que podemos identificar Tas actividades matemati-
cas cuando representamos los objetos matemdticos por medio de mapas conceptuales.
Pero los objetos matemdticos pueden estar representados en forma de conceptos o de
procedimientos. Resulta vdlido preguntarse en qué “forma” se pueden representar con-
ceptos v procedimientos dentro de un mapa y c6mo un mapa puede representar una
visién procedimental o conceptual del objeto por parte de quien produce el mapa.

;Cudl es la refacibn entre los sistemas de representacion, fa dualidad operacional-es-
tructural y las transformaciones sintdcticas dentro de un sistema de representacién? El
problema no es que no sepamos cudl es la relacion, sino que no tenemos un significado
claro para cada uno de esos términos.

La nocién de dualidad operacional-estructural (Sfard, 1991) es una nocién que se apli-
ca a un concepto (por ejemplo, el de funcién). Pero vimos en un apartado anterior que la
mayorfa de los conceptos matemdticos son muy complejos y que su descripcién depende
de la manera como utilicemos los sistemas de representacién. Adicionalmente, la dua 8
idad operacional-estructural depende de las nociones de procedimiento y concepto. No
es facil relacionarlos. La dualidad operacional-estnuctural es una nocién cognitiva y no
podemos observarla directamente. S6lo la podemos observar a través de las actuaciones
de los sujetos. Si suponemos que la tarea que genera estas actuaciones es la descripcién de
un objeto matematico, ;c6mo podemos observar esta rocion?

Los procedimientos (en el sentido cldsico que se utiliza este término) tienen que ver con
Ia actividad de transformaciones sintdcticas en un sistema de representacién. En el caso de
Ia funcién cuadrética, un ejemplo de procedimiento es la completacién de cuadrados o la
resolucién, con base en la férmula cuadritica, de la ecuacién cuadrédtica, No es comin
(aunque serfa posible) pensar que las actividades de traduccién entre sistemas de repre-
sentacién o de modelaje coritengan procedimientos:’. Por esa razén, una concepcion oper-
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acional tiende a estar agarrada a una vision esencialmente simbélica del objeto, vision ésta
que se encuentra desconectada de otros sistemas de representacién y en la gue los procedi-
wientos son los “objetos” de In descripcion. En un mapa conceptual esta visién se expresa
cuando los procedimientos se encuentran dentro de cajas como elementos de la descrip-
cién. En 1a medida en que la descripcion de un objeto tiende a tener mds en cuenta los
otros sistemas de representacion, en que esta descripcién establece mayor cantidad de co-
nexiones entre fos sistemnas de representacién y en que la estructura de descripcién ubica
los procedimientos como técnicas para la resolucién de situaciones sintdcticas (y, por con-
siguiente como conexiones —implicitas o explicitas— entre elementos), y no como centro
de la descripcion, esta descripcion sugiere una visién mds estructural y menos operacional
del objeto. En este caso, los procedimientos dejan de ser elementos de la descripcidn y se
convierten en relaciones entre elementos (la completacién de cuadrados es una conexién
entre la forma estidndar y la forma candnica, en ¢l caso de la funcién cuadrética). Estamos
insinuando, entonces, que en la medida en que el objeto se describa con un mayer niimero
de sistemas de representacion, en que esta descripcién esté mds conectada y en que os
procedimientos se miren como técnicas internas de conexi6n de elementos dentro de un
sistema de representacion, podemos calificar a la descripci6n como mds estructural.
Podernos entonces afirmar que la materializacién se da cuando:

* se puede mirar el objeto desde diferentes sistemas de representacion;

» se establecen conexiones externas (un mismo elemento en diferentes sistemas
de representacién);

» se establecen las conexiones internas; y

¢ se ubican los procedimientos en su lugar dentro de la estructura como técni-
cas de conexién entre elementos.

3 Aqui estamos hablando desde la perspectiva cognitiva. Para que las actividades de traduccién entre sistemas
de ropresentacion se consideren procedimientos, es necesario que estas operaciones se hayan “operacionali-
zado” desde el punto de vista cognitivo y que quien las ejecute no “sea consciente” de que estd trabajando sobre
un mrismo objeto en diferentes sistemas de representacion. Nuestra propuesta de que los procedirnientos, en ¢ste
sentido, aparecen cas con exclusividad en el sistema de representacitn simbélico es una posicién ideoldgica
que no podemos justificar y que cs producto de nuestra visién de la manera como en general se ensefia y
aprende matematicas (en el sistemha de representacidn simbélico y con base en procedimientos). El contra-ejem-
plo mis claro para esla posicion es el procedimiento de tomar la expresién simbdlica de una funcién, hacer su
tobla de valores para después hacer su grifica.
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Funcidén cuadrdética

JUSTIFICACION

Como se sugirié en un apartado anterior, la exploracién de las concepciones de los profe-
sores requiere trabajar con un objeto matemdtico especifico. Nosotros hemos seleccio-
nado la funcién cuadrdtica como objeto de trabajo. Esta selecci6n tiene diversas
justificaciones que presentamos a continuacién.

En primera instancia, debemos diferenciar el término “funcién cuadratica” del término
“cuestién cuadrdtica”. El primero impone la vision funcional del objeto en cuestién, mien-
tras que el segundo permite ampliar el objeto de estudio a aquello en lo se involucra el pro-
ceso de “elevar al cuadrado”. Desde esta perspectiva, la cuestién cuadrdtica aparece en
multiples ocasiones en Ja ensefianza y el aprendizaje de las matematicas escolares. No obs-
tante, este objeto matematico asume una presencia clara cuando se trata la ecuacion cua-
drética y la problematica de su resolucién. Alli aparece uno de los temas clasicos de las
matemdticas de la secundaria: la f6rmula cuadrética. Otro lugar “cldsico” en el que se trata
Ia cuestion cuadrdtica es el teorema de Pitdgoras, donde se hace necesario elevar al cua-
drado y sacar rafz cuadrada. Hay otros momentos importantes en los que la cuestién cua-
dratica aparece en las matemdticas escolares. Por ejemplo, cuando se consideran las
cénicas y sus gréficas. Finalmente, la funcién cuadrdtica tiene también un lugar prepon-
derante, en segundo lugar tinicamente con respecto a la funcién lineal. En resumen, la
cuestion cuadratica es un tema que permea por una buena parte de las matemadticas de la
educacién media. ;Cémo describir, en términos de Ruiz (1993), las invariantes esenciales
de este objeto matemdtico desde la perspectiva de las matemdticas escolares?

Para describir un objeto matemdtico es necesario asumir una posicién con respectoala
“ventana” que se quiere utilizar para hacerlo. En nuestro caso, hemos escogido dos di-
mensiones que determinan nuestra posicion: los sistemas de representacién y la aproxi-
macion funcional. En un apartado anterior ya justificamos la utilizacién de los sistemas de
representacién como eje organizador de la descripcién de los objetos en Jas matematicas
escolares. Aquf podemos mencionar inicamente que esta dimensién permite introducir
“orden” en la multiplicidad de elementos y relaciones que caracterizan un objeto matema-
tico. Por el otro lado, utilizamos la visién funcional porque se ha reconocido a la nocién de
funcién como eje conductor de las mateméticas del ltimo ciclo de secundaria (Leindhardt
et al., 1990). La aproximacién funcienal no restringe el tipo de presentacién que se puede
hacer del objeto en cuestién. Sencillamente obliga a “ubicar” los elementos en una posi-
cién diferente de Ja que podrian tener si se utilizara otra aproximacién (por ejemplo, las
diversas manipulaciones simbélicas involucradas en la resolucién de la ecuacién cuadra-
tica aparecen en diversos lugares de la descripcion de la cuestion cuadratica, dependiendo
de la visién que se asuma para hacer esta descripcién).

Comenzamos entonces por identificar cinco sistemas de representacién relevanies
para la descripcién de la fundién cuadrética: simbélico, grdfico, geométrico, numérico y
verbal. En el sistema de representaci6én simbélico encontramos cuatro formas simbélicas
(estandar, can6nica, multiplicativa y de foco). Cada una de estas formas involucra una se-
rie de pardmetros que determinan caracteristicas particulares de la funcién. Los pardme-
tros se encuentran relacionados entre sf. La cuestién cuadrdtica, y en particular los
conceptos y procedimientos relacionados con la ecuacién cuadritica, aparecen en una de
las formas simbdélicas. Todas las caracteristicas graficas de la funcién cuadrética encuen-
tran obviamente su expresi6n en el sistema de representacién simbélico.

En el sistema de representacién gréfico se hacen patentes otras caracteristicas de la fun-
cidn cuadrética. Alli aparecen diversos elementos (puntos de corte con los ejes, eje de si-

REPORTE CUADRATICAS AC 14



metrfa, directriz, vértice, crecimiento, concavidad, etcétera) que permiten apreciar el papel
de los pardmetros mencionados en el pdrrafo anterior. Algunos de estos elementos de la
representacién grafica adquieren atn mds significado cuando se considera el sistema de
representacién geomélrico. En este sistema de representacién, es posible apreciar caracte-
risticas de Ja funcién cuadratica desde la perspectiva de la construccién geométrica de la
pardbola. Esta construccién se puede hacer en el plano o en el espacio, siendo ésta dltima
la construccién que da origen a todas las conicas. En este sistema de representacion se
identifican otros elementos que aportan a la descripcién del objeto.

Aunque la representacién numeérica es muy utilizada en las matemdticas escolares, su
cardcter discreto restringe la descripcién de un objeto visto desde la dimension funcional.
En todo caso, en esta representacion es posible apreciar algunas de las caracterfsticas y ele-
mentos identificados en las representaciones simbélicas, gréficas y geométricas. Por el
otro lado, el sistema de mpresentaclén verbal nos permite introducir el andlisis fenomeno-
16gico de la funcién cuadrética®. Esto es, la diversidad de fenémenos en los que este con-
cepto estd involucrado. Alli se encuentran fenémenos propios de la fisica (como la cafda
de cuerpos y la optimizaci6én de dreas), de la ingenieria (como las antenas parabélicas, las
ldmparas y los lentes) y propias de lo numérico.

La descripcion anterior muestra el alto nivel de compiejidad de la funcién cuadrética
como objeto de ensefianza en las matemadticas escolares. Su tratamiento simbélico involu-
cra diversas formas; su tratamiento gréfico es rico en elementos y relaciones; su tratamien-
to geométrico presenta diversas aproximaciones a su construccién; y es un objeto que se
encuentra involucrado en gran nimero de fenémenos de diversos tipos. Toda esta riqueza
se multiplica cuando se tiene en cuenta que cada elemento de un sistema de representa-
cién se encuentra relacionado con otros elementos en otros sistemas de representacién, y
que existen muaitiples conexiones dentro de cada uno de estos sistemas.

MAPA CONCEPTUAL DE LA FUNCION CUADRATICA

En este apartado presentamos el mapa conceptual que nosotros, como investigadores,
realizamos de !a funcién cuadrética. Iniciaremos con la descripcién de la manera como
los sistemas de representacién ayudaron a caracterizar las categorfas organizadoras del
mapa conceptual y terminaremos con la presentacién del mapa.

Sistemas de representacion

Dada la funcién cuadratica tomamos en cuenta para su descripcién aquellos conceptos
que aparecen en el saber escolar colombiano. Por lo tanto, no tuvimos en cuenta concep-
tos como transformaciones geométricas en el plano, ni teoremas y resultados generales
comunes a todas las funciones polinémicas (aunque muchas de las caracteristicas de la
funcién cuadrética estdn ligadas a ellas), ni tuvimos en cuenta el concepto de compara-
cién entre funciones, por considerario de caricter general y no especifice a la funcién
cuadrética. Tampoco incluimos descripciones relacionadas con el cdlculo diferenciat e
integral. Una vez identificados los conceptos que fbamos a tener en cuenta para el mapa,
definimos cinco categorias para su descripcion. Cada categoria posee un lenguaje propio
con una sintaxis propia que provienen de unos campos matemdticos especificos. Estas
categorfas son los sistemas de representacion y cada una de ellas serd un submapa. A
continuacién presentaremos las caracterfsticas principales de la funcién cuadrética y
definiremos cada uno de los cinco sistemas de representacién.

4 En una nota de pic de pigina anterior ya hicimos algunas aclaraciones sobre este sistema de representacion.
Lo presentamos como un sistemna de representacién de cardcter diferente a los demés (dado que no es posible
identificar las normas que lo rigen ¢n el sentido de Kaput (1992)). Por otre lado, el nombre que le hemos dado a
este sistema de representacién es un poco desafortunado. Debimos llamarlo “aplicaciones” o algo similar. No
hemaos cambiado ol nombre porgue &ste fue of que utilizamos en 1a interaction ton los profesores ¥ sus produc-
ciones lo dencminan de esta manera,

REPORTE CUADRATICAS AC 15



Simbdslico ¢S)

El lenguaje utilizado, en este sistema de representacién, es el propio del campo alge-
braico y las reglas que lo sustentan son las de la estructura algebraica de los nimeros rea-
les. Este sistema de representacion se organizé de acuerdo con las 4 formas simbélicas
que representan la funcién cuadrdtica (esténdar, canénica, multiplicativa y foco). Para
cada una de ellas se analiz6 el significado de cada uno de los pardmetros con el fin de
describir las caracterfsticas de la funci6én. Los pardmetros nos permiten describir aspectos
como crecimiento, decrecimiento, concavidad, puntos criticos, mdximos, minimos y rai-
ces, Por otro lado se describi6 Ja relacion de equivalencia entre las diferentes formas sim-
bélicas explicitando los procesos algebraicos (traducciones sintdcticas) que permiten
transformar unas expresiones en otras. Por ejemplo, para pasar de Ia forma estdndar a la
candnica se utiliza la completacién de cuadrados.

Grdfico (GR)

Cuando hablamos del sistema de representacién grafico, hacemos referencia a la repre-
sentacién en el plano cartesiano. Por consiguiente, el lenguaje y las reglas sintdcticas son
las del plano cartesiano. En el mapa se encontraran graficas y frases que hacen referencia
a lo gréfico. Aqui no se incluyen representaciones como la recta numeérica o balanzas o
mufiecos que para otros temas matemdticos pueden jugar un rol importante y habria que
especificarlos. Este sistema cuenta con dos submapas, uno que describe los elementos
graficos de la funcién cuadrdtica y sus caracteristicas como foco, directriz, segmento
focal, pardbola y grdfica. El otro que, a partir de la nocién de familia, describe el rol de los
pardmetros con respecto a la grafica de la funcién en donde se hace una conexién impli-
cita entre los pardmetros de las formas simbélicas y sus efectos en las gréficas.

Geométrico (G)

Ellenguaje que se utiliza en este sistema de representacion es el de la geometrfa. Los con-
ceptos aqui descritos son geométricos. Aunque en este sistema de representacién también
se pueden hacer gréficos, se diferencia con el anterior porque no estamos dotando al
plano del sistema de referencia cartesiano. Como se puede ver en el mapa, tanto en el sis-
tema grifico como en el geométrico se encuentran descritas caracteristicas geométricas
pero en lenguajes diferentes. Esta representacién tiene dos submapas, une que describe la
construccién de la pardbola en el plano de tal manera que se puede ver el rol del vértice y
la directriz en la construccién de la parsbola y el otro que describe Ja construccién en el
espacio presentando la pardbola como una cénica.

Numeérico (N)

En este sisterna de representacién hablamos de los valores numéricos de la funcién. Se
pueden representar los valores de diferentes formas. Por un lado, valores especfficos para
un x determinado; y, por el otro, agrupaciones en tablas para diferentes valores de la fun-
cién. Al dar valores a la funcién estamos en una representacién discreta. Nuestro mapa se
divide en dos submapas. Uno en el que se describe, en términos generales, lo que es una
tabla de valores para la funcién cuadrdética, y otro en que se destacan los valores especia-
les de la funcién cuadrética. Estos valores especiales son, por ejemplo, aquellos donde se
anula Ja funcién, la imagen de cero o la imagen de h.

Verbal (V)

El significado que dimos a este sistema tiene que ver con la manera como, a partir del len-
guaje comiin, podemos representar situaciones tanto del mundo real como del mundo de
las matematicas, para las cuales el modelo que las describe es la funcién cuadritica o con-
ceptos ligados a ella. Estas situaciones pueden ser modeladas en cualquiera de los otros
sistemas de representacion.
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El mapa
La construccién del mapa tuvo diferentes etapas. En la primera se identificaron los siste-
mas de represenfacién y se determiné lo que los caracterizaba junto con los elementos
que deberfan ir en ellos. En la segunda etapa se fue describiendo la funcién cuadratica y
discutiendo sobre la mejor manera de organizar la informacién. El trabajo con los maes-
tros y sus mapas fueron de gran ayuda para este proceso. Aunque en algunas versiones
intermedias figuran elementos de los mapas de los maestros, que en su momento nos
parecieron importantes, la version final presenta esa informacién pero organizada de
manera diferente. Es el caso por ejemplo de una tabla de relacién entre pardmetros que
hizo uno de los grupos y que en un principio incluimos en nuestro mapa pero que des-
pués terminé siendo el submapa de las relaciones entre las diferentes formas simbdlicas.
El mapa quedé organizado por los cinco sistemas de representacién anteriormente
descritos. Por otro lado, nuestro mapa presenta diferentes tipos de conexiones. Dado que
el mapa completo no lo podemos poner en una sola hoja, se codificaron las uniones del
mapa mediante una caja marcada con la inicial del sistema de representacion y ef numero
de la unidn. Las conexiones implicitas se ven cuando, por ejemplo, en el sistema de repre-
sentacién numeérico o en el gréfico utilizamos los pardmetros de las formas simbolicas. Las
conexiones entre diferentes sistemas de representacién se presentan en cajas de forma no
rectangular con flechas. La caja lleva el nombre de la inicial del sistema de representacion
de donde sale la conexidn y la inicial de Otros para indicar la conexi6n con otros sistemas
de representacién (SO, GO, GRO, VO o NO). Cuando la conexién es interna, ésta se codi-
fica con la doble inicial del sistema de representacién de donde ella sale y entra (85, GG,
GRGR, VV o NN).
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Problema

Las ideas conceptuales presentadas hasta ahora nos permiten regresar al problema gene-
ral que dio lugar a este estudio para efectos de re~formularlo. Hacemos entonces un
recuento de lo que se ha presentado hasta ahora.

- El problema general que dio lugar a este estudio tenfa que ver con la contrastacion de
una hipétesis que surgid, a nivel intuitivo, a lo largo de la realizacién de varios programas
de formacién permanente de profesores. Nosotros percibimos que, cuando los profesores
se enfrentan al problema de analizar un concepto matemdtico desde la perspectiva del
andlisis diddctico {(andlisis de contenido, andlisis de instruccién y andlisis cognitivo) con
la ayuda de los sistemas de representacién y los mapas conceptuales como eje organiza-
dor, los primeros, y como herramienta de representacion, los segundos, entonces los pro-
fesores se hacen paulatinamente mds conscientes de la complejidad del contenido
matemdtico en cuestién y de la problemdtica de su ensefianza y aprendizaje.

Resultaba evidente que, para aproximarse a esta hip6tesis, era necesario darle un sig-
nificado al término “consciencia de la complejidad”, significado éste que permitiera una
aproximacion sisterndtica y objetiva a las actuaciones de los profesores, uinico medio de ex-
ploracién disponible. Por esa razén, hicimos algunas reflexiones sobre el tema de Jas con-
cepciones de los profesores y asumimos una posicién operativa de exploracién de estas
concepciones que se¢ basaba en tres aspectos:

* identificar aquello que el profesor reconoce como esencial del objeto matemd-
tico; .

* identificar el tipo de representaciones que utiliza para hacer la descripcién del
objeto; e

* identificar el conjunto de situaciones, problemas, etc. que el sujeto asocia al
objeto, es decir para las cuales encuentra apropiado su uso come herramienta.

Con base en los aspectos anteriores y teniendo en cuenta el problema general que dio ori-
gen al estudio, decidimos explorar las concepciones de los profesores a través de una
“ventana” que tenfa las siguientes caracteristicas:

¢ La situacién que el profesor debfa resolver consistia en la descripcién del
objeto matemdtico en cuestion.

* Se le pedia al profesor que utilizara los sistemas de representacién como eje
organizador de esa descripcién.

* Se le pedia al profesor que utilizara los mapas conceptuales como herra-
mienta de presentacién de esa descripcién.

Estas tres condiciones eran producto directo del problema original. Es decir, nos interesa-
ba explorar el “efecto” en las concepciones del profesor de la utilizacién de los sistemas de
representacién y los mapas conceptuales en el ejercicio del andlisis didactico. Decidimos
entonces analizar las caracteristicas de los tres elementos involucrados: la funcién cuadra-
tica como objeto matemdético a describir; los sistemas de representacién como eje organi-
zador de la descripcion; y los mapas conceptuales como sistema de representacién de esa
descripcion.

El andlisis conceptual nos permite ahora identificar un conjunto de atributos estructu-
rales que pueden tener los mapas conceptuales que se realicen bajo las condiciones en
cuestion. Estos atributos estructurales se pueden clasificar en cuatro grupos:

* Jos que se refieren a la estructura externa de los mapas;
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* los que se refieren a la estructura interna dentro de cada sistema de represen-
tacion;

* los que se refieren a las conexiones; y
* los que son especfficos a la funcién cuadrdtica.

Para cada uno de los atributos se pueden definir un conjunto de indicadores de tal forma
que cada mapa pueda tener un “valor” en cada atributo. Como se vera mds adelante, es
posible proponer una clasificacién de las posibles combinaciones de valores de los indica-
dores de los atributos. Esta categorizacion pretende proponer una manera de resumiry or-
ganizar la diversidad de mapas producidos por los profesores y sugerir una serie de
estados con base en los cuales el lector pueda tener una idea de la “consciencia de la com-
plejidad” por parte del profesor.

Podemos entonces ahora re-formular el problema de investigacién desde una perspec-
tiva esencialmente operacional. El problema consiste en:

¢ codificar cada uno de los mapas de acuerdo a los atributos estructurales, y
¢ clasificar esta codificacion de acuerdo con algiin tipo de categorizacién.

Adicionalmente a los resultados que surjan de este proceso de codificacién y andlisis ten-
dremos en cuenta otras fuentes de informacién que nos perrmitirdn realizar un ejercicio de
triangulacion:
+ El andlisis cuantitativo del ndmero (y porcentaje) de cajas de cada sistema de
representacién en cada mapa conceptual.
* El andlisis cuantitativo (y porcentaje) de las conexiones en cada mapa concep-
tual.

* El andlisis de los textos propuestos por los profesores adicionalmente a los
mapas conceptuales,

+ Nuestros registros de las intervenciones los profesores en las entrevistas y los
seminarios.

Vamos ahora a describir en detalle el grupo de profesores con los que trabajamos, el tipo
de interaccién que tuvimos con ellos, las producciones consecuencia de esa interaccién y
los instrumentos de codificacién y analisis de esa informacién, para después presentar los
resultados obtenidos.
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Estimulo y poblacion

En este apartado hacemos una descripcién de los profesores que participaron en el estu-
dio y del esquema de trabajo que se realizé con ellos.

PROFESORES

Dado que este no era un programa formal de desarrollo profesional, la inscripcién de los
profesores en el proyecto no sigui6 el esquema tradicional que utilizamos para estos efec-
tos. Contactamos a los profesores que han participado recientemente en nuestros progra-
mas de formacién permanente de profesores de matemadticas y los invitamos a una
reunién. En esta reunién les describimos los propdsitos y el esquema de trabajo que pen-
sdbamos desarrollar. En esta descripcién se insistié en que el proyecto no era de desarro-
Ho profesional, sino de investigacion y que ellos serfan la principal fuente de informacién
para el estudio. Por lo tanto, los profesores no recibirian beneficios formales (como crédi-
tos en el escalafén docente). El principal beneficio de su participacién era la vivencia de
la experiencia misma y lo que ésto les podria aportar. Motivamos a los profesores indi-
cdndoles que éste serfa un proyecto de investigacion conjunto en el que, ademds de ser
fuente de informacidn, ellos también asumirfan el papel de investigadores en una de las
fases del estudio.

El compromise que los profesores debian asumir era importante. Por un lado, se com-
prometfan a asistir a los seis seminarios que duraban cuatro horas cada uno y a las tres
entrevistas por grupo, de una hora cada una. Por el otro, se comprometfan a trabajar du-
rante los tres meses, reuniéndose en grupos y produciendo los documentos que se les pe-
dirfa en cada ocasién. Se necesitaba ademds que los directivos de su institucién escolar
estuvieran de acuerdo con su participacién en el proyecto. Logramos conformar un grupo
de 30 profesores que estaban interesados en ser parte del proyecto.

ESQUEMA DE TRABAJO

Dados los propésitos del estudio, nosotros buscamos que el esquema de trabajo con los
profesores “simulara” los principales aspectos de nuestros programas de formacién per-
manenie de profesores. Estos aspectos se refieren a dos dimensiones: el contenido y la
interaccién. La dimensién de contenido se debfa caracterizar por centrarse en un tema
matemdtico especifico (en este caso, la funcién cuadrética); por tratar ese contenido mate-
médtico con la aproximacién del andlisis diddctico (analisis de contenido, andlisis de ins-
truccién y andlisis cognitive); por tomar los sistemas de representacion como eje
organizador del tratamiento del contenido matemdtico; y por utilizar los mapas concep-
tuales como herramienta descriptiva. La dimension de interaccion se debia caracterizar
por buscar que los profesores produjeran su trabajo en grupo; por crear espacios de socia-
lizacién de las producciones de los profesores; y por crear espacios de interaccién indivi-
dual entre los grupos de profesores y nosotros, como investigadores. Con base en estos
principios, el esquema de trabajo se realizé6 como se tenia previsto en el disefio original.
Lo describimos brevemente a continuacién.

Los profesores se organizaron en grupos de acuerdo a sus afinidades y a la facilidad
con que ellos podrian reunirse periédicamente para realizar el trabajo. Algunos grupos te-
nian varios profesores de una misma institucién, Cada uno de los grupos tuvo que realizar
las actividades que se enumneran a continuacién. Estas actividades buscaban crear un es-
pacio de trabajo en el que se produjera una serie de documentos y se realizara una serie
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de reuniones y de entrevistas. Las actividades estuvieron compuestas por “médulos”.
Cada médulo tuve la misma estructura y correspondié a un tema diferente. Los temas fue-
ror; andlisis de contenido, andlisis de instruccién y andlisis cognitivo.

La estructura de cada médulo estuvo compuesta de un seminario inicial, una entrevis-
ta de cada grupo con los investigadores y un seminario final. En el seminario inicial de
cada médulo se hizo una presentacién del propésito del médulo y se le pidi6 a los grupos
de profesores que hicieran una primera aproximacién al trabajo correspondiente. Por
ejemplo, en el caso del médulo sobre andlisis de contenido, al inicio de la reunién se intro-
dujo e} propdsito del mismo, se present6 la funcién cuadrdtica como tema matematico, y
se recordaron las principales caracteristicas de los mapas conceptuales y de los sistemas
de representaci6n. En seguida, se pidi6 a cada grupo de profesores que produjeran un pri-
mer mapa conceptual del andlisis de contenido para la funcién cuadratica. Esio produjo
un documento (mapa conceptual) que fue utilizado como fuente inicial de informacién
para este aspecto del proyecto. En seguida, se pidi6 a los grupos de profesores que, duran-
te las siguientes dos semanas, se reanieran por su cuenta, y que trabajaran en la produc-
cién de una mejora de ese mapa conceptual. Esto produjo un segundo documento que
ellos trajeron a una entrevista en la que el grupo present6 a los investigadores el fruto de
su trabajo y justificaron su contenido. Este segundo documento y el registro de los comen-
tarios de los profesores durante esta segunda entrevista fueron dos fuentes de informacion
intermedias. Los investigadores reaccionamos a este trabajo y le pedimos a cada grupo de
profesores que mejoraran su trabajo para ser presentado en el seminario final del médulo.
Allf cada grupo entregé una versién final de su trabajo y se hizo una puesta en comiin del
trabajo de todos los grupos. Este documento final y la discusion producto de la puesta en
comtin fueron las fuentes finales de informacion para el médulo correspondiente.

El proceso anterior se realiz6 para cada uno de los tres médulos: andlisis de contenido,
andlisis de instruccién y andlisis cognitivo. El médulo de andlisis de instruccién se trabaj6
de una manera particular, pues en €|, los profesores asumieron el papel de investigadores,
explorando, con base en el trabajo previo del méduloe de andlisis de contenido, la forma
como se ensefia el tema en cuestion. Se hizo una reunién final con los profesores después
de la finalizacién del tercer médulo.

EJECUCION DEL ESQUEMA DE INTERACCION

El esquema de trabajo se realizé tal y como estaba previsto en el disefio del proyecto ori-
ginal. Ademds de percibir, a través de las producciones y los comentarios de los profeso-
res, la evolucion en sus concepciones del contenido matemitico (objeto de este reporte),
constatamos otros aspectos del comportamiento y de los comentarios de los profesores
que queremos comentar informalmente aqui.

Hubo desercion a lo fargo del proyecto. Terminamos trabajando con airededor de vein-
te de los treinta profesores que se comprometieron iniciaimente. Esta desercién tuvo lugar
principalmente durante el primer moédulo, cuando algunos profesores se percataron de
que no les era posible dedicar el tiempo que era necesario para realizar el proyecto. A par-
tir del segundo médulo, el grupo de profesores permaneci6 estable.

Los profesores trabajaron con mucho entusiasmo y le dedicaron mds tiempo y esfuerzo
del que nosotros esperabamos. Fue evidente que el trabajo que ellos realizaron por fuera
de los seminarios y entrevistas era muy interesante y atractivo para ellos. En la mayorfa
de los casos, Ja produccién de los profesores demostraba un interés y una dedicacién muy
intensos hacia el proyecto.

Los comentarios de los profesores nos muestran, de manera intuitiva, que no solamen-
te ellos se estaban haciendo mds conscientes de la complejidad del contenido matemitico
y de la problematica de su ensefianza y aprendizaje, sino que estaban “descubriendo”
otros aspectos de la educacion matemdtica. Aunque no podemos justificar esto de manera
sistemdtica aquf, consideramos que los profesores fueron cambiando su visién de las prio-
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ridades y de los papeles de los elementos en el tridngulo aprendizaje—ensefianza—conteni-
do matemdtico. Estas apreciaciones intuitivas se hardn mds claras cuando presentemos los
resultados del estudio.

Los profesores hicieron investigacién. Esta era una de las motivaciones para que los
profesores se interesaran inicialmente en participar en el proyecto. El trabajo que se realizé
en este aspecto fue interesante, principalmente porque estuvo basado en la préctica, mds
que en la teoria. Cuando ellos tuvieron que realizar el mddulo de instruccidn, el problema
de investigacion era bastante claro y existia un sustento conceptual (el anélisis de conteni-
do de la funcién cuadrdtica). Por consiguiente, la problemitica de realizacion de la explo-
racién se centrd en el disefio y justificacién de instrumentos de recoleccién, codificacién y
andlisis de la informacién. Algunos grupos de profesores Hegaron a disefar instrumentos
y a producir resultados muy interesantes.

Desde el punto de vista de los profesores fue evidente gue el disefio del proyecto omi-
tié un cuarto médulo. Se trata del médule de disefio curricular. Este médulo (o algo simi-
lar) existe en nuestros programas de formacién permanente de profesores. Sin embargo,
no lo incluimos en el estudio para efectos de reducir el tamafio del mismo y esto fue un
error. Fue evidente que el proceso que los profesores realizaron los preparé y motivé para
diseftar actividades de clase sobre la funcién cuadrética. A diferencia de otras ocasiones
en las que le hemos pedido a los profesores que realicen un disefio curricular y hemos per-
cibido que ellos se sienten incémodos con la tarea, en esta ocasién percibimos que los pro-
fesores tenian deseos de realizar esta actividad y que se sentfan confiados y preparados
para hacerla.

A continuacién presentamos la descripcién gue una profesora participante hizo de la
manera como se realizaron las primeras dos terceras partes del proyecto. Consideramos
que esta descripcién es interesante, pues se describe el proyecto desde la perspectiva de
uno de los profesores participantes.

RELATO DE UNA PROFESORA PARTICIPANTE

Para el desarrollo de este proyecto investigativo, sus proponentes convocan a algunos
profesores de matemdticas en secundaria vinculados a centros educativos distritales ofi-
ciales que han realizado cursos de capacitacién en una Empresa Docente de la Universi-
dad de los Andes en el marco de los PFPD financiados por la Secretaria de Educacién del
Distrito Capital. A esta invitacién concurrieron 35 docentes aproximadamente quienes
confirmaron su disposicién y compromiso para participar en el proyecto.

El trabajo se inicia con una jornada para contextualizar el proyecto investigntivo por parte
de los investigadores principales dando a conocer {a entidad patrocinante de la investiga-
cién y la entidad que tiene la responsabilidad académica del mismo; presentar el propésito,
el cual se refiere a explorar la manera como las concepciones de los profesores que ensefian
matemdticas evolucionan en la medida que se acercan al uso de las tecnologias (con herra-
mientas como los mapas conceptuales) en el tema de Ia funcién cuadratica; describir la par-
ticipacidn de los docentes invitados, referida a la interaccién con Jos investigadores
principales en calidad de par’esy la realizaci6n de actividades como tratamiento y analisis
de informaci6n, elaboracién del analisis de contenido, de instruccién y cognitivo sobre la
funcién cuadrética; coricertar la estrategia de trabajo del equipo llegando a un acuerdo de tra-
bajar en 6 jornadas de abrit a mayo combinando sesiones de desarrollo conceptual y ase-
sorfas por grupos; explicar las razones por las cuales se toma el tema de funcién cuadratica,
basadas en que el grupo de investigacién de una Empresa Docente ha realizado trabajos
alrededor de esta temdtica y por ello tiene un alto conocimiento sobre el mismo, los ante-
cedentes investigativos del equipo sobre el tema han sido significativos y que ademds ha
trabajado este mismo enfoque de mapas conceptuales con funcién lineal e indicar los mo-
dulos que conforman el trabajo de los investigadores invitados, que tienen que ver con el
andlisis diddctico y comprende el andlisis de contenido, el andlisis de instruccion, el and-
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lisis cognitivo, el andlisis fenomenolégico y el analisis epistemolégico; también se definié
que para efectos de ese trabajo, los dos dltimos componentes no se desarrollarfan.

En estas perspectivas, se precisa la significacién de cada elemento que constituye el
andlisis diddctico asf:

»  Andlisis de contenido: se refiere al tema especifico y los conceptos involucrados
en el mundo de las matemdticas.

*  Andlisis de instruccion: relacionado con la manera de cémo tratan el tema espe-
cifico los libros de textos y de ¢c6mo lo enseftan los maestros.

*  Andlisis cognitivo: tiene que ver con la manera de c6émo los estudiantes apren-
den esas nociones.

*  Andlisis fenomenoldgico: es la identificacion de los problemas o eventos de la
vida real donde se cumple o se aplica el tema que se analiza.

» Andlisis episternologico: es la historia del tema, de dénde surgié y cémo se desa-
rrolls.

En este contexto, se define la organizacién de grupos de 4 o 5 personas para la realizacién
de las diferentes actividades y se asigna la primera tarea del primer médulo que consiste en
construir un mapa-conceptual sobre_el contenido matemdtico-que-involucra la funcién
cuadrética; fue nuestra-primera experiencia en el proyecto para elaborar un an4lisis con-
tenido. Esta experiencia personal resulté desequilibrante para cada uno de los miembros
de nuestro grupo porque dudamos mucho en las conexiones que debia presentar el mapa
en sus componentes; dicho mapa se caracterizé por enfatizar y relacionar solamente los
procedimientos de solucién a ecuaciones cuadraticas y algunos aspectos de la representa-
cién grafica. No menos preocupante fue lo que ocurrié en los otros grupos, los resultados
fueron similares. Sin embargo, se crearon expectativas acerca de cémo lo pudieran repre-
sentar nuestros compaiieros de matematicas de la institucion, nos fuimos con esa inquie-
tud que al mismo tiempo la consideramos como una tarea especifica para realizar.

En la primera sesion de asesorfa hicimos los comentarios pertinentes (fueron muchos)
a nuestra mapa conceptual; hubo una orientacién por parte de los investigadores princi-
pales, se dieron algunas pautas para la reconstruccién del mapa que representaba el and-
lisis de contenido como fue, los aspectos fundamentales que debfa llevar respecto a la
funci6n cuadratica: los diferentes sistemas de representacion simbélica, grdfica, verbal, ta-
bular o numérica y geométrica.

En las siguientes sesiones de trabajo empezamos a socializar con todoe el equipo los res-
pectivos mapas conceptuales que de alguna manera, para todos nosotros, empezaba a re-
presentar el andlisis de contenido de la funcién cuadratica que constitufa el producto final
de este médulo. El resultado fue exitoso, porque cada uno de los grupos trabajé de manera
significativa en los mapas los sisterna de representacién de la funcién cuadrética pero sf se
evidenci6 en cada uno de ellos un desarrolio m4s completo en uno de los sistemas de re-
presentacidn en particular; este suceso dio la oportunidad para que cada grupo tuviera
_una copia de los mapas conceptuales del andlisis de contenido de todos los otros.

Como estrategia de retroalimentacién en los grupos, la revisién de todos los mapas
conceptuales sobre el andlisis de contenido elaborados, aport6 elementos importantes
para que cada uno de los grupos ampliara el propio.

Los resultados de esta experiencia fueron fantdsticos como dindmica de grupo, hiubo co-
mentarios mds argumentados para los otros grupos sobre la misma construccién de tos ma-
pas y Jas conexiones entre sus elementos, se evidenci6 en cada uno de los participantes la
realizacion de un proceso metacognitivo acerca de lo que cada uno viene ensefiando sobre fun-
cién cuadrética, manifestdndose el reconocimiento a que se hace de manera incompleta,
no se trabaja en clase las transformaciones que permitan pasar de uno a otro sistema de
representacion, se enfatiza sobre procedimijentos para la solucién de ejercicios y en general
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no se tiene una visién completa y relacionada de los elementos que se integran en el and-
lisis de contenido, cada sistema de representacion se trabaja de manera aislada.

En este mismo marco se reflejaron sentimientos personales de los docentes en cuanto
a que a pesar de la descontextualizacién del maestro mismo en la globalizacién del tema
de funcién cuadrética, los alumnos alcanzaban a entender algunos conceptos y nociones
de este objeto matemdtico; asf mismo, se hicieron conclusiones sobre el aporte que este
tipo de instrumentos, mapas conceptuales en el andlisis de contenido de un objeto mate-
mdtico, sf contribuye a precisar y dar mayor comprensién al maestro acerca de los conte-
nidos que involucra un tema especffico de matemdticas.

Después de estos ejercicios, cada grupo, lo mismo que en nuestro grupo, aseguré tener
un mayor conocimiento y comprensién del contenido y relaciones, entre las nociones y
conceptos sobre la funcién cuadrdtica: este evento quedé materializado en una mejora
bastante significativa en cada uno de los mapas conceptuales sobre el andlisis de conteni-
do; en ellos se ilustraba la soluci6n al problema de c6mo representar ese objeto matemati-
co en diferentes sistemas, simboélico, verbal, gréfico, geométrico y tabular. Aqu{ se dio por
terminado ese primer mdédulo: andlisis de contenido.

Al empezar el segundo médulo, el andlisis de instruccién, se fijaron las metas, éstas debfan
referirse a las respuestas de,¢6iho se ensefid el tema de la funcién cuadrdtica? con la posi-
bilidad de ir mejorando o haciendo ajiistés al-andlisis de contenido; asf mismo se determi-
naron algunos pardmetros que ayudaban a este propésito, ellos fueron:

* Su propia experiencia en la ensefianza del tema.

¢ Indagar con los colegas de c6mo lo hacen.

¢ Revisar la tradici6n para la ensefianza del tema.

» Tomar otras fuentes como el currfculo actual y el institucional.
* Identificar en los textos escolares como tratan el tema.

* Realizar pruebas con los estudiantes.

La metodologia recomendada para la realizacién de esta tarea, fue la de tener un mapa
conceptual sobre el analisis de contenido lo m4s completo posible y con esta referencia
marcar en €l los resultados del tratamiento que dan cada una de las fuentes de informa-
cién.

En el desarrollo de este segundo médulo se crearon muchas preocupaciones e inquie-
tudes sobre la manera de cémo se viene ensefiando el tema porque se anotaron las siguien-
tes conclusiones:

Los colegas en general trabajan algunos formas de la representacién simbélica pero la
que si es de trabajo generalizado es la de forma F(x)=ax? + bx + cy algunos elementos de
la representacién grifica, fue muy notorio que en casi todos los grupos identificaron que
la forma de representacién geométrica muy poco o casi nada se toca en clase.

De la misma manera pasa en los textos escolares, en varios grupos coincidié que sélo
un libro de los 8 diferentes analizados se aproximaba més al tratamiento de las nociones
que estaban contenidos en el mapa conceptual del andlisis de contenido. Involucraba cua-
tro de los cinco sistemas de representacién de la funcién cuadritica. En el andlisis de c6mo
indicaban objetivos, contenidos, metodologia y evaluacién, se vislumbré que el objetivo
que se deduce en algunos de ellos no se corresponde con lo que evaldan en el mismo texto.

En cuanto a los curriculos el actual y el institucional, parece no notarse una diferencia
significativa en sus concepciones, prevalecen los enfoques que el MEN presenta en los do-
cumentos de sus lineamientos curriculares. Sin embargo se hace ver que los lineamientos
curricwdares del MEN no hacen explicitos los logros o indicadores de logros referidos a to-
dos los 5 sistemas de representacion de la funcion cuadratica.
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Recoleccién, codificacion y andlisis
de la informacién. Primeros

instrumentos

En este apartado describimos las primeras versiones de los instrumentos de recoleccién,
codificacién y andlisis de informacién que han sido utilizados en este estudio. La versi6n
final de estos instrumentos (que se presenta en el apartado siguiente) dependié del
disefio de estas primeras versiones.

RECOLECCION DE LA INFORMACION

El proceso de recoleccién de la informacién ya fue descrito en apartados anteriores: la
informacién se recogié en la forma de mapas conceptuales en diferentes momentos como
consecuencia de las tareas que les pedimos a los profesores en el desarrollo del esquema
de trabajo e interaccién presentado en el apartado anterior. Se recogieron, por consi-
guiente, nueve mapas conceptuales para cada uno de los cinco grupos de profesores. O-Uﬂ
Ademds se recogieron textos que los grupos de profesores produjeron, cuando considera- 3 o
ron necesario, y que ellos adjuntaron a los mapas conceptuales que estaban entregando. 1 o
Adicionalmente, nosotros hicimos registros escritos de los comentarios de los profesores,
tanto durante los seminarios de socializacion, como en las entrevistas individuales.
Aqui queremos, en todo caso, hacer algunas aclaraciones sobre las condiciones que se
impusieron en las tareas que se pidieron a los profesores. Las tareas no eran “libres”. Es
decir, las tareas no consistian en pedirle a los profesores “hagan una descripcion de la
cuestién cuadrética”, o “hagan una descripcion de Ja manera como se ensefia la cuestion
cuadritica en su institucién”. Estas descripciones estaban condicionadas por los siguien-
tes factores.

Mapas conceptuales. Las descripciones de los profesores debfan utilizar los mapas concep-
tuales como herramienta de presentacién. Aunque es posible argumentar (como ya lo he-
mos hecho) que los mapas conceptuales son una herramienta muy potente para este tipo
de tarea, esta condicién pudo haber restringido la produccién de los profesores. En otras
palabras, es posible que hubiese elementos de las concepciones de los profesores —rele-
vantes para los objetivos del estudio— que no se hayan hecho explfcitas en sus produccio-
nes. Esto puede tener diversas causas. Por un lado, para varios profesores, la herramienta
de los mapas conceptuales era nueva y ellos no tenfan desarroilada su capacidad de ex-
presar sus ideas dentro de este tipo sistema de representacién. Por el otro lado, el manejo
de los mapas conceptuales requiere que Ja informacién se presente de manera estructura-
da, pero ésta no es necesariamente una caracterfstica del conocimiento de los profesores.

Sistemnas de representacion. Los sistemas de representacién son una nocién muy potente de
la educacién matemdtica. Sin embargo, no todos los profesores la conocen y quienes la co-
nocen no necesariamente la manejan adecuadamente. Como lo mencionamos en un apar-

5 Durante un tiempo hablamos de “cuestién cuadritica”, en cambio de hablar de la funcién caadritica porque
no queriamos imponer necesariamente una vision funcional del objeto matemdtico.
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tado anterior, el manejo formal de esta nocién dentro de un mapa conceptual requiere que
se conozcan las reglas que condicionan la identificacién, creacién y manipulacién de los
caracteres pertenecientes al sistema de representacién en cuestion. Este no es un proceso
fdcil de realizar y los profesores tuvieron dificuitades para hacerlo. Adicionalmente, el co-
nocimiento de los profesores no se encuentra necesariamente estructurado teniendo a los
sistemas de representacién como eje organizador. Por consiguiente, la tarea estaba restrin-
giendo el tipo de informacién que los profesores podfan presentar en sus producciones.
Adicionalmente, al pedir que los mapas conceptuales se organizaran alrededor de los sis-
temas de representacidn, nosotros éramos conscientes de que los profesores estaban pre-
sentando la informacién de una manera que no era necesariamente la que ellos hubiesen
utilizado si no hubiésemos impuesto esta condicion.

Vision funcional. Podemos hacer comentarios similares a los que ya se han hecho con res-
pecto a este punto. Aungue nosotros hablamos durante el proyecto de la “cuestién cua-
drética”, motivamos a Jos profesores a que miraran el contenido matemdtico desde una
perspectiva funcional. Fue evidente que, para muchos profesores, ésta no habrifa sido la
perspectiva que ellos habrian utilizado si la condicién no hubiese existido.

Los comentarios anteriores buscan hacer explicito el hecho de que nosotros fuimos cons-
cienies de que la manera como recogimos la informacién condicion6 esa misma informa-
cién. De hecho, este condicionamiento hacia parte de los objetivos originales del proyecto:
nos interesaba explorar el efecto de estas condiciones (y del trabajo que surgfa de ellas) so-
bre las concepciones de los profesores.

Los mapas producidos por los profesores se encuentran en el anexo 1. El anexo 2 inclu-
ye los textos que algunos profesores adjuntaron a estos mapas en algunas ocasiones.

CODIFICACION DE LA INFORMACION

La informacién recogida en los mapas conceptuales entregados por los profesores fue
codificada varias veces. Este proceso iterativo nos permiti6, por un fado, conocer en deta-
ile estos mapas, y, por el otro, re—diseiiar los instrumentos de codificacién. En esta seccién
describimos la historia de estos instrumentos de codificacién que hemos rotulado como:

» mapas de referencia,

» anéslisis de eventos,

+ andlisis cuantitativo y
* andlisis por categorias.

El dltimo instrumento (andlisis de atributos estructurales) y la consiguiente categorizacién
de los mapas se presenta en el apartado que le sigue a éste.

Condiciones sobre el instrumento

El proceso iterativo de diseiio, utilizacién y evaluacién de los instrumentos de codifica-
cién que se describen en este apartado estuvo guiado por un grupo de condiciones que
nos impusimos desde un comienzo, Nosotros desedbamos que el instrumento:

¢ describiera, en la medida de lo posible, ias impresiones intuitivas que habfa-
mos generado cuando revisamos informalmente las producciones de los pro-
fesores;

* permitiera una codificacién sistemdtica y objetiva que no dependiera de inter-
pretacion por parte de quien codifica;
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el estudio de Williams (1998). Como se verd mds adelante, estos nuzpas conceptuales de re-
ferencia serdn nuestro instrumento de codificacion.

Ma4s adelante se describfa el proceso de codificacién (p. 28):

Para el andlisis de contenido [...], desarrollaremos un proceso de codificacion y andlisis de
informacion, consistente en identificar en los documentos entregados por los grupos de pro-
fesores y en [los registros] de las reuniones y de las entrevistas, aquellos elementos de los ma-
pas de referencia que ellos mencionan explicitamente, aquellos elementos que nos son
mencionados y aguellos aspectos que son mencionados por los profesores y gue no deben per-
tenecer a los mapas conceptuales.

De hecho, estos mapas conceptuales de referencia se produjeron durante el proyectoy su
produccién aprovechd la experiencia de interactuar con los profesores y de constatar el
tipo de informacion que ellos presentaban. La reflexién conceptual que se hizo de la fun-
cién cuadrética en un apartado anterior est4 basada en el trabajo que se hizo sobre estos
mapas conceptuales. Ademds, este trabajo nos permitié construir una base sélida sobre ia
que pudimos realizar el proceso iterativo de disefio de instrumentos de codificacién que
estamos describiendo en este apartado. Sin embargo, nunca disefliamos el sistema de pro-
duccién de marcas en los mapas conceptuales de referencia como medio para codificar la
informacion de los mapas conceptuales de los profesores. Cuando nos prepardbamos a ha-
cer este proceso, decidimos hacer una primera revisién de los mapas conceptuales de los
profesoresy, con motivo de esta primera revisién, se produjo el primer instrumento de co-
dificaci6n (el analisis de eventos) que describimos a continuacién.

~ “Andlisis de eventos
Esta primera revision de los mapas nos mostré que el esquema de “marcas” gue pensd-
bamos desarrollar con los mapas de referencia no nos habria permitido caracterizar las
producciones de los profesores en términos de estructura, manejo de sistemas de repre-
sentacién y contenido matemadtico. De hecho, comenzamos a hacer apuntes de nuestra
revision de los mapas teniendo en cuenta cuatro dimensiones:

+ estructura,
¢ sistemas de representacién,
¢ dualidad operacional-estructural y

* conexiones.

Para estas dimensiones identificamos una serie de “eventos” que se encontraban princi-
palmente centrados en la comparacién de un mapa conceptual con su versién inmediata-
mente anterior. Estos eventos eran:

* reestructuraciones,

* aparicién y desaparicion de cajas,

» “explosién” de una parte de un mapa,

* aparicién y desaparicién de conexiones y

* tratamiento de la ecuacién cuadrética y de las férmulas.

Con base en estas dimensiones y en estos eventos produjimos un conjunto de tablas, una
por cada grupo, en las que registramos, para cada mapa y para cada dimension, los even-
tos que era posible identificar. Recordemos que habfa cinco grupos de profesores y que
cada grupo produjo nueve mapas, tres por médulo, uno al comienzo del médulo, uno
para la reunién de asesoria y uno al final del méduio. La tabla 1 muestra un ejemplo de
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una porcién de estas tablas.La totalidad de las tablas producidas se encuentran en el anexo *

3.
Grupo 1 Mapa 4 Mapa 5
Se mejora sustancialmente el manejo | Explositn con motivo de la observa-
formal del lenguaje de los sistemas de | ci6n de los otros mapas. Hay reestruc-
Estructura representacitn. Explota por todas par- | turacién al interior de los sistemas de

tes.

representacién. Los nombres de las fle-
chas se vuelven cajas.

Sistemas de
representacién

Aparece representacion geométrica,
Aparecen nuevos elementos en cada
sisterna de representacifn y en cada
forma simbélica. Aparece “pardbola”
en representacion geoméirica. Se orga-
nizan mejor las cuatro formas simboéli-
cas. Desaparecen los casos particulares.

Aparecen “otras representaciones”. La
tabular estd muy bien organizada. apa-
recen las descripciones de pardmetros
de una forma a otra. Aparecen los casos
particulares de la forma esténdar. En
verbal, categorizan los problemas o
fenémenos.

Conexiones

Desaparecen muchas conexiones impl{-
citas porque las describen dentro del
mismo sistema de representacién. Apa-
recen las conexiones entre las formas

Hay muchas més conexiones implfci-
tas. Aparecen explicitamente las
conpexiones implicitas en ambos senti-
dos.

simbdlicas.

Tabla N° 1. Ejemplo de codificacion con andlisis de eventos

Es evidente que este instrumento de codificacién tiene muchos defectos. En particular, las
categorias y los indicadores (en su mayorfa implicitos) que se utilizan en él no permiten
un proceso de codificacién sistemético y objetivo. Ademds, la informacion codificada alli
no representaba necesariamente nuestras intuiciones sobre o que se percibia en los ma-
pas. No obstante, este primer proceso de codificacién nos permitié construir estas intui-
ciones y, en ese sentido, fue muy importante. El paso siguiente consistié en tratar de
identificar una categorfas mds claras para las cuales pudiéramos definir unos indicadores
que permitieran una codificacién mas sistemdtica y objetiva. De allf surgi6 el andlisis por
categorfas. En el intermedio, ros dimos cuenta que el “tamafio” de Jos mapas y, en parti-
cutar, el tamafio relativo de los submapas que se referfan a los sistemas de representacion
y a las conexiones era una informacién importante en el andlisis de los mismos. Por esa
razén, disefiamos y aplicamos un instrumento cuantitativo de codificacién que describi-
mos a continuacién, para después presentar el andlisis por categorfas.

Analisis cuantitativo

El andlisis cuantitativo consistié en contar, para cada mapa de cada grupo, el nimero de
cajas pertenecientes a cada uno de los sistemas de representacién y el nimero de conexio-
nes implfcitas y explfcitas {en este momento del proceso no habfamos definido Ias otras
categorfas de conexiones). Este anilisis produjo una serie de tablas y grdficas para las
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cuales presentamos un ejemplo a continuacién. La Tabla 2 muestra el conteo y los porcen-
tajes para sistemas de representacién y las conexiones del grupo 1.

1 2 3 4
# % # % # % # 1%
Sistemas de representacién
Simbdlica 16 |64% 24 153% 48 i47% (111 /51%
Gréfica 7 128% 17 13B% ({34 i33% 44 [20%
Numérica 1 4% 2 4% |6 6% 28 [13%
Verbal 1 |4% 2 (4% {7 7% 21 H10%
Geométrica 0 J0% 0 (0% 7 7% 15 {7%
Total 25 45 102 219
Conaxiones
impilicitas 6 1100% |23 (77% 112 i67% {17 (57%
Explicitas 0 0% 7 123% |6 i33% {13 i43%
Total 6 30 .18 30

Tabla N° 2. Conteo de sistemas de representacion (grupo 1)

Enlas figuras 2 y 3 se presenta graficamente la informacién de la tabla 2.

100% T —] 100% |
90% T M. 90% I
80% 1 HE 80% |
70% T 70% |
609% 1 60% l
50% T 50% |
40% T 40% i
30% T 30% |
20% T 20% |
10% T 10%

0% 3 0%
25 45 102 219 v e g

B simvolicall Graficall Numerica
W Geométrica L verbal
Figura N° 2. Representaciones Figura N° 3. Conexiones

& Expticitas M impticitas

Andlisis por categorias

Describimos ahora el tercer instrumento de codificacién que hemos titulade “andlisis por
categorfas”. Partiendo de la experiencia que tuvimos con el andlisis de eventos, con este
instrumento buscdbamos identificar unas categorfas mds claras para las cuales pudiéra-
mos definir unos indicadores que permitieran una codificacién mds sistemdtica y obje-
tiva. La tabla 3 muestra las categorias que definimos junto con sus indicadores.

Categoria - Indicador
. . Cargado sim- I
Simbdlica - grafico bé]EEo (S5G) Cargado grdfico (SGG) | Equilibrio (§G)
Formas simbdélicas Nimero de formas presentadas

Tabla N° 3. Categorias e indicadoves del andlisis por categorias
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Categoria

Indicador

Conexiones formas simbélicas

Nuamero de conexiones entre formas

Aparecen cajas

Sistemas de representacién en que aparecen (S GRGEV N)

Desaparecen cajas

Sistemas de representacién en que desaparecen (S GR GE'V N)

Reestructuracién

Con las misma informacién (MI) ggg ](:l;)va informa-

Tamaifio mapa

Ntimero de cajas en el mapa

Vision Algebraica (A) Funcional (F)
Ecuacién cuadritica Centrado (C) No centrado (INC)
Procedimientos Centrado (C) No centrado (NC)
Conexiones implicitas Niimero

Conexiones explicitas Nimero

Tabla N° 3. Categorias e indicadores del andlisis por catcgorias

En este caso se hizo un esfuerzo parcial para definir cuidadosamente el significado de al-
gunos de los indicadores. Por ejemplo, “estar cargado hacia lo simbélico” significa que el
porcentaje de cajas en el sistema de representacién simb6lico es por lo menos el doble del
porcentaje de cajas del sistema de representacién gréfica. La tabla 4 muestra la codifica-
ci6n de la informacién de acuerdo a este instrumento para el grupo 1. La tabla completa
para todos los grupos se encuentra en el anexo 4.

Grupo 1
1 2 315
Sistema de representacion
Simbélico-grafico  FSSG G SG |55G
Otros sistemas CAJ AP £Q |EQ
Formas simbdiicas §2 4 4 4
Conexién FS 5 S 5 I
Aparecen cajas SGRVN |TOD]TOD
Desaparecen cajas
Reestructuracion M
Tamaiio mapa 25 45 102 |19
Operacional-astructural
Vision IF F F |F
Ecuacién cuadratica INC NC [NC
Pracedimientos
Conexlones
implicitas 6 23 12 N7
Explicitas 0 7 6 i3

Tabla N° 4. Ejemplo de codificacion

Una vez se realizé esta codificacién, volvimos a darnos cuenta de que las categorfas y los
indicadores no eran suficientemente operacionales, requerian de interpretacién y que la
informacién cedificada no representaba apropladamente la informacién que aparecta en
los mapas. Es el caso, por ejemplo, de la categoria vision que percibfamos en los mapas a
nivel intuitivo, pero para la que no teniamos unos indicadores cobjetivos. Por esta razén,
regresamos a la reflexién conceptual para aclarar las caracteristicas del contenido mateind-
tico (la funcién cuadréatica), del eje organizador (fos sistemas de representacion), y del es-
quema de representacién (los mapas conceptuales). De allf surgi6 el instrumento de
codificacién basado en los atributos estructurales que describimos en el apartado a conti-

nuacién.
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Sistemas de representacién, mapas

conceptuales y funcién cuadrética

Las reflexiones de los apartados sobre sistemas de representacién, mapas conceptuales y
funcién cuadrdtica (junto con la experiencia vivida con la aplicacién de las primeras ver-
siones de los instrumentos de codificacién que se presentaron en el apartado anterior)
nos permiten ahora discutir el problema de caracterizar las descripciones que un sujeto o
un grupo de sujetos pueden hacer de Ja funcién cuadrética, cuando esta descripcion se
hace teniendo a los sistemas de representacién como eje organizador y utilizando los
mapas conceptuales como medio de representacién. La pregunta que nos interesa res-
ponder en este apartado es Ja siguiente:

* ;Cudles son los atributos estructurales que pueden caracterizar un mapa con-
ceptual de Ia funcién cuadratica producido por un grupo de profesores a par-
tir del esquema de interaccién descrito anteriormente?

Cuando utilizamos el término “atributo estructural” nos referimos a propiedades o carac-
terfsticas de un mapa que se pueden expresar de formas diferentes por diferentes sujetos,
pero que permiten clasificar estos mapas diferentes en categorfas uniformes. Queremos
mostrar que es posible identificar algunos de estos atributos estructurales de taf forma que
ellos sean especificos al problema de representar un objeto matemético. Hemos clasificado
estos atributos en cuatro grandes grupos:

¢ los que se refieren a la estructura externa de los mapas;

* los que se refieren a la estructura interna dentro de cada sistema de represen-
tacion;

¢ los que se refieren a las conexiones; y
* los que son especificos a la funcién cuadrética.

ESTRUCTURA EXTERNA

Este es un atributo sencillo, pero que diferencia de manera clara el tipo de representacién
utilizado en el mapa conceptual. Utilizamos tnicamente dos indicadores:

* el mapa conceptual no est4 organizado alrededor de los sistemas de represen-
tacion; o
* ¢l mapa conceptual si estd organizado alrededor de los sistemas de represen-
tacién.
Aungue el esquema de interaccién requerfa utilizar los sistemas de representacién como
gje organizador, es posible encontrar mapas conceptuales que no los utilizan para este
efecto, aun si los sistemas de representacién se mencionan dentro del mapa.

ESTRUCTURA INTERNA
Una vez que un mapa estd organizado por sistemas de representacion, es posible analizar

las caracterfsticas de la descripcién que se hace dentro de cada uno de estos sistemas. En
muchos casos es posible encontrar mapas en los que se menciona un sisterma de represen-
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tacién (por ejemplo, el numérico), pero en el que la descripcién que se hace dentro de este
sistema de representacién es muy reducida. Por esta razén, decimos que la descripcién
dentro de un sistema de representacién es estructirrada si el sub-mapa correspondiente
tiene tres o mds niveles. De esta forma, una descripcién puramente lineal (que presenta
una serie de elementos al mismo nivel, pero que no presenta ninguna descripcién de
estos elementos) no es una representacion estructurada (Ver figura 1).

Definimos entonces un indicador para este atributo: el nimero de sistemas de repre-
sentacién con descripciones estructuradas.

CUANTIFICACION DE PRESENCIA DE LOS SISTEMAS DE REPRESENTACION

Este es un atributo que busca evidenciar otro aspecto de la complejidad de los mapas. Se
cuenta el nimero de cajas pertenecientes a cada sistema de representacién y se halla la
suma total de cajas. Con base en estos datos se puede hallar el porcentaje de cajas corres-
pondientes a cada sistema de representacién. Este instrumento se describi6é en el apar-
tado anterior.

CONEXIONES

En los apartados anteriores se vio que ¢l atributo de las conexiones es trascendental en la
caracterizacién de un mapa que describe un objeto matemdtico con base en los sistemas
de representacion. Identificamos conexiones de diferentes tipos.

Las conexiones bdsicas son aquellas que definen las ramas de un mapa conceptual den-
tro de un sistema de representaci6n. Estas conexiones bdsicas caracterizan la estructura [i-
neal de las ramas. No consideramos este tipo de conexiones como atributos estructurales
de un mapa conceptual para efectos de su caracterizacién.

Las conexiones internas son aquellas que establecen relaciones entre dos elementos di-
ferentes pertenecientes a un mismo sistema de representacién. Las externas son aquellas
que establecen relaciones entre representaciones de un mismo elemento en diferentes sis-
temas de representacién.

Las conexiones (tanto internas, como externas) pueden ser implicitas o explicitas. Las co-
nexiones explicitas se expresan en flechas que explicitamente establecen Ia conexi6n entre
dos elementos. Las conexiones implicitas se expresan dentro de la caja de un mismo ele-
mento al referirse a otro elemento (este el caso, por ejemplo, en el que se menciona el tér-
mino vértice en Ja caja correspondiente a (h,k) en la forma canénica de la representacion
simbélica, o en el que se expresa un parametro de un forma en funcién de parémetros de
otra forma simbélica, dentro de la caja correspondiente al pardmetro original).

Las conexiones pueden ser puntuales o generales. Las conexiones generales van de un
elemento o grupo a otro grupo de elementos. Las conexiones puntuales van de un elemen-
to a otro elemento.

Esta descripcion del tipo de conexiones que pueden darse dentro de un mapa concep-
tual permite construir instrumentos de codificacién y anélisis detallados desde esta pers-
pectiva. Por ejemplo, se pueden considerar cuatro tipos de indicadores para todos los
tipos de conexiones:

* no existe ese tipo de conexién;

* ese tipo de conexi6n existe, pero Gnicamente entre el sistema de representa-
cién simbélico y el sistera de representacién grifico o dentro de uno de estos
dos sistemas;

¢ ese tipo de conexi6n existe entre o dentro sistemas de representacién diferen-
tes del simbélico o grafico; y

¢ se hace el conteo de cada tipo de conexién y se obtienen los porcentajes
correspondientes (interna—externa, implicita—explicita, puntual-general).
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Consideramos que e} andlisis de las conexiones es un conjunto de atributos importante
para la caracterizacién de los mapas conceptuales. De hecho, codificamos cada uno de los
mapas de acuerdo a los indicadores que acabamos describir (ver anexo 6). No obstante,
nuestro propésito consistia en identificar un niimero reducido de atributos estructurales
que nos permitieran caracterizar las producciones de los profesores. Por esta razén, utili-
zamos un atributo sencillo (sin utilizar la codificacién completa) que se describe a conti-
nuacién.

La importancia que tradicionalmente se le da en las matematicas escolares al sistema
de representacién simbélico y, parcialmente al sisterna de representacién gréfico, nos per-
mite identificar un atributo estructural que puede caracterizar las producciones de los pro-
fesores. Se trata de las conexiones externas (ya sean implicitas o explicitas, puntuales o
globales) que involucran sistemas de representacién diferentes del simbélico y el grdfico.
Definimos tres indicadores para este atributo:

* no hay conexiones con otros sistemas de representacion;
* hay tres 0 menos conexiones de este tipo;

¢ hay mds de tres conexiones de este tipo.

ATRIBUTOS ESPECIFICOS DE LA FUNCION CUADRATICA

En esta seccién identificamos los atributos que son propios de propiedades particulares
de la funcién cuadratica.

Diversidad de formas simbélicas

Ya vimos que la funcién cuadrdtica tiene una variedad de formas simbélicas. Podemos
definir un indicador para este atributo como el nimero de formas simbdélicas presentes
en el mapa conceptual,

Existencia de conexiones entre las formas simbélicas

L.as conexiones entre las formas simbélicas tiene que ver esencialmente con la expresién
de los pardmetros de un forma en funcién de los pardmetros de otra forma. El indicador
para este atributo identifica si existen o no este tipo de conexiones.

Papel de la ecuacion cuadratica

La ecuacion cuadrética juega un papel importante como atributo de un mapa conceptual
que representa a la funcién cuadrdtica. Decimos que el sistema de representacién simbé-
lico de uno de tales mapas estd centrado en la ecuacién cuadritica si la caja que identifica a
ia ecuacién cuadrdtica es una hija de un grupo de cajas o de una caja que determina la
estructura del mapa en ese sistema de representacion. El mapa estd centrado en la ecua-
cion cuadrética si la informacién que se presenta en el sistema de representacién simbé-
lico depende directamente de la informacion que surge de la descripcion de la ecuacién
cuadrética. En caso contrario, decimos que el mapa no estd centrado en a ecuacién cuadré-
tica.

Papel de las técnicas de manipulacién simbélica

Aungque éste puede ser un atributo general de los mapas conceptuales que representan
objetos matematicos, lo ubicamos dentro de los atributos propios de la funcién cuadré-
tica, dada la importancia que ellos tienen. El término “técnicas de manipulacién simbé-
lica” se refiere a procedimientos de transformaciones sintdcticas dentro dej sistema de
representacién simbélico (e.g., completacién de cuadrados, factorizacién, etcétera). En un
apartado anterior anotamos los papeles que pueden jugar estos procedimientos dentro
de la representacion simboélica de la funcién cuadratica. Identificamos tres tipos de indi-
cadores:
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* estas técnicas no aparecen en el mapa conceptual;

*» las técnicas aparecen en el mapa conceptuai como “objetos” (elementos) de la
representacion; y

* Jas técnicas aparecen como relaciones entre elementos.
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Caracterizacion de los mapas

La identificacién de unos atributos estructurales tiene como propésito la construccién de
un instrumento de codificacién y andlisis de los mapas conceptuales producidos por los
profesores. La seleccién de estos atributos estd motivada por la intencién de construir un
instrumento suficientemente sencilio (e.g., niimero de atributos y de indicadores para
cada atributo) que sea coherente tanto con los elementos conceptuales que sustentan el
estudio, como con la experiencia que se tuvo a lo largo del estudio con otros instrumen-
tos de codificacién. Es decir, que cumpla con las condiciones que nos impusimos en un
apartado anterior. La tabla 5 muestra un resumen de los atributos estructurales seleccio-
nados y sus correspondientes indicadores.

Atributo Indicadores y cédigos

Estructura externa No esté basado en sistemas de representa- | Basado en sistemas de represen-
cién (NSR) tacién (SSR)
No hay sistemas de

Estructura interna representacion Hay uno (1 E) leg 2304 Hay cinco (5E)
estructurados (No E)

Conexiones con otros .

sistemas de represen- | No hay (N-o) Hay méximo tres Hay méds de tres (V-0)

. (H-0)

tacion

Formas simbélicas Hay mdximo una (<2) Hay més de una (>1)

Conexiones entre for- |,

mas simbolicas No hay (NCFS} St hay (CFS)

Ecuacién cuadrdtica | Centrado (C)

zmﬁb‘;‘iicmaamp ula- | como objetos (O) Como relaciones (R)

Tabla N° 5. Atnibutos, indicadores y cédigos

Si se tienen en cuenta todas las posibles combinaciones de los indicadores presentados en
Ia tabla 5, resultan 96 tipos de mapas posibles. Sin embargo, el andlisis de estos indicado-
res nos permite eliminar la mayoria de estos mapas posibles. Esto se debe, por ejemplo, a
que no tiene sentido hablar de conexiones entre formas simbélicas si hay menos de dos de
estas formas o a que no tiene sentido hablar de conexiones con otros sistemas de represen-
tacién si el mapa no estd organizado con base en ellos o si hay menos de dos sistemas de
representacion.

E! conjunto de mapas posibles que resulta después de realizar el proceso de elimina-
cién descrito en el pédrrafo anterior ha sido organizado con base en el nimero de sistemas
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de representacién estructurados que se presentan. La figura 4 muestra estos mapas posi-
bles con la respectiva jerarqufa producte del an4lisis de los atributos.

To NoE 1E NSR
NSR <2 NCFS
11 | SSR

Figura N° 4. Estructura de mapas posibles

Consideremos, per ejemplo, la estructura propuesta con las cajas marcadas con el nimero
tres como primer digito. Estas cajas representan mapas en los gue hay mds de uno y menos
de cinco sistemas de representacién estructurados. La caja “30” identifica un mapa con
menos de dos formas simbélicas, sin conexiones entre las formas simbélicas y sin conexio-
nes con otros sistemas de representacién. Debajo de ella hay dos cajas (“31” y “32”). La pri-
mera identifica el mapa en el que hay algunas conexiones con otros sistemas de
representacién (mdximo tres), mientras que la segunda identifica ¢l mapa en el que hay
mds de una forma simbélica. Estos cajas se unen en fa caja “33” que tiene las caracterfsticas
de las dos cajas anteriores. Por otro lado, la caja “34” identifica el mapa en el que sf hay
conexiones entre las formas simbélicas. La estructura termina en una caja que identifica el
mapa que tiene todas las caracterfsticas anteriores.

Esta categorizacién de los mapas posibles es evidentemente una simplificacién de la
produccién de los profesores. Nosotros estdbamos buscando esta simplificacién, porque
ella nos permite categorizar los mapas y sugerir unos “caminos” de evolucion de esas pro-
ducciones. De hecho, los ntimeros pretenden, parcialmente, caracterizar esa evolucién, Es-
tos niimeros son un indicativo de la “complejidad” de las producciones de los profesores,
dado que a mayor nimero, mayor el niimero de caracterfsticas (excepto aquellos némeros
que se encuentran al mismo nivel como, por ejemplo, 33 y 34).

La produccién de un grupo de profesores en un mapa conceptual se puede entonces
identificar con un niimero de dos dfgitos. A este nimero podremos agregar una o dos le-
tras para identificar e] papel de la ecuacion cuadrética (C, si el mapa estd centrado en ella)
y de la técnicas de manipulacién simbélica (O, si se tratan como objetos y R, si se tratan
como relaciones). Finalmente, agregaremos un asterisco (*) al niimero correspondiente si
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el mapa no cumple estrictamente con las condiciones descritas por los indicadores de los
atributos estructurales. Por ejemplo, un mapa marcado codificado con 33-CR es un mapa
en el que hay mds de un sistema de representacién y menos de cinco, mds de una forma
simbdlica, sin conexiones entre eilas, con menos de cuatro conexiones con otros sistemas
de representacién, centrado en la ecuacién cuadrética y en el que las técnicas de manipu-
lacién simbolica se presentan como relaciones (Ver tabla 5y figura 4).
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Anadlisis inter—grupal

CODIFICACION

El instrumento presentado en el apartado anterior nos permiti6 finalmente realizar una
codificacién que consideramos sistematica y coherente con las bases conceptuales pre-
sentadas al comienzo de este documento. Ademds, esta codificacién no requiere de inter-
pretacién por parte de quien la realiza y satisface en buena medida nuestras
apreciaciones infuitivas sobre las producciones de los profesores. Una vez tuvimos dise-
fiado este instrumento, el proceso de codificacién fue sencillo y rdpido. En el anexo 5 se
presenta el formato que se utilizé para la codificacién y el anexo 6 presenta ¢l resultado
de esa codificacién.

RESULTADOS GLOBALES

La tabla 6 presenta los resultados obtenidos como producto de este proceso de codifica-
cién.

1 2 3]a|ls|e6(7]|8)]9
S1A | A1 |S1B[S2A | A2 |S2B|S3A]| A3 |S3B
G1]34 35-R [43-R 45-R
G2} 10-C 11 [44° 44-R
G3[20-0 22 23 32*
G4 [20-CO [20-CR {45-R
G5{32-C0O|32*R 43 45

Tabla N° 6. Evolucion de producciones de los profesores

La tabla presenta en las filas la codificacién de cada uno de los mapas de cada uno de los
cinco grupos de profesores. En las columnas se identifican los nueve mapas producidos
por cada grupo. Las casillas vacas significan que el mapa correspondiente es equivalente
(con respecto al instrumento) al mapa de la casilla anterior. La segunda fila identifica los
momentos de fa intetaccién (SiA: para el primer seminario del médulo i y SiB: para el se-
gundo seminario; Aj para la reunién de asesorfa del médulo j). Los nimeros en las casillas
identifican la caja correspondiente a la estructura de mapas posibles presentada en la fi-
gura 4. Las letras que aparecen al lado del nimero significan lo siguiente: Oy R, cuando
las técnicas de manipulacién simbélica se presentan como objetos o como relaciones; C,
cuando la descripcion se construye con base en la ecuacién cuadratica.

ANALISIS GLOBAL DE RESULTADOS

Con base en los resultados presentados en la tabla 6, podemos producir algunas reflexio-
nes de cardcter global en las que comparamos las producciones de los diferentes grupos.

En primera instancia, resulta evidente que hay diferencias en las producciones de los
grupos. Hay grupos que comienzan con producciones relativamente avanzadas (como el
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5) y otros que comienzan en el primer nivel de la estructura (como el 2). Es muy posible
que estas diferencias sean producto de la capacitacién previa que hayan recibido estos
profesores antes de comenzar a trabajar en este proyecto.

En segundo lugar, es evidente que en todos los grupos hubo evolucién y, por lo tanto,
se corrobora la hipétesis inicial del estudio, en el sentido que el tipo de interaccién reali-
zada con los profesores puede generar una mayor consciencia sobre la complejidad del
contenido matemdtico a ensefiar. Esta evolucién también se puede justificar a partir del co-
nocimiento que cada grupo tuvo de las producciones de los otros grupos, pero este efecto
no fue uniforme. Por otro lado, dos grupos (el uno y el cuatro) presentaron cambios im-
portantes en sus producciones con motivo de la primera reunién de asesorfa.

(Tercero) en algunos grupos se evidencia la existencia de “concepciones:arraigadas” que
no cambiaron f4cilmente en el tiempo, aun cuando recibian informaci6n adicional que les
sugerfa posibles caminos de accion. Este tipo de concepciones se observan por ejemplo en
los grupos dos y tres. El primero porque permanece durante mucho tiempo en produccio-
nes que no tienen sistemas de representacién estructurados. Y el segundo porque perma-
nece en producciones que tienen un solo sistemna de representacion estructurado, sin
conexiones entre las formas simbélicas.

Cuarto, se observan diferencias en la estabilidad de las estructuras, Mientras que algu-
nos grupos mantienen su aproximacién mds o menos constante y su trabajo se centra en
la mejora de las producciones anteriores (como ¢l caso de los grupos 1y 5), hay otros gru-
pos en los que se observan re-organizaciones estructurales en sus producciones (como el
caso de los grupos 2, 3y 4).

Quinto, el esquema de codificacién resultado de este estudio parece ser una caracteri-
zacién apropiada (al menos para el caso de las produccién consideradas) de las concep-
ciones de los profesores sobre Ia funcién cuadrética. Esto se evidencia en el hecho de que
de la gran cantidad de mapas posibles, las producciones de los profesores se restringen a
unas pocas. La evolucién de estas producciones parecen seguir el camino sugerido por la
estructura de atributos propuesta anteriormente. Esta evolucion se puede caracterizar por
unos caminos de evolucién representativos con respecto al manejo de los sistemas de re-
presentacidn, al manejo de la dualidad operacional-estructural y al manejo de las conexio-
nes entre sistemas de representacién.
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Andlisis intra —grupal y

triangulacion

INTRODUCCION

En este apartado queremos analizar las producciones de cada uno de los grupos por
separado y estudiar sus caracterfsticas y su evolucién. Para ello, hacemos una triangula-
cién entre el instrumento de codificacién central utilizado en los apartados anteriores, el
andlisis cuantitativo de los sistemas de representacién y las conexiones, el-andlisis de los
textos producidos con ocasién de algunos de los mapas y los registrds que realizamos de
nuestras discusiones con ellos en cada una de las tres reuniones de asesorfa.

GRUPo' 1

Atributos estructurales
La tabla presenta la evolucién de las producciones de este grupo de acuerdo al instru-
mento de codificacién por atributos estructurales.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
S1A | A1 | S1B |S52A | A2 |S2B (S3A | A3 | S3B
G1 134 {35-R |43-R 45-R

Tabla N° 7. Mapas del grupo 1

El instrumento de codificacién nos muestra que este grupo comenz6 el proceso con un
mapa bastante sofisticado en el que ya existfa mas de un sistema de representacion estruc-
turado, més de una forma simbdlica y habfa conexiones entre estas formas simbélicas. Es
posible que esto se deba a que algunos miembros del grupo habian participado en progra-
mas de formaci6n permanente en los que los temas de mapas conceptuales y sistemas de
representacién habfan sido trabajados, hecho que aporta a nuestra hipétesis inicial. El gru-
po avanzé muy rapidamente, mejorando sus producciones, pero manteniendo la estruc-
tura inicial, hasta llegar, en la asesorfa del segundo médulo, a producir un mapa que
contiene todas las caracteristicas que era posible apreciar con el instrumento. La informa-
cifn que proporciona el instrumento se confirma con las otras fuentes de informacién,
como mostramos a continuacién.
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Analisis cuantitativos

La tabla presenta el niimerc y porcentaje de cajas pertenecientes a cada sistema de repre-
sentacién v el nimero v porcentaie de conexiones implicitas v explicitas.

Mapz 1 2 3 5

‘ # 1% # |% £ |% # |%
Sistemas de vrepresentacion

Simbdlica 16 |64% 24 [53% |48 [47% [111}51%

Grifica 7 [28% {17 [38% [34 [33% |44 [20%

Numérica 1 4% 2 [4% |6 [6% |28 |13%

Verba! 1 |4% 2 [4% |7 7% 121 [10%

Geométrica 0 |0% Q (0% 7 (7% N5 [7%

Total 25 45 102 219
JConexiones

Implicitas 6 [100% |23 {77% |18 |B86% |29 |41%

Explicitas 0 (0% 7 j23% |3 ]14% [41 ]159%

Total 6 30 27 70

Tabla N° 8. Sistemas de representacion y conexiones. Grupo 1

La figura muestra grdficamente la evolucién de las proporciones para los sistemas de re-
presentacién y para las conexiones.
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Figura N° 5. Sistemas de representacion y conexiones. Grupo 1

En esta tabla y en estas graficas se aprecia de nuevo la evolucién del grupo. Por un lado,
desde el primer mapa, aparecen los otros sistemas de representacién. La evolucién en la
complejidad de las producciones se hace evidente en varios aspectos: el aumento en el ta-
maiio de los mapas cuando se mira el nimero de cajas y el ntimero de conexiones; el au-
mento en la importancia relativa de los otros sisternas de representacion; y el aumento en
la proporcién de conexiones implicitas.

Analisis de textos y registros de entrevistas

En el andlisis instruccional, este grupo reconoce el énfasis en la representacién simbélica
y la carencia de conexiones entre los sistemas de representacién existentes en los libros de
texto analizados, También reconocen que no se tratan con profundidad las representacio-
nes grifica y verbal. Reconocen que los textos tienden a centrarse en la forma general de
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la representacion simbélica. Logran diferenciar la visién procedimental de la vision
“argumentativa”. Su visién “avanzada” del tema, en el momento de hacer el andlisis de
instruccidn, se aprecia en los comentarios y criticas que hacen a los textos. Ellos dicen

que:

Lo propuesto en los fextos, no es suficiente para garantizar la obtencion de los logros que se
plantean. Del tema se trabajé muy poco, tanto en los textos, como en las clases, por parte del
profesor. Se dictan los conceplos desligados. Se hace mayor énfasis en una de las representa-
ciones simbdlicas (general) y otras se ignoran. De las expresiones simbolicas que se estudian,
no se profundiza en ellas, nii se relaciona con las otras expresiones y representaciones.

Al realizar el andlisis cognitivo, este grupo enfatiza la importancia de los sistemas de re-
presentacion y las conexiones entre etlos. Dan una visioén clara de la comprensién con base
en estos conceptos, También reconocen el papel del modelaje y los sistemas de represen-
tacion en la resolucién de problemas. Reconocen el papel de lo procedimental como téeni-
cas para la solucién de problemas y no el centro del proceso de enseftanza-aprendizaje.
Llegan a dar una definicién propia de sistema de representacién y a describir el papel que
ellos pueden jugar, junto con la importancia de las conexiones. Definen los sistemas de re-
presentacién como:

formas distintas de analizar un mismo objeto matemdtico y por tanto permiten que el estu-
diante comprenda un concepto en toda su complejidad. El establecer conexiones entre las re-
presentaciones el estudiante adquiere un dominio conceptual amplio, que le permite estar en
capacidad de identificar las caracteristicas propias de la funcién cuadrdtica en cada represen-
tacidn y su significade en los otros sistermas; asi como también identificar de acuerdo a un
ejercicio o problema especifico cudl es el sistema de representacion que mds se ajusta a las
condiciones establecidas.

Por otra parte, ellos insisten en que las diversas maneras de mirar la funcién cuadrética
deben ser utilizadas en las ocasiones o situaciones que generen la resolucién eficiente de
un problema especffico y en la importancia de la aplicacién de procedimientos en cambio
de aplicar férmulas pre-establecidas para pasar de una forma simbélica a otra. Ellos des-
criben su experiencia en el esquema de interaccién de la siguiente manera:

El trabajo nos permiti6 ver y explorar conexiones dentro del mapa, para comprender la com-
plejidad del tema. Permitio crear una herramienta donde se puede observar la profundidad
con que se aborda el tema. Y avin hay fallas en el mapa.

GRUPO 2

Atributos estructurales
La tabla presenta la evolucién de las producciones de este grupo de acuerdo al instru-
mento de codificacién por atributos estructurales.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
S1A | Al |S1B|S2A | A2 | S2B | S3A | A3 | S3B
G2 |10-C 11 44" 44-R

Tabla N*° 9. Mapas del grupo 2

La tabla nos muestra un grupo de profesores cuyas producciones iniciales no tenfan siste-
mas de representacién estructurados, no estaban organizadas por sistemas de representa-
cién y en las que la descripcién estaba centrada en la ecuacién cuadritica. Creemos que
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este es el tipo de descripcién tipica de aquellos profesores que se enfrentan por primera
vez a la tarea de describir un objeto matemdtico con la herramienta de los mapas concep-
tuales (dado que este grupo no tuvo esa formacién previa). La tabla también nos muestra
que esta visi6n permanecié durante bastante tiempo, pero que cambié abruptamente des-
pués de la asesorfa del andlisis de instruccién. Aqui se dio una re-estructuracién global,
pues éste mapa tenfa cuatro sistemas de representacién estructurados®, m4s de una forma
simbélica, conexiones entre estas formas y varias conexiones con otros sistemas de repre-
sentacion. En la dltima produccién, las técnicas de manipulacién simbdlica aparecen como
relaciones entre elementos. Surgen entonces varias preguntas para ser respondidas por las
otras fuentes de informacién:

¢ ;Confirman las otras fuentes de informacidn la evelucién de las producciones
de este grupo?

» ;Por qué este grupo comenz6 con producciones poco avanzadas y permane-
cié por tanto tiempo en ellas?

* ;Qué motivé el cambio abrupto en el mapa que produjeron después de la
segunda asesorfa?

e ;Hay algin indicio de que este cambio de visién permaneci6 en el tiempo y
no fue un evento coyuntural?

A continuacién vamos a analizar la informacién de las otras fuentes con el propésito de
aproximarnos a estas preguntas.

Andlisis cuantitativos
La tabla presenta el nimero y porcentaje de cajas pertenecientes a cada sistema de repre-
sentacion y el nimero y porcentaje de conexiones implicitas y explicitas.

1 2 5 [ 8 9
# % #1{% # % # %o # % i#f %

Sistemas de representacion

Simbdlica 4 i33% 5 {63% 5 i20% |60 i54% 54 52% :56 152%

Gréfica 5 i42% 1{13% 4 i16% (23 i21% [23 [22% :25 i23%

Numérica 2 i17% 1{13% 4 16% j6 5% (10 [10%:9 8%

Verbal 1 ig% 1113% 5 i20% 6 5% 7 [7% ¥ {I%

Geométrica 0 0% 0 10% 7 i28% 17 i15% {10 [10% 10 (9%

Total 12 8 25 112 104 107
Conexiones

Implicitas 0 0 1 1100% (56 :100% {16 155% {16 155%

Explicitas 0 0 0 0% 0 0% 113 i45% {13 145%

Total 0 0 1 56 29 29

Tabla N° 10. Sistemas de representacion y conexiones. Grupo 2

5 Este es el origen dol asterisco. Al tener cuatro sistemas de representacién estructurados deberia ubicarse enla
familia de mapas cuyo primer digito es 3. No obstante, tiene varias conexiones con otros sistemas de represen-
tacién (opcién que no existe en esta familia). Consideramos esta segunda caracteristica “miés fuerte” que la pri-
meray, por esa razén, lo ubicamos en la familia de mapas cuyo primer digito es 4.
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La figura muestra gradficamente la evolucién de las proporciones para los sistemas de re-
presentacion y para las conexiones,
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50%
40%
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20%
10%

0%

B simboiica® Grafica® Numérica
M Geomeétrica L Verbai

o Expﬁcitas. implicitas

Figura N° 6. Sistemas de representaciin y conexiones, Grupo 2

La tabla y as figuras nos muestran que las producciones iniciales de este grupo eran poco
complejas. El tamafio de los mapas era reducido y, aunque contienen cajas para casi todos
los sistemas de representacién, esto parece ser consecuencia de la imposicion de utilizar-
los, pues cada sistema de representacién contiene muy pocas cajas. En estas producciones
iniciales hay muy pocas conexiones (cero o una). Cuando el mapa “explota” (mapa 6), ve-
mos que los sistemas de representacién contienen un niimero mayor de cajas y aparecen
conexiones, tanto implicitas, como explicitas.

Andlisis de textos y registros de entrevistas

Este grupo estaba conformado por profesores que no habfan tenido ningin contacto pre-
vio con las herramientas utilizadas en el estudio. Creemos que ésta es la principal razén
por la cual sus producciones iniciales son poco complejas, este nivel de complejidad se
mantiene durante cierto tiempo, y ellos satisfacen de manera solamente formal la condi-
cién de mencionar los sistemas de representacién. Dado que los mapas conceptuales que
ellos estaban produciendo tenfan poca sofisticacién, no les fue posible hacer el andlisis
instruccional con base en esos mapas y, por consiguiente, no pudieron satisfacer una de
las condiciones de esta tarea. Decidieron, entonces, producir un mapa conceptual para
cada una de las fuentes que consideraron en ese andlisis. Es decir, produjeron un mapa
conceptual para cada uno de los libros de texto analizados y para cada uno de los profe-
sores entrevistados. El punto de quiebre tuvo lugar en la reunién de asesorfa en la que
presentaron estos mapas. Nosotros Jes pedimos que hicieran un solo mapa conceptual en
el que se pudiera describir cada una de las fuentes de informacién. Con motivo de esta
sugerencia y de la participacién mds activa dentro del grupo de una profesora que tenia
alglin conocimiento previa de las herramientas, este grupo produjo el mapa 6 en el que se
da la re—estructuracion identificada con el instrumento de codificacién.

Parece ser que esta re-estructuracién no fue coyuntural. Su cambio de vision se aprecia
inicialmente en los textos que escribieron para el andlisis de instruccién, pues afirman, por
ejemplo, que los maestros “no establecen conexiones ni hacen variaciones en hy k entre
otras. No establecen relaciones entre lo simbélico y lo gréfico y se hallan los ceros pero no
se llevan a la grdfica”. Adicionalmente, afirman que “los textos [...] no presentan la cues-
1i6n cuadrética en sus representaciones sino que lo [muestran} de una manera fragmenta-
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da y no se amplia en diferentes formas de ver el mismo objeto matemdtico”. Esta vision
permanece, cuando mds tarde, realizan el andlisis cognitivo y llegan a afirmar que:

Es importantc que el estudiante relacione las constantes a. b y ¢ de Ia expresion ax+bx+c
con el vértice, foco, directriz y eje de simetria para que encuentre conexiones ligicas entre
cadn uno de estos elementos con las representaciones simbolica y tabular. Se espera que dadn
la representacion grdfica de la pardbola el estudiante pueda identificar cada uno de los ele-
nientos mencionados anteriormente y relacionarlos con ln expresién f(x) = ax’+hx+c.

GRuUPO 3

Atributos estructurales

La tabla presenta la evolucién de las producciones de este grupo de acuerdo al instru-
mento de codificacion por atributos estructurales.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
S1A | Al | S1B [S2A | A2 | S2B | S3A | A3 | S3B
G3 |20-0 22 23 32

Tabla N* 11. Mapas del grupo 3

La tabla nos muestra un grupo que no lleg6 nunca a describir el objeto matematico con la
perspectiva de los sistemas de representacion (el asterisco después del 32 en el mapa 7 re-
presenta precisamente eso: un mapa que tiene tres sistemas de representacion estructura-
dos, pero cuya organizacién no se rige por los sistemas de representacidn). Este grupo
nunca hizo conexiones entre las formas simbdlicas y tampoco presenta conexiones con
otros sistemas de representacion.

Andlisis cuantitativos
La tabla presenta el niimero y porcentaje de cajas pertenecientes a cada sistema de repre-
sentacion y el niimero y porcentaje de conexiones implicitas y explicitas.

1 3 5 6 5
# 1% # [% # % f 1% # 1%

Sistemas de representacién

Simbhélica 22 192% 23 i85% 5 110% 5 {10% 5 {8%

Grafica 1 4% 1 4% 32 163% 32 162% 32 i48%

Numérica 1 (4% 1 (4% 2 4% 2 (4% 10 [{15%

Verbal 0 (0% 1 (4% 5 {10% 6 {12% 8 [12%

Geométrica 0 0% 1 (4% 7 114% 7 113% 11 117%

Total 24 27 51 52 66
Conexiones

Implicitas 101100% 8 1100% (12 (100% [121100% (14 ;100%

Explicitas 0 0% 0 0% 0 (0% 0 0% 0 0%

Total 10 8 12 12 14

Tabla N° 12. Sistemas de representacion y conexiones. Grupo 3
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La figura muestra graficamente la evolucién de las proporciones para los sistemas de re-
presentacién y para las conexiones.
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Figura N° 7. Sistemas de representacion y conexiones. Grupo 3

La tabla y las gréficas ratifican las caracteristicas identificadas por el instrumento de codi-
ficacién. Se aprecian producciones en las que los otros sistemas de representacion tienen
poca importancia al comienzo y en los que, sorpresivamente, el sistema de representacién
simbdlico pierde importancia al final. Esto es debido parcialmente a que, al ro estar orga-
nizados por sistemas de representacioén, en algunos casos resulta dificil clasificar una caja
como perteneciente a un sistema, particularmente porque, como se aprecia en la grifica de
conexiones, hay gran cantidad (proporcionalmente) de conexiones implicitas que preten-
den identificar un mismo elemento en dos sistemas de representacién (gréfico y simbéli-
co). El hecho de que no hayan conexiones explicitas evidencia, de nuevo, la sofisticacién
restringida de las producciones de este grupo.

Anilisis de textos y registros de entrevistas
El andlisis de instruccién de este grupo presenta una situacién sui-generis. La descrip-
cién del contenido de dos libros de texto resalta la existencia de representaciones simboli-
cas y gréficas y de relaciones entre ellas. Sin embargo, el mapa en el que se identifican los
elementos que caracterizan estos libros de texto no estd organizade por sistemas de
representacion y presenta una confusién en Ja manera de representar las conexiones que
aparecen en los textos. Parece evidente que este grupo, atin en el momento en el que
estaba realizando el andlisis de instruccién (habiendo conocido los mapas de otros gru-
pos y habiendo analizado los libros de texto), no comprendia la nocién de sistema de
representacién como elemento organizador de las descripciones. Pensamos que una de
las razones para esta situacién tiene gue ver con la inexistencia de interaccion en este
grupo por el hecho de haber quedado conformado por una sola persona.

Su confusién sobre los sistemas de representacion se hace evidente en el analisis cog-
nitive cuando incluye la representacion numérica dentro de la representacion grafica al
describir lo que un profesor piensa acerca de lo que debe saber un alumno:

Construccién de la representacién grdfica incluyendo tabulacion, dominio y rango.

Este grupo nos presenta evidencias de que el esquema de interaccién no es infalible en el
prop6sito de promover la consciencia, tanto de la complejidad, como de la potencia de los
sistemas de representacién como elemento organizador de las descripciones de un objeto
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matemdtico. Hay que resaltar, en todo caso, que, dado que el grupo estuvo compuesto por
una sola persona (sus compaiieros se retiraron al comienzo del esquema de interaccién),
el esquema no pudo operar como se esperaba. Se podrfa argumentar (aunque no tenemos
informacion suficiente para sustentar la tesis) que la razén por la cual el grupo no pudo
avanzar fue precisamente que no pudo tener interaccién. La profesora que compuso el
grupo nos menciond repetidamente ésta, como una circunstancia que restringia su trabajo.

GRuUPO 4

Atributos estructurales
La tabla presenta la evolucién de las producciones de este grupo de acuerdo al instru-
mento de codificacién por aiributos estructurales.

1 2 (3|4 516789
S1A | A1 |SIB|52A| A2 |S2B[S3A|A3)S3B
G4120-CO 45R

Tabla N° 13. Mapas del grupo 4

La tabla nos muestra un grupo que tuvo un cambio cualitativo importante, muy temprano
ent el proceso. Pasé de un mapa inicial con un sistema de representacién estructurado, que
no estaba organizado por sistemas de representacién, con menos de dos formas simbélicas
y sin conexiones entre ellas, a un mapa, producido después de la primera asesorfa, que
contiene todas las caracteristicas que podfa identificar el instrumento de codificacién.

Anilisis cuantitativos
La tabla presenta el namero y porcentaje de cajas pertenecientes a cada sistema de repre-
sentacion y el niimero y porcentaje de conexiones implicitas y explicitas.

] 1 2 3 6 9
Sistemas de representaciéon  # 1% # % # 1% # 1% # {%
Simbdlica 7 144% 15 {60% |84 167% (B0 |64% (37 [34%
Grafica 1 j6% 5 {20% 16 113% 120 :16% ({29 127%
Numérica 1 16% 1 i4% |7 6% 19 7% 12 111%
Verbal 1 16% 3 {12% {7 6% {9 7% 13 112%
Geométrica 6 {38% 1 4% 12 {10% |7 6% 17 {16%
Total 16 25 126 125 108
Conexiones
Implicitas 0 0% 5 {83% {48 [91% 148 [81% |5 33%
Explicitas 1 J100% 11 {17% {5 19% {11 119% 110 167%
Total 1 6 53 59 15

Tabla N° 14. Sistemnas de representacién y conexiones. Grupo 4
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La figura muestra gréificamente la evolucién de las proporciones pafa los sistemas de re-
presentaciéon y para las conexiones.
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Figura N° 8. Sistemas de representacion y conexiones. Gripo 4

La tabla y las graficas complementan los resultados de} instrumento de codificacién. Apre-
ciamos que el sistema de representacién tuvo importancia desde ef comienzo. Por otra
parte el dltimo mapa (que es equivalente al tercero desde la perspectiva del instrumento
de codificacién) presenta unas proporciones muy equilibradas entre los diferentes siste-
mas de representacién. En particular, este es uno de los mapas en el que el sistema de re-
presentacién simbélico tiene una proporcion menor. Ademds, la gréfica de conexiones nos
muestra que, para este mapa, habiéndose reducido en tamaiio, contiene informacién simi-
lar y muchas conexiones implicitas desaparecieron, permitiendo que las conexiones expli-
citas asumieran mayor importancia.

Andlisis de textos y registros de entrevistas

En su andlisis de instruccién se aprecia claramente la visién que este grupo desarroll6 de
los sistemas de representacion y del juego de las formas simbélicas. Esto se evidencia en
la descripcién que ellas hacen de las experiencias de los colegas:

La mayoria de los docentes empiezan con la funcion cuadritica con la representacion simbo-
lica y=ax?; pasan a la tabular y grdfica. En la representacion grifica se hace un andlisis don-
de se observan las caracteristicas y elementos de la pardbola y se repite el ciclo para
y=ax?+bx+c. Para y=ax® ¢l vértice se da y observa claramente y en y=ax*+bx+c, se resalia
el vértice grdficamente, pero no se completa el cuadrado, o si se completa no se adguiere des-
treza en esa parte algebraica.

{...] Las familias de pardbolas con sus efectos visibles, tales como dilatacion, traslacion y re-
flexidn se realiza en forma aislada, no se profundiza, no se resalta, ni se hace énfasis en cada
una de lns transformaciones. [...] En geometria analitica ensefian la pardbola con sus carac-
teristicas: foco, vértice, directriz, lado recto, pero no demuestra de dénde se origina cada uno
de estos items. En la parte simbolica solamente se tiene en cuenta y=ax>+bx-+c y 1o se tiene
en cuenta las otras formas simbglicas ni sus relaciones posibles”.

Una de las profesoras resefia Ia forma tradicional como elia presentaba el tema al describir
lo que llama “objetivos”:
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Identificar una funcién cuadrdtica; representar en el plano funciones cuadriticas; resolver
ecuaciones cuadriticas; identificar las raices de una ecuacion cuadrdtica; analizar y plantear
problemas que originan ecuaciones cuadrdticas con una variable.

Lo anterior contrasta con la descripcion que este grupo hizo, en el andlisis cognitivo, de lo
que serfan los objetivos de una actividad que estaban proponiendo:

Identificar los temas y subtemas de la funcién cundrdtica que los alumnos de grado undéci-
moy los docentes de matemdticas creen manejar con alguna propiedad; identificar In funcién
cuadrdtica por medio de In representacion grdfica, numérica y stmbolica; conocer las carac-
teristicas geomeétricas de las pardbolas; identificar las funciones cuadrdticas a partir de las
expresiones simbolicas.

La importancia que le dan a las conexiones se aprecia cuando resaltan la conexién entre lo
gréfico y lo numérico en un sentido no tradicional. Ellas se preguntan:

¢ Serd cierto que los alumnos comprenden la represeniacion grifica de la funcion cuadritica,
tienen clara las diferentes formas simbolicas de representacion, son capaces de hacer una re-
presentacion tabular a partir de una representacion grdfica?

GRUPO §

Atributos estructurales
La tabla presenta la evolucién de las producciones de este grupo de acuerdo al instru-
mento de codificacién por atributos estructurates.

1 2 3 4 5 6 |7 8|9
S1A | Al |SiB|S2A| A2 |52B|S3A{A3|S3B
G4 |32-CO 32"-R 43 45

Tabla N° 15. Mapas del grupo 5

Este grupo presenta una serie de producciones gue parten de un mapa con mds de un sis-
terna de representacion estructurado y mds de una forma simbélica, pero teniendo como
centro a la ecuaci6n cuadratica y enfatizando en los procedimientos de manipulacién sim-
bélica. En el segundo mapa ellos intentan utilizar una representacién en forma de “mapa
arafia” (spider map) que implica que no se puede afirmar que esté organizado por sistemas
de representacion (ésta es la razon del asterisco). Sus producciones se mantienen constan-
tes (de acuerdo al instrumento de codificacién) hasta la segunda asesoria. Este cambio (en
el que se tienen los cinco sistemas de representacién estructurados, aparecen conexiones
con otros sistemas de representacién y hay conexiones con otras formas simbélicas) muy
posiblemente es producto de haber conocido los mapas de los otros grupos. Al final del
proceso presentan un mapa con varias conexiones con otros sistemas de representacion.
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Anilisis cuantitativos

La tabla presenta el niimero y porcentaje de cajas pertenecientes a cada sistema de repre-
sentacién y el niimero y porcentaje de conexiones implicitas y explicitas.

1 2 5 6 g
#i {% # % # [% # % # %
Sisternas de representacion
Simbdlica 6 {33% |18(62% |21(26% (26 {18% (35 |23%
Gréfica 12167% 19 [31% (16 |20% {41 [29% {36 ]24%
Numérica 0 {0% 1 {3% j7 |9% (24 117% {22 {14%
Verbal Q0 (0% T {3% [14i17% {31 {22% {32 |21%
Geométrica 0 {0% 0 (0% [24[29% {19 |[13% {28 {18%
Total 18 29 82 141 153
Conexiones
Implicitas 1 {100% i1 {50% (10i100% {18 {100% {16 {100%
Explicitas 0 0% 1 {50% {0 {0% 0 0% 10 0%
Total 1 2 10 18 16

Tabla N° 16. Sistemas de representacion y conexiones. Gripo 5

La figura muestra grdficamente la evolucién de las proporciones para los sistemas de re-
presentacién y para las conexiones.
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Figura N° 9. Sistemas de representacion y conexiones. Grupo 5

La tabla y las graficas muestran producciones en fas que el sistema de representacién sim-
bélico juega un papel menos preponderante que en los otros grupos. De hecho, Jos dltimos
mapas presentan un equilibrio remarcable entre todos los sistemas de representacién. Sin
embargo, también hay que resaltar que el grupo tinicamente presenta un mapa en el que
aparece una sola conexién explicita.

Anilisis de textos y registros de entrevistas

La evolucién de los mapas muestra claramente que el grupo inici6 con concepciones
poco desarrolladas y claramente fueron evolucionando. Hay momentos de la evolucién
donde se aprecia el conflicto entre sus concepciones previas y la experiencia que viven en
el trabajo.

REPORTE CUADRATICAS AC 59



Su visién inicial relativamente sofisticada se evidencia en sus comentarios para el and-
lisis de texto:

Vemos que aunque toca cada representacion no lo hace de forma explicita, sino que todas es-
tdn involucradas a ln vez.

En este texto solo se aborda la parte algoritmica de la ecuacidn cuadvitica, sin hacer mucho
énfasis en la definicion y grdfica de ésta. No se trabaja en la diferenciacion de las vepresen-
taciones de ln funcién cuadrdtica, ni en su conceplo.

En ninguno estudian las cinco representaciones. Hay mayor énfasts en la parte simbélica.
Trabajan mdximo dos clases de parametrizacion. Hay bastante énfasis en la deduccion y ln
aplicacion de la formula general para hallar las raices de la ecuacion de segundo grado.

Desafortunadamente el grupo no presento comentarios escritos al analisis cognitivo (no

era obligatorio) y por consiguiente no es posible verificar el avance que se percibe 1a final
del proceso.
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Conclusiones

El problema general que dio lugar a este estudio tenfa que ver con la contrastacién de
una hipétesis que surgi6, a nivel intuitivo, a lo largo de la realizacién de varios progra-
mas de formacién permanente de profesores. Nosotros percibimos que, cuando los profe-
sores se enfrentan al problema de analizar un concepto matematico desde la perspectiva
del andlisis did4ctico (andlisis de contenido, andlisis de instruccién y andlisis cognitivo)
con la ayuda de los sistemas de representacién y los mapas conceptuales como eje organi-
zador, fos primeros, y como herramienta de representacién, los segundos, entonces los
profesores se hacen paulatinamente mds conscientes de la complejidad del contenido
matemadtico en cuestién y de la problemitica de su ensefianza y aprendizaje. Resultaba
evidente que, para aproximarse a esta hip6tesis, era necesario darle un significado al tér-
mino “consciencia de la complejidad”, significado éste que permitiera una aproximacién
sistemdtica y objetiva a las actuaciones de Jos profesores, inicoe medio de exploracién dis-
ponible. Para explorar sistemdticamente esta hipétesis, se disefié un esquema de
interaccién basado en dichas herramientas did4cticas y se recolecté informacién por
parte de los grupos de profesores. Esta informacién estaba presentada en forma de
mapas conceptuales. Para analizarla, se disefi6 un instrumento de codificacién que,
basado en un anilisis conceptual de los mapas conceptuales, los sistemas de representa-
cién, la funcién cuadritica y las concepciones de los profesores, permiti6 caracterizar fas
producciones de los diferentes grupos. Esta caracterizacién, junto con el andlisis de la
evolucién de cada uno de los grupos (basada en los textos producidos por ellos y en el
registro de su interaccién con los investigadores), corroboré ta hipétesis inicial. Las pro-
ducciones de los diferentes grupos muestran una evolucién a lo largo de los tres meses
de trabajo. Mientras que hay grupos avanzan rdpidamente, hay otros que logran produc-
ciones sofisticadas, pero después de bastante esfuerzo. Por otro lado, hay grupos que
lograron una evolucién menos desarrollada, a pesar de haber traba]ado juiciosamente en
el proyecto. El anélisis mtra—grupa muestra que la formacién previa de los profesores,

los aportes de los mvestlgadores en las asesorfas, el conocimiento de las producciones de
los otros grupos y la posibilidad de trabajar e interactuar en grupo son factores que afec-
tan la evelucién de las producciones de los profesores. Por lo tanto, no es posible afirmar,
como era de esperarse, que las herramientas diddcticas propuestas puedan, por si mis-
mas, afectar las concepciones de los profesores, La evolucion en las producciones de los
profesores es producto de una experiencia de trabajo e interaccién en la que etlos pudie-
TON poner €n juego sus concepciones previas y en la que ellos enfrentaron retos que los
llevaron a re—estructurarlas y desarrollarlas. Aunque tenemos informacién parcial (de
profesores que participaron en programas anteriores) sobre la permanencia de estas re~
estructuraciones, no podemos afirmar con seguridad que los efectos observados en este
estudio permanezcan en el tiempo. No obstante, la alta correlacién entre el hecho de
haber participado en programas que utilizaban jas herramientas por parte de algunos
grupos y la complejidad de las producciones iniciales en este estudio de estos grupos,
tiende a corroborar esta hipétesis.

APORTES

Concepciones de los profesores

Consideramos que hemos hecho una serie de aportes en este estudio. En primera instan-
cia, pensamos que el estudio muestra una manera sistemdtica de aproximarse a la proble-
mética de la evaluacién del impacto de programas de formacién permanente de
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profesores. Esto se debe a que partimos de lo que podrian ser unos objetivos de un pro-
grama de este tipo y diseftamos, implantamos y evaluamos una serie de instrumentos
que permiten explorar la medida en que estos objetivos se pueden lograr. Consideramos
que éste debe ser un aspecto central de la evaluacién de impacto de programas de forma-
cién permanente de profesores. Una caracteristica adicional de esta manera de evaluar el
impacto consiste en que la evaluacién proporciona informacion relevante para la mejora
de los programas que se evaldan. En este caso particular, comprobamos, por ejemplo, la
importancia del trabajo en grupo y de la socializacién permanente de las producciones de
los profesores. Adicionalmente, comprendimos con mayor claridad la dificultad de intro-
ducir los sistemas de representacién como elemento organizador del trabajo de los profe-
sores.

La exploracién de las concepciones de los profesores involucra una problemdtica com-
pleja. En muchas ocasiones esta exploracién tiende a estar descrita en términos puramente
cognitivos que involucran modelos que no permiten hacer observaciones y andlisis siste-
maticos. Consideramos que Ja manera como nos hemos aproximado a esta problematica
resuelve al menos parcialmente esta situacion. Al definir las concepciones de los profeso-
res con base en sus producciones y al escoger un cierto tipo de producciones (tos mapas
conceptuales), hemos podido disefiar una estrategia operacional para indagar de manera
sistemdtica y objetiva las concepciones de los profesores sobre la funcién cuadritica. So-
mos conscientes de que esta aproximacién operacional ofrece una “ventana parcial” a las
concepciones de los profesores que no permite observar muchas caracteristicas y facetas
de estas concepciones. No obstante, el hecho mismo de haber construido esta aproxima-
ci6n con estas caracteristicas, nos permite presentar unos resultados cuya validez nos sa-
tisface.

Aunque este estudio se centrd en una “exploracién dindmica” de las concepciones de
los profesores y, por lo tanto, se interes6 primordialmente en la evolucién de sus produc-
ciones, también nos aporta informacién importante sobre las concepciones “iniciales” de
los profesores. En particular, se observa que aquellos profesores que no han tenido contac-
to previo con los mapas conceptuales, los sistemas de representacién y el anélisis
diddctico, tienden a tener una vision esencialmente procedimental y simbélica del objeto
matemdtico en cuestién. Ellos ven la ecuacién cuadrética y los esquemas de manipulacién
simbélica (férmula cuadratica, completacion de cuadrados, factorizacién, etcétera) como
el centro de la descripcién de 1a “cuestién cuadratica”. Como se observard en otro estudio
(andlisis de instruccién) ésto es, al menos parcialmente, consecuencia de la manera como
los libros de texto presentan el tema, y ésto a su vez es consecuencia de las directivas na-
cionales que existieron durante un buen tiempo sobre el tema. Por consiguiente, no debe
sorprender en absoluto que los estudiantes tengan también esta visién parcial del tema
matemdtico en cuestién.

Aportes metodolégicos
El esfuerzo que reatizamos para llegar a tener un instrumento de codificacién de las pro-
ducciones de los profesores, nos permitié producir una caracterizacién de estas produc-
ciones que consideramos muy importante. Por lo menos para el caso particular que se
estudid y dentro de las restricciones del mismo, resulté que las producciones de los pro-
fesores se agrupan en un grupo bastante reducido de mapas conceptuales, dentro de un
espectro bastante amplio de posibilidades (ver figura 4). De cierta manera, los resultados
muestran unos “caminos tfpicos” de evolucién de ias producciones de los profesores. Por
supuesto, no podemos afirmar que éste sea el caso para otros profesores y otros esque-
mas de interaccion, pero consideramos que la caracterizacién de las producciones pro-
puesta en este estudio puede ser una guia para exploraciones futuras de las concepciones
de los profesores.

El instrumento de codificacién es otro de los aportes de este estudio. Somos conscientes
de que este instrumento es especifico para un tema matemético y un cierto tipo de produc-
ciones (funcién cuadratica y mapas conceptuales) y para un cierto esquema de interaccién
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(que tiene a los sistemas de representacién como elemento organizador). No obstante,
creemos que una exploracién parcial de las concepciones de los profesores de matematicas
de secundaria y educacidn media puede hacerse con base en este instrumento, una vez se
haya trabajado brevemente con ellos en la problemitica de los sistemas de representacion.
Por otro lado, el instrumento de codificacién propuesto aqui puede servir de base para el
disefio de otros instrumentos de codificacién y andlisis de producciones de los profesores,
cuando éstas se hacen en forma de mapas conceptuales. Como se describird en seguida, el
instrumento de codificacién en cuestion basa su potencia en el hecho de que analiza los
mapas conceptuales teniendo en cuenta tanto su estructura, como su contenido. El andlisis
de producciones de profesores (0 estudiantes) sobre otro tema matemdtico podria, con
base en un andlisis de contenido detallado, identificar nuevos atributos estructurales para
ese tema que permitan disefiar un nuevo instrumento con las caracteristicas simifares a las
del que utilizamos en este estudio.

Aportes conceptuales

El estudio también hace algunos aportes conceptuales. En primera instancia, presenta-
mos una descripcién detallada de la funcién cuadrdtica desde la perspectiva del andlisis
de contenido. No conocemos por ahora ninguna publicacién que presente este tema
matemdtico con este nivel de detalle. Pensamos que este mapa conceptual y su corres-
pondiente descripcién pueden servir de referencia (como nos sirvieron a nosotros) para
otros proyectos de investigacién y, particularmente, para proyectos de innovacién curri-
cular por parte de profesores interesados. Con base en este mapa conceptual es posible
aproximarse sistemdticamente a la problemética cognitiva del estudiante con respecto al
tema y, con base en ella, a la problemdtica de disefar actividades que permitan afron-
tarla.

Hemos hecho también un aporte en el anilisis de la estructura de los mapas concep-
tuales. Este andlisis, que tiene cardcter general para mapas conceptuales en matemticas,
se basa en Ja caracterizacion de los diferentes tipos de conexiones que puedan darse en un
mapa conceptual que describe un objeto matemdtico. Hemos identificado conexiones ba-
sicas, implicitas y explicitas, puntuales y globales, internas y externas, y con otros sistemas
de representacién. La codificacion de los mapas conceptuales que realizamos durante el
estudio nos permite afirmar que la clasificacién de las conexiones que aparecen en un
mapa es un factor descriptor importante de las caracterfsticas del mismo.

También hemos aportado ideas que consideramos importantes en el drea de la relacion
entre los mapas conceptuales, los sistemas de representacién y la duatidad operacional-
estructural. Por un lado, hemos mostrado c6mo un mapa conceptual, como instrumento
de descripcién de un objeto matemitico desde la perspectiva didéctica, permite observar
todas las actividades matematicas descritas por Kaput (1992) con base en los sisternas de
representacién. En particular, es posible observar (en forma de conexiones) las transfor-
maciones sintdcticas, las traducciones entre sistemas de representacién, el proceso de mo-
delaje y la materializacién. Con respecto a este tiltimo punto, sugerimos que existe una
relacion estrecha entre la dualidad operacional-estructural y los sistemas de representa-
cién y mostramos c6mo es posible observar en un mapa conceptual si una produccién se
basa en una visién operacional o en una visién estructural.

Perspectivas
Los resultados de este estudio nos aportan de manera importante para Ja mejora de nues-
tros programas de desarrolio profesional de profesores de mateméticas. Esperamos que
también puedan aportar para el diseiio de otros programas por parte de otros grupos de
investigacion.

Consideramos que ésta es, en todo caso, una aproximacién parcial a la problematica de
las concepciones de los profesores sobre la funcién cuadratica. Si se desea profundizar so-
bre el tema, es necesario diseftar instrumentos de recoleccion, codificaci6n y andlisis que
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permitan explorar otros aspectos de estas concepciones e inducir nuevas formas de trian-
gular los resultados de los andlisis.

Los resultados del estudio sugieren que las herramientas diddcticas y el esquema de
interaccién propuesto afectan las concepciones de los profesores. Sin embargo, no es po-
sible concluir, a partir de estos resultados, que la prictica docente del profesores haya sido
afectada’. Para ello, es necesario estudiar esta préctica e intentar explorar las posibles co-
nexiones entre ella y las concepciones de los profesores. Adicionalmente, tampoco es po-
sible hacer afirmaciones sobre la formacién matemadtica de los estudiantes. Esto requeriria,
de nuevo, otro proyecto de investigacion.

7'Aﬁnque comprobamos claramente que el esquema de interaccién preparé y motivd a los profesores para dise-
hat actividades de clase sobre el tema.
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Introduccion

En este documento reaccionamos a la evaluacién del reporte de este proyecto. Esta eva-
luacién pedfa (IDET, 1999): '

describir el Hpa de interacciones que se provocaron, el tpo de argumentacion que se poten-
cid, los momentos ext los cuales aparece una nuem informacion, etc. de tal manera que se
puedn deducir que fue el tipo de proceso seguido el que permitio a algunos grupos complefi-
zar sus mapas 6 como lo dicen los investigadores “explotar” los mapas. Creo que esta parte
debe quedar clara, porque gran parte de los elementos, welaciones y conexiones que los pro-
fesores infroducen en sus mapas conceptuales pueder. ser informadas (por gjemplo, most vin-
doles el mapa de referencin) a cada uno de ellos y entonces, podria ser que, aungue aparezcan
esos elementos en los mapas conceptuales, las concepciones de los profesores no hayart cant-
bindo, solo cambia la cantidad de informacitn que “introducen” eit los mapas conceptuales.

En particular se podria detaliny mucho mds cual fue el enfoque y los procedimientos usados
en las entrevistas, las asesorias y Ias intervenciones de ios investigadores hacia el trabajo de
los profesores, cont lo que esta parte del trabrjo quedaria lo suficientemente explicita Aunque
el andlisis instructivo y cognitivo no son parte especifica del trabajo de investigacion, cuan-
do la consideran como elementos de contrastacion hacen uso de las comprensiones que los
profesores han elaborado sobre el contenido matemdtico (la funcion cuadrdtica), pata con-
trastar la informacton obtenida, por tal razin me parece pertinente que también estos itis-
trumentos se especifiquen, es decir se explicite como es que ellos fueron construidos y cuales
fueron los procedim ientos de andlisis usados.

Pretendemos aquf presentar la informacion que se requiere. Lo haremos en varias partes.
Por un lado, describiremos los principios generales que gufan el comportamiento de los
investigadores en la interaccién con los profesores. Por el otro, haremos algunas aclaracio-
nes sobre la manera como estos principios generales se expresaron en el caso especifico de
este proyecto. Para ello, tenemos en cuenta los objetivos del mismo, junto consu contenido
matemdtico y las caracterfsticas de los profesores participantes. Finalmente, presentamos
conun poco més detalle las caracterfsticas de los médulos de instruccién y cognitivo. Tan-
bién describimos la manera como manejamos la interaccién para estos modulos.
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Principios generales

Resulta muy diffcil presentar, a manera de algoritmo, la forma como se prevé la
interaccién entre investigadores y profesores dentro de nuestros programas de desarrollo
profesional. Es evidente que no existe un procedimiento predeterminado que pueda
caracterizar esta interaccién. La manera como se da esta interaccion depende de muchos
faciores. En particular, esta interaccién depende del conocimiento y las visiones de quie-
nes gufan y controlan la interaccién. Por consiguiente, su comportamiento estard guiado
por este conocimiento y estas visiones. Este comportamiento tendrd como telén de fondo
los objetivos de la sesién de interaccién v la relacién de estos objetivos con los objetivos
generales del programa de desarrollo profesional. Teniendo como base los conocimiento
y las visiones de los investigadores, por un lado, y los objetivos de la sesién de
interaccién, por el otro, el comportamiento de los investigadores serd también una conse-
cuencia de los intereses, las dificultades v las producciones de los profesores en ese
mormento. En resumer, el comportamiento de los investigadores en una inferaccién tiene
un cardcter parciaimente aleatorio, pero surge de la relacion entre sus conocimientos y
visiones, los objetivos que se buscan y los “datos iniciales” que proveen los profesores.
Estas son las razones por las cuales no es posible definir un procedimiento algorftmico
que describa este comportamiento. No obstante, nuestros programas de desarrollo profe-
sional siguen unos principios generales que enmarcan la interaccion entre los tres facto-
res que acabamos de mencionar. A continuacién describimos estos principios.

PROPOSITO GENERAL

El trabajo con los profesores sigue un propésito general. Se trata de

crenr espacios de trabajo e inferacciin en los que los profesores puedan porer ex Juego sus
concepciones previas y en los que ellos enfrenten retos y vivan confliclos que los lleven a re-
estructurar y desariollar estas concepciones

Este propésito general nos permite introducir la mayorfa de los principios generales.

PRINCIPIOS GENERALES

La siguiente es una lista de principios que gufan el comportamiento de los investigadores
en las instancias de interaccién y que crean un marco de referencia para el trabajo de los
profesores.

Partir del conocimiento y las visiones de los profesores. Nuestros programas de desarrollo pro-
fesional parten del conocimiento, las visiones y la experiencia de los profesores participan-
tes. Es decir, tienen en cuenta todo este bagaje. Por lo tanto, Jas tareas que se le pidena los
profesores y la manera como los investigadores reaccionan a sus producciones dependen
directamente de este marco de referencia. Este es el marco de referencia principal, aun si
éste pueda estar en contradiccién parcial conel conocimiento de la comunidad. Este tema

tiene que ver con el segundo principio.
No se “impone” una verdad. Nuestros programas de desarrollo profesional no pretenden

“{ransmitir” un conocimiento pre—establecido con el propésito de que los profesores lo re-
pliquen en su préctica docente. Por esta razén, los esquemas de interaccién tienen una
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porcién muy baja de presentaciones magistrales por patte de los investigadores. La discu-
si6n sobre la “teorfa” tiene lugar dentro del contexto de los trabajos de los profesores. Eilos
son quienes deciden si algin texto o teorfa puede serles util para su trabajo. La teoria juega
entonces el papel de elemento organizador del trabajo de los profesores. Los investigado-
res buscan insinuar algunas ideas que pueden permitirle a los profesores ver su problemas
de manera alternativa. Pero son los profesores quienes deciden si esto les es de utilidad.

Esquema de trabajo. El esquema de trabajo se encuentra completamente basado en la pro-
duccién y discusién de documentos. El proceso parte de una tarea {producto de un pro-
blema que se ha discutido con los profesores). Los grupos de profesores deben buscar una
solucién a este problema y producir un documento de borrador con su propuesta. Este do-
cumento es presentado a los investigadores en una entrevistaa la que asisten dnicamente
Jos miembros del grupo en cuestion. Ellos presentan y defienden su trabajo. Los investi-
gadores reaccionan a este trabajo. A partir de la presentacién y la reaccién surge un nuevo
problema y una nueva tarea, relacionados con el problema y la tarea originales, y los pro-
fesores deben buscar una solucién y producir un nuevo documento. Este documento es
entregado en la sesién de socializacién. En esta sesion, los profesores deben presentar su
trabajo a todos sus colegas. Tanto colegas, como investigadores reaccionan de nuevo al tra-
bajo de los profesores. Esta reaccién puede ser utilizada por el grupo de profesores para
mejorar su trabajo. Este trabajo mejorado serd utilizado como punto de partida parael
nuevo problema y la nueva tarea que inicia un nuevo ciclo de interaccidn.

Trabajo en grupo. El trabajo de los profesores se hace siempre en grupo. Los resultados del
estudio muestran que éste es un factor central en la calidad y profundidad de las produc-
ciones de los profesores. Por razones logfsticas los grupos se tienden 2 formar con profe-
sores que trabajan en la misma institucién o en instituciones que se encuentran cercanas
unas a ofras. Preferimos los grupos de tres o cuatro profesores. Este esquema de trabajo
obliga a los profesores a discutir entre ellos y a construir socialmente sus producciones.
Genera también situaciones de conflicto, cuando diversos profesores tienen posiciones di-
ferentes sobre una cuestién particular. Ellos debe buscar una acuerdo, pues tienden a perr
sar, aunque no es un requisito, que es importante llegar con una posicién unificada a las
sesiones de asesoria y socializacion.

Importancia de la socializacitn. La socializacion es un factor catalizador muy importante. El
hecho de tener que hacer una presentacién (ya sea para la entrevista o para Ia sesién ple-
naria) tiene efectos importantes que no se lograrfan si los profesores tuvieran dnicamente
que entregar un documento. Al tener que presentar su trabajo, los profesores se ven obli-
gados a construir argumentos que sustenten sus tesis. Adicionalmente, al tener que pre-
sentar su trabajo ante colegas de otras instituciones y al ser estos trabajos producto de
problemas y tareas similares, los grupos de profesores sienten la obligacién de “no que-
darse afrds”. Se genera un ambiente de “competencia positiva”. Este ambiente empuja a
los profesores a trabajar con mayor intensidad de la que normalmente nosotros espera-
mos.

Importancia de las entrevistas individuales. Los grupos de profesores consideran que las en-
trevistas individuales son importantes. Esto es natural dado que, en ellas, ellos reciben co-
mentarios especificos a sus trabajos. Esta es una situacién diferente de aquella en la que
los profescres reciben comentarios escritos sobre sus documentos o de aquelia en la que
los comentarios son generales para todos los grupos. Por otro lado, en estas entrevistas es
posible construir un “conflicto espedifico”. Es decir, al finalizar la sesién, los profesores
sienten una incomedidad, especifica al esfuerzo realizado y al documento producido, que
los motiva a mejorar este trabajo. Esta incomodidad es, en nuuchas ocasiones, producto de
una dualidad. Se trata de la dualidad entre la sensacién que ellos traen al inicio de la se-
sién de que su trabajo es de gran calidad y no tiene defectos, y la sensacién que tienen al
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final de la sesién, cuando reconocen que el trabajo sf tenfa defectos y de que es susceplible
de ser mejorado. El deseo de producir un trabajo de tanta calidad como sea posible los in-
duce a trabajar intensamente en la nueva versién del documento.

Importancia de manejay el conflicto. Los investigadores deben ser muy cuidadosos en el ma-
nejo del conflicto que se mencioné en el punto anterior. Este conflicto debe ser lo suficien-
temente intenso para motivar a los profesores a continuar trabajando. Pero no debe ser tan
fuerte como para desanimarlos. Por consiguiente, los investigadores, al criticar el trabajo
de los profesores, deben siempre apreciar el trabajo hecho. Elios deben hacer estos comen-
tarios positivos de manera explicita y repetitiva. Se debe buscar que los profesores sientan
que su trabajo es tan bueno que vale la pena mejorarlo.

Interés por progresar. E1 conflicto que se ha mencionado en los dos principios anteriores
debe ser el punto de partida del interés del profesor por progresar. Este interés debe ser
también guiado hacia la investigacion. Esta investigacién debe basarse tanto, en la inves-
tigacion bibliogréfica, como en la reflexién sobre la préctica. La investigacién bibliogréfica
estd guiada por las sugerencias de los investigadores. Estas sugerencias buscan indicarle
a cada grupo el tipo de lecturas que pueden aportar de manera eficiente a sus problemas,
dificultades e intereses. De esta manera, la lectura de la teorfa estd siempre motivada por
un problema préctico. Por el otro lado, las sugerencias y las criticas de los investigadores
deben buscar que el profesor reflexione sobre su practica. Los conflictes que hemos venido
mencionando son, en general, confliclos entre unas visiones de la realidad y la constata-
cién por parte de los profesores de que esa realidad es diferente de la que ellos esperaban.
Por lo tanto, es necesario inducirlos a que analicen y reflexionen sobre esa realidad. Tam-
bién es importante motivarlos para que hagan explfcitas sus visiones y busquen cuestio-
narlas. ~
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Aspectos especificos

Los principios generales que describimos en el apartado anterior son comunes a la mayo-
rfa de nuestros programas de desarrollo profesional. En el caso de este estudio particular,
hay aspectos especificos que lo caracterizan. Describimos a continuacién estos aspectos
especificos.

Visién por sistemas de representacion

El reporte hace suficiente énfasts sobre este tema y consideramos que estd descrito con
suficiente detalle en ese documento. Por consiguiente, aquf solamente los mencionamos.
Hacemos la aclaracién que el tema de los sistemas de representacion es potente en la
mayor parte de las mateméticas escolares, pero esta potencia no es necesariamente gene-
ralizada (e.g., geometria).

Visién funcional

Este fue otro aspecto que gui6 nuestro trabajo con los profesores. Querfamos promover la
visién funcional de las mateméticas escolares de la educacién media, en contfaposicién
con una visién puramente algebraica y procedimental. Somos conscientes de que ésta
puede convertirse una visién restrictiva. Aunque la visién funcional permite organizar el
contenido matemético de una manera sistemdtica, hay parcelas de las matematicas de la
educacién media que no pueden aprediarse apropiadamente a partir de una vision fun-
cional. No obstante, esta posicién permite introducir una problemdtica didéctica que se
considera central en la ensefianza y el aprendizaje de Jas matemdticas a este nivel.

Potencia de los mapas conceptuales

Este tema también fue tratado en detalle en el reporte. Resaltamos aquf su potencia, que
fue corroborada por los resultados del estudio.

Descripeién de un objeto matemdtico

Nuestra preocupacién es la ensefianza y el aprendizaje de las mateméticas en la escuela.
Se puede pensar que éste es un problema esencialmente “diddctico”, si se mira este tér-
mino desde la perspectiva de los problemas puramente metodolégicos. Nuestra posicidn
en este proyecto es que los problemas didacticos deben surgir, en su mayorfa, del andlisis
profundo y detallado del contenido matemdtico a ensefiar. Por esta razén, aunque el pro-
yecto cantiene médulos de instruccién y de cognicion, el trabajo se basa esencialmente en
el andlisis de contenido. Buscabamos que los profesores reconocieran que los problemas
de aprendizaje y ensefianza se aprecian y se comprenden mejor cuando se conoce y se
comprende apropiadamente la estructura del contenido matemdtico en cuestién.

Aplicaciones

El proyecto hizo énfasis en el tema de las aplicaciones del contenido matematico. Esta es
la razén de la existencia del mal llamado sistema de representacién “verbal”. Esta parte
del mapa conceptual buscaba inducir a los profesores a reflexionar sobre las aplicaciones
de 1a funcién cuadratica en ambitos diferentes del matemdtico. Aunque el proyecto no
tenfa un médulo de disefio curricular, muchos profesores reconocieron la conexién entre
las representaciones matemdlicas y las aplicaciones, por un lado, y las problemdticas del
modelaje y de la resolucién de problemas, por el otro.
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Funcién cuadritica

Este es el contenido matemética que fue seleccionado para el estudio. En el reporte se jus-
tifica esta seleccién. Aqui podemos reiterar que este tema es rico en diversos aspectos.
Por lo tanto, permite apreciar y estudiar las diferentes facetas de un objeto matematico.
En este sentido, introduce caracterfsticas que son comunes a muchos otros contenidos de

1a educacién media.

Conexiones

Dejamos de tiltimo este aspecto para efectos de resaltarlo. El proyecto buscaba mostrar Ja
complejidad del contenido maternatico, de su ensefianza y su aprendizaje al enfatizar la
manera como ese contenido matematico se encuentra interconectado. Los profesores
reconocieron que la comprensién depende del grado de conexién entre las diferentes
representaciones internas de un concepto. También reconocieron la importancia de pro-
mover estas conexiones en la ensefianza.
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Modulos |

Consideramos que los aspectos mds importantes de Ja interaccién entre los investigado-
res y los profesores han sido descritos en los apartados anteriores. No obstante, en este
apartado describimos el contenido y algunos aspectos adiciones de cada una de las tres
entrevistas que tuvieron lugar a lo largo del proyecto. Adicionalmente, aportamos alguna
informaci6n sobre los problemas y las tareas que los profesores tuvieron que abordar.

ANALISIS DE CONTENIDO

Seminario inictal

El médulo introdujo las nociones de sistema de representacion y de mapa conceptual. En
el seminario inicial, los profesores hicieron un primer intento de construir un mapa con-
ceptual para la funcién cuadratica. Estas producciones fueron discutidas al final de la
sesion. Esta discusién dio lugar para la definicién de Ja tarea: un mapa conceptual sobre
la funcién cuadrética teniendo a los sistemas de representacién como eje organizador y a
los mapas conceptuales como medio de presentacién.

Asesoria

Esta fue la primera sesién de asesorfa. Los grupos de profesores llegaron con mapas con-
ceptuales que presentaban diferentes niveles de detalle y calidad. En todo caso, en la
mayorfa de los grupos percibimos dificultades para comprender y manejar la nocién de
sistena de representacién como elemento organizador de la descripcin del objeto mate-
mético en cuestion. Por esa razén, las reacciones de los investigadores se centraron en
profundizar en esta nocién. Para ello, partimos, en cada caso, del trabajo hecho por cada
grupo. Esto nos permitid mostrarie a los profesores la potencia de esta herramienta
didactica. Nos centramos en dos aspectos. El hecho de que la informacién que ellos
habfan producido padfa organizarse de acuerdo a los sistemas de representacién. Y la
estrategia de identificar los elementos de cada uno de los sistemas de representacién
(e.g- los pardmetros, en el caso del sistema de representacién simbélico). Esta identifica-
cién deberfa buscar establecer las conexiones entre esos elementos.

ANALISIS DE INSTRUCCION

Este médulo se encuentra descrito en detalle en (Gémez y Carulla, 1999). Retornamos
aquf parte de esta informacién.

El problema al que enfrentamos a los profesores en este mdédulo consistla en describir
la manera como se ensefa el tema de la funcién cuadrética en las matemdticas escolares.
Ellos debfan hacer este irabajo basdndose en una serie de herramientas didacticas que ve-
nian utilizando dentro del proyecto. En particulat, se esperaba que ellos utilizaran sus ma-
pas conceptuales como herramienta de codificacién de la informacién. Recordemos, por
otro lado, que estos mapas conceptuales del contenido matemético estaban organizados
con base en los sistemas de representacion. Los profesores tenfan la posibilidad de com-
plementar esta codificacién con textos adicionales.

Acordamos con los profesores reducir a un minime la complejidad de esta codificacion
y descripcién. Por esa razén, les sugerimos que se centrardn en la identificacién de la se-
cuencia con la que los elementos de su mapa (o del mapa complementado) eran vistos por
cada una de las fuentes de informacién y en la manera como esa fuente manejaba los sis-
temas de representacidén. -
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Por nuestra parte, nuestro problema, como asesores de este proceso, consistfa en reco-
ger la informacién producida por los profesores, codificarla y analizarla, con el propésito
de caracterizar la ensefianza de la funcién cuadrdtica en las matemsticas escolares.

Recoleccion y codificacion de la informacion
Se sugiri6 que habia diferentes fuentes posibles de informacién. Entie ellas:

s libros de texto,
s documentos oficiales,
* experiencia de colegas y

* la propia experiencia.

Los profesores quedaron en la libertad de escoger sus fuentes de informacidn, aunque se
esperaba que cada grupo produjera informacién de por lo menos tres fuentes diferentes.
Dado que la mayorfa de las fuentes de informacién no tendrian la “forma” de un disefio
curriculat, se decidié escoger, de los diferentes aspectos del currfculo, aquellos que pudie-
ran representarlo de mejor manera, teniendo en cuenta la informacién disponible. Por esa
razén, se decidié tener en cuenta los objetivos y la secuencia de temas con la que la fuente
presenta el tema (ya sea en el libro de texto, o, por ejemplo, en la descripci6n de un colega
acerca de la manera como trata el tema). Puesto que este grupo de profesores venia traba-
jando con los sistemas de representacién, se sugiri6 que elles sirvieran como eje organiza-
dor de la codificacién de la informacién.

Para la codificacion misma, los grupos de profesores utilizaron los mapas conceptuales
de contenido que habfan producido en el médulo anterior. Esto les permitio tener un es-
quema comiin para recoger y codificar la informacién. Este instrumento permitié tener un
mapa conceptual para cada fuente de informacién. En este mapa, el grupo de profesores
marcaba cada uno de los elementos abordados por la fuente de informacién y lo identifi-
caba dentro de la secuencia.

En algunos casos, los profesores utilizaron un mismo mapa para varias fuentes dein-
formacién (por ejemplo, los libros de texto) e hicieron sus marcas con diferentes colores.
Esto permiti¢ identificar los elementos comunes a las diversas fuentes y aquellos elemen-
tos que eran propios de una sola fuente. Adicionalmente, cada grupo de profesores pro-
dujo un texto en el que registrd informacién adicional que no podfa ser codificada en los
mapas y presenté opiniones sobre cada una de las fuentes.

Asesoria

Las producciones que los profesores trajeron a la sesion se pueden clasificar en dos gru-
pos. Primero, aquellas para las que el andlisis de las fuentes aports a la mejora de los
mapas de andlisis de contenido. En este caso, nuestras reacciones se centraron en esie
proceso de mejora de los mapas de andlisis de contenido. Con base en esta posible mejora
y en el trabajo de analisis de las fuentes, dimos sugerencias para la codificacién y andlisis
de la informacién recogida. En el caso del segundo grupo, nuestras intervenciones enfab-
zaron la problemética de codificacién y andlisis de la informacion. Esto fue posible por-
que los mapas conceptuales de estos grupos ya se enconiraban desarrollados.
Propusimos, por ejemplo, que se codificaran en un tnico mapa conceptual la informa-
cién de todos los libros de texto analizados. La mayorfa de los grupos utilizaron colores
para cada una de las fuentes de informacién. De esta manera, fue posible identificar y
analizar los elementos del mapa conceptual que eran comunes a las fuentes. Este
esquema permitfa identificar aquellos elementos del mapa conceptual que eran particula-
res a una fuente dada. En otras palabras, se sugirieron esquemas de recoleccion y analisis
de la informaci6n que eran especificos a las producciones y las dificultades de cada
grupo de profesores.
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Trabajo de los asesores

Los asesores nos encontramas entonces con un grupo de diez mapas conceptuales (dos
por grupo) codificados de acuerdo al procedimiento descrito en la seccién anterior. Adi-
cionalmente tenfamos un grupo de documentos que complementaban la informacién
codificada en los mapas.

Dado que nuestro propésito central era el de analizar el trabajo producido por los pro-
fesores, para efectos de caracterizar la instruccién de fa funcién cuadrdtica en las matems-
ticas escolares, y dado que tenfamos una gran cantidad de informacién, nuestro trabajo
consisti6 en disefar un instrumento que nos permitiera describir de manera resumida y
organizada la informacién que tenfamos disponible.

Para ello, decidimos hacer un primer andlisis de la informacién con el propésito de te-
ner una idea general de su contenido. Muy rdpidamente vimos que las descripciones pro-
venientes de las diferentes fuentes eran muy similares e involucraban un nitmero bastanie
reducido de los elementos descritos en los mapas conceptuales. Esto nos permiti6 identi-
ficar estos elementos para efectos organizar la informacién.

ANALISIS COGNITIVO

Seminario inicial

En este seminario, los investigadores introdujeron la problematica de la exploracién de la
comprensién de los estudiantes. Se buscé presentar este tema de manera sencilla. La dis-
cusi6n se centrd en la relacién entre el tema de la comprensién y las caracterfsticas y
estructuras del contenido matemético correspondiente. De esta manera, se buscé relacio-
nar el tema del médulo con los andlisis y las producciones previas de los profesores. La
tarea consistié en explorar algtn aspecto de la comprensién de los estudiantes sobre la
funcién cuadrdtica, partiendo de los mapas conceptuales producidos por cada uno de los
grupos. Se esperaba que los profesores utilizaran los mapas como medio de codificacién
de la informacién que recogieran.

Asesoria

Los grupos llegaron a esta asesorfa con trabajos diferentes. Algunos grupos habfan reali-
zado pruebas de evaluacién, mientras que otros habfan realizado entrevistas con estu-
diantes y profesores. En todo caso, nuestras sugerencias se centraron en motivar a los
profesores a utilizar sus mapas conceptuales como medio para disefiar estos instrumen-
tos de recoleccién de informacién y para analizar la informacién recogida. En algunos
grupos, la exploracién realizada los llevd a hacerse conscientes de la necesidad de deta-
llar atin més una parcela de su mapa conceptual. Ellos vieron que, para poder explorar
un aspecto especifico de la comprensién de los estudiantes, y sobretodo, para poder dise-
fiar los instrumentos de recoleccién y andlisis era necesario describir con todo detalle el
contenido matematico en cuestién. Este punto resulté muy interesante para estos grupos
quienes vieron el aporte practico, directamente relacionado con sus estudiantes, de! tra-
bajo hecho a lo largo del proyecto. .
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