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PRESENTACION

En este documento se¢ presenta ¢l informe final del proyecto de investigacion
"RESOLUCION DE PROBLEMAS MEDIANTE LA SOLUCION DE ECUACIONES EN BASICA
SECUNDARIA" de la Institucion Educativa Distrital Carlos Arango Vélez.

El trabajo realizado durante los meses transcurridos desde septiembre de 2002 hasta octubre
31 de 2003, estuvo centrado en ¢l diseiio de los talleres para los cuatro grados 6°a 9°, enla
planeacién de la implementacion y observacion de los resultados segin las categorias de
analisis que se propusieron para establecer la validez y pertinencia de la propuesta
didactica.. Inicialmente se describen las ideas que se tuvieron en cuenta para €l disefio de
los talleres y el proceso seguido en su elaboracion. Luego se presentan los talleres
disefiados para los cuatro grados de basica secundaria. Para finalizar se da cuenta de los
resultados observados en los grupos de estudiantes, teniendo en cuenta los modelos que
fueron propuestos y los objetivos del proyecto. Tanto los formatos de los talleres como
algunos trabajos realizados por los estudiantes constituyen los anexos del documento.



1. DESCRIPCION GENERAL DEL PROYECTO

Los profesores de mateméticas de la Institucion Educativa Distrital Carlos Arango Vélez
nos involucramos a comienzos del afio 2002 en la adaptacién de una propuesta para
trabajar las ecuaciones lineales, que se implementd con los estudiantes de grado noveno. La
propuesta estaba basada en la secuencia de tareas que Socas, Camacho, Palarea y
Hernandez (1989) proponen, y que utiliza distintos modelos graficos (balanza, diagramas,
esquemas) como ayudas intermedias para llegar a la representacion algebraica de las
ecuaciones.

Los resultados obtenidos mostraron que la propuesta fue muy elemental para los estudiantes
de ese grado y no aporté gran cosa a la comprension del tema. Se penso entonces en
revisarla y tomarla como base para ¢l disefio de una nueva propuesta dirigida a estudiantes
de grados inferiores.

En la revision de esta propuesta se miraron las preguntas y las respuestas de los estudiantes
a cada una de ellas, y se contemplaron otras posibles respuestas. Se tuvieron en cuenta
aspectos de forma, que incluyeron la identificacion de las palabras empleadas, la coherencia
y claridad de la redaccién y los términos faltantes o sobrantes en los enunciados. Tambign
se consideraron aspectos del contenido, como la posible intencién de Ja pregunta y su
pertinencia para alcanzar tal intencion; las posibilidades de trabajo y razonamiento que
propicia; el contenido que moviliza y el sentido de su ubicacion en la secuencia de tareas.
Como consecuencia de ese analisis se disefio el proyecto "RESOLUCION DE PROBLEMAS
MEDIANTE LA SOLUCION DE ECUACIONES EN BASICA SECUNDARIA" cuyo informe final se
detalia a continuacion.

1.1 PLANTEAMIENTO DE LA INNOVACION

Concretamente la innovacion consistio en considerar estrategias no usuales al entomno
escolar para la solucion de ecuaciones con modelos, y enmarcar este proceso de solucidn en
la metodologia de resolucién de problemas.

Para esto los profesores participantes con el apoyo del asesor realizaron una reflexién y
analisis permanentes, y una reconstruccion de la propuesta que sobre solucion de
ecuaciones se habia desarrollado a mediados de! afio anterior en el colegio. A la nueva
propuesta se le implementé una graduacién en la complejidad en cuanto se refiere al
fenunciado-mismo de Tos problemiag (los cuales se intentd en lo posible que estuvieran
Felaginnados con sifuaciones familiares a los estudiantes y a sus contextos cotidianos); a1as]
gondicioriesalli” ﬁdlcﬁdaé, la_los ™ sistemnas numéricosinvolucrados (naturales, enteros,
Traccionarios, reales), ‘a las fepresentaciones utilizadds; 1a las esirategias” posibles dé
solucion,y 81 uso de los modelos.implicados en la soluciér, A medida que 10s estudiantes’
fueron avanzando en el proceso se fue incrementando el nivel de dificuitad con respecto &
los aspectos mencionados. .

La propuesta estuvo entonces constituida por guias y talleres para ser desarrollados por
los estudiantes vy por tateas de socializacién intercaladas con la ejecucion de las guias a
medida que Jas diversas partes de cada una se iban desasrollando durante la implementacion
de la propuesta.




El objetivo central de la propuesta consistio en que los estudiantes, a través del uso d¢
herramientas para la resolucién de problemas ya trabajadas en otras tematicas de {as
.matematicas y Ia fisica en el colegio, construyeran y desarrollaran estrategias de soluciony
de ecuaciones de primer grado con una incdgnita en contextos de problemas. Ademas se
buscaba alcanzar logros en el estudiante en distintos niveles de complejizacion segin el
grado escolar, con respecto a:

- La comprension del significado de ecuacion ¢ incognita.

- La argumentacién con respecto a los procedimientos desarrollados y las ecuaciones
mismas.

- El manejo del lenguaje simbolico.

Lo anterior se busco mediante la realizacién de actividades como las siguientes: \
s

. Analizar enunciados verbales de problemas de forma gue pndieran contextualizarios, £5 M,J;q ,u
decir ubicarlos dentro de una situacion ya conocida o que debia consultar. ;M, 1»“1‘.":2/

- Interpretar y transformar el problema mediante uno o varios modelos existentes paraj, \ s
solucionar ecuaciones en el algebra, como las reglas formales, la busqueda o W g\
experimental, 1a balanza, el tablero con fichas, v la inversion del diagrama.

- Escribir su respectiva expresion simbélica.

- Resolver la ecuacion resultante con los distintos métodos usados.

- Verificar la respuesta obtenida

- TInterpretar la respuesta con respecto a la situacion planteada.

- Arpumentar acerca del significado de los términos de una ecuacién que se perciben al
utilizar los diferentes métodos.

se percibian como resultado de la realizacion de las acciones anteriores, reflejado en sus.
producciones escritas y eventualmente en sus explicaciones orales. Adicionalmente se
realizd un seguimisnte cuidadose.de Ja implementacion de.las guias, Jo cual posibilito dar
cuenta de la pertinencia o de las dificultades del disefio mismo. Esta evaluacion fue
producto del trabajo en la fase de andlisis e interpretacién que los profesores llevaron a
cabo con la ayuda del asesor.

. V,,.QL w
1a evaluacion de los procesos de los estudiantes se hizo de acuerdp con las evidencias que h‘h w‘l’“"’
Cua 1 U v

W'ﬂ‘

Se esperaba que en los profesores participantes se dieran procesos de reflexién que
aportaran a su conocimiento no sélo con respecto al tema mateméatico mismo de la solucién
de ecuaciones, sino también con referencia a la didictica de dicho tema. En particular, se
esperaba ampliar el repertorio de problemas que involucren ecuaciones de primer grado,
determinar su nivel de complejidad para ubicarlos en los distintos grados escolares, mifar
su pertinencia para promover los logros deseados en los estudiantes. Igualmente se
esperabi contar con una idea mds precisa acerca de las producciones de los estudiantes y de
las dificultades que surgieran en esta nueva propuesta.

Degde otra parte, se pretendia’- que- el trahaio en el proyecto aperara al desaoolln
profesional de los docentes participantes en el sentido de aumentar su conocimiento y
experiencia en relacion con £l disefio y desarrolle curricular pare el avla, Especificamente



se esperaba una mayor conciencia relativa a los aspectos a considerar en el disefio y en la
observacion y analisis de los resultados.

1.2 OBJETIVO GENERAL DEL PROYECTO

Validar y aplicar una estrategia didéctica que permita mostrar el nivel de apropiacion
conceptual de las ecuaciones lineales a través de la resolucion de problemas



2. REFERENTES TEORICOS

2.1 REVISION BIBLIOGRAFICA

A continuacién se presentan los resumenes de algunas de las lecturas realizadas y
discutidas por los participantes en las reuniones de trabajo. Varios de los planteamientos
consignados aqui han sido la fuente de 1deas que se tuvieron en cuenta para el disefto que s¢
esta empezando a elaborar.

a) Promocion del pensamiento algebraico en la escuela primaria: una propuesta que
cobra sentido de acuerdo con nuestras concepciones sobre el conocimiento matematico.
Agudelo C. Aula Urbana No. 37. Bogota. 2002

En este articulo se recomienda empezar el estudio del lgebra en la primaria puesto que en
el bachilierato los estudiantes presentan muchas dificultades en el estudio de la misma, ya
que tradicionalmente, en grado octavo se inicia el estudio de las expresiones algebraicas
como una coleccion de definiciones formales y algoritmicas organizadas en un listado de
temas, en donde la funcién del profesor es presentar las definiciones y explicar en forma
eficiente los procesos a seguir en los ejercicios, y el papel del alumno es poner atencion a
las explicaciones y procedimientos seguidos en un ejercicio modelo para luego mecanizar
con un listado de ejercicios del mismo tipo explicados en clase.

En este contexto, las dificultades del aprendizaje mas comunes observadas en el aula de
clase son:

1) Dificultad en dar significado correcto al uso de las letras en el algebra, en especial la
letra como variable.

2) El estudiante establece la separacion entre la aplicacion del algoritmo para
manipular expresiones dadas y la solucién de problemas.

Para solucionar en cierto grado estas dificultades el autor sugiere retomar la historia del
desarrollo algebraico, ya que el algebra tiene su origen en la busqueda de métodos
generales para solucionar problemas, en especial de tipo algebraico.

Las etapas de la evolucion del pensamiento algebraico que deben considerarse en una
propuesta para la ensefianza del algebra, segun el autor, son las siguientes:

1) Inicialmente, en el desarrollo de problemas se usé el lenguaje natural. La falta de
lenguaje adecuado para expresar los procedimientos usados en diferentes problemas
no permitia aplicar estos procedimientos en forma generalizada.

2) Posteriormente surgié el uso de abreviaciones de las palabras, en especial para
representar incognitas o iguaidades (representacion sincopada)



3) A mediados del siglo XVI se introdujo el uso de letras para expresar nameros,
lograndose asi crear un lenguaje especifico y auténomo con el cual se pudieron
expresar problemas, pasos de su solucion y teoremas.

b) Iniciacion al digebra. 1989. M. Socas, M. Camacho, M. Palarea y I. Hernandez.
Madrid. Editorial Sintesis

Para iniciar el estudio del algebra se debe partir de un trabajo desde la aritmética y la
geometria donde se utilicen conceptos de diferentes contextos partiendo de la experiencia
del estudiante, donde se le permita verificar la utilidad del lenguaje simbdlico, construir el
significado a partir de la diversidad de representaciones: graficas, tablas, esquemas, etc., y
atilizar con cierta flexibilidad en la descripcion de los fenémenos fisicos o eventos del
mundo.

También es necesaria cierta verbalizacién que d¢ significado al simbolismo que
gradualmente el estudiante ha desarrollado.

Las formas de iniciar el estudio del dlgebra se pueden sintetizar en; la generalizacion de
patrones numEricos y geometricos de las leyes que gobiernan las relaciones numéricas y la
modelacién de situaciones matematicas y de situaciones concretas; lo anterior apoyado en
la solucion de problemas aritméticos, geométricos y algebraicos, y también en la historia de

las ideas algebraicas.

Segun los autores, el 4lgebra es un lenguaje, una forma de decir y comunicar algo con sus
propias reglas que posibilita expresar generalizacion de situaciones, y permite hacer
transferencias a situaciones mas complejas.

Por otra parte, el libro plantea que los modelos en la iniciacion del algebra escolar son
herramientas que posibilitan pasar de una situacion problematica a un sistema simbolico,
permitiendo al estudiante una elaboracién de significado de los objetos algebraicos antes de
aprender una regla para manipular los simbolos. De igual manera, permiten visualizar ese
objeto algebraico con muchos enfoques 2 través de los diferentes lenguajes como son: el
natural, el grafico, el geométrico, y el algebraico.

Segun Socas, la modelacién es un instrumento de traduccién de lenguajes antes que un

proceso de modelacion.
El uso de modelos puede, por lo tanto, llevar a potenciar en los estudiantes la apropiacion y
manejo de diferentes aspectos del pensamiento matematico:

« Fl sistema simbolico.

e La resolucion de problemas.

« La traduccion de diferentes tipos de lenguajes.
e Fl significado del concepto de ecuacion.

e El concretar algo abstracto.

o El dar sentido a las operaciones algebraicas.

e Facilitar la accién de transponer t€rminos.

e El concepto de igualdad.



o La solucion de ecuaciones.

o Expresiones equivalentes.

c) Estdndares curriculares. y de evaluacion para la educacion matemdtica. 1991. NCTM.
Sevilla, Espaiia: Sociedad Andaluza de Educacién Matematica.

El documento establece como caracteristicas del curriculo para los grados 5° — 8° las

siguientes:

. Como contexto para las matematicas en estos grados han de usarse situaciones de
problemas que establezcan la necesidad de ideas nuevas y motiven a los estudiantes.

- Aunque pueda olvidarse una idea especifica, puede recordarse el contexto en el que se
aprende y asi re-crear la idea.

_ El curriculo 5° - 8° debe estar impregnado de comunicacion a traves de las matematicas,
sobre las matematicas y razonamiento matematico.

- Debe cnsefiarse una amplia gama de temas, incluyendo conceptos numéricos,
operaciones, estimacién, funciones, algebra, estadistica, probabilidad, geometria y
medicion. La tecnologia, incluyendo calculadoras, ordenadores y videos, debe usarse
cuando sea apropiado. Estos recursos y formatos liberan a los estudiantes de tediosos
calculos y les permite concentrarse en la resolucién de problemas y demés contenidos
importantes.

Contenidos que merecen mds atencion en los grados 5°- 8%

Algebra

Desarrollar estructuras conceptuales para variables, incognitas, expresiones y ecuaciones.
Utilizar toda una gama de métodos para resolver ecuaciones lineales e investigar de manera
informal inecuaciones y ecuaciones no lineales.

Resolucion de problemas

Dedicarse a problemas abjertos y tareas ampliadas de resolucion de problemas
Investigar y formular preguntas a partir de situaciones problema

Representar situaciones de forma verbal, numérica, grafica, geométrica o algebraica.

Ejemplos de problemas que se pueden trabajar:

Piensa un nimero, afiadele 5. Multiplica el resultado por 2. Réstale 4. Dividelo por 2.
Réstale el nimero que habias pensado al principio. Veras como te adivino el pensamiento:
el resultado es 3.

Este ejemplo ilustra el papel que cumplen los simbolos escritos en la representacion de
ideas. Los estudiantes aprenden a usar un lenguaje preciso cn conjuncién con los sistemas
simbélicos especiaies de las matematicas, como la notacion algebraica.

E! niimero que se piensa n

Aiiade cinco n+5
Muttiplica por dos 2n+ 10
Resta cuatro 2n+6
Divide por dos n+3
Réstale el namero que habias pensado 3



Contenidos que merecen menos atencion en los grados 5°- 8%

Algebra
Manipular simbolos. Memorizar procedimientos y hacer practica de repeticién sobre

resolucion de ecuaciones.

Resolucion de problemas
Practicar con problemas rutinarios de un solo paso. Practicar con problemas categorizados
por tipos: problemas con monedas, problemas sobre la edad. (p. 68, 69)

d) Situaciones de generalizacion y uso de modelos en la iniciacidn al digebra escolar.
2000. I. Torres, E. Valoyes y R. Malagon. Revista EMA, 7(1),227-246.

El documento sustenta la necesidad de trabajar con diversas aproximaciones al concepto de
ecuacién para que los estudiantes las puedan significar, esto conlleva a poner a los
estudiantes en situaciones en las que a partir de varias representaciones (graficas, tablas,
etc.) construyan el significado de ecuacién y lo usen con flexibilidad para describir
fenémenos fisicos o eventos del mundo. En este proceso de modelizacién se requiere cierta
verbalizacion que dé significado al simbolismo desarrollado gradualmente. La
modelizacion en la iniciacion del dlgebra debe permitir el desarrollo de la nocién de
variable en los estudiantes. El punto crucial en este proceso s Ia fase de formulacion que
resulta en la creacion del modelo (lineal). El uso de modelos en la formulacion de
ecuaciones y en su solucion realmente se redimensiona en este trabajo. Modelo (balanza,
méquina, geométrico, etc.) es el modo de crear significado, de construir objetos
matematicos y de producir justificaciones de lo que son tales objetos y lo que es posible
hacer con ellos. El modelo en el que se enmarque una ecuacion determina las
justificaciones de las distintas transformaciones que se efectiien para resolverla. EI tipo de
ecuacion determina el campo donde se puede solucionar y el modelo que se puede usar.

A partir del uso de modelos como herramientas de traduccién entre distintos lenguajes
(natural, grafico, geométrico, etc.) se espera llegar a una construccion paulatina de la
sintaxis algebraica.

E] informe da cuenta del uso de modelos como la balanza, parte-todo, maquina, modelo
geométrico, etc., como herramientas que al ser usadas permiten dotar de significado a las
ecuaciones lineales en las que la incdgnita aparece en ambos miembros, es decir ecuaciones
de Ja forma Ax + B=Cx; Ax+B=Cx+D. Se adopta la idea de modelaje en la cual se
conjugan dos componentes: la traduccion de distintos lenguajes al algebraico, que da
significado en un contexto mas concreto a los objetos y operaciones; la separacion de estos
objetos y operaciones de los significados mas concretos, €s decir el acceso a un nivel

puramente simbolico.

e) Resolucion de problemas en los albores del siglo XXI: una vision internacional desde
multiples perspectivas y niveles educalivos. Nunokawa, K. Heuristic strategies and problem
situations. En J. Carillo y L. C. Contreras (Eds.), Hueva, Espaiia: Hergué, Editora
Andaluza.

En los procesos de resolucién de problemas se¢ usan con frecuencia estrategias heuristicas
bien conocidas que parecen presentar controversia sobre como hacer dibujos o diagramas,
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o cémo solucionar problemas mas simples que den luces sobre el que se esta resolviendo,
aunque estos procedimientos no necesariamente hagan parte de fa solucion final.

Algunos autores clasifican las estrategias heuristicas como habilidades de pensamiento en
dominios especificos; las describen, por ejemplo, en términos de “traducir frases de un pro-
blema en un diagrama basado en una recta numérica”, “dividir el problema en partes”, O
“encontrar un problema relacionado™.

En contraste, otros investigadores sefialan la inefectividad de Ia instruccion de estrategias
heuristicas y, entre otros planteamientos, afirman que la ensefianza de estrategias de
resolucion de problemas y heuristicas aporta muy poco a mejorar la habilidad de los
estudiantes para resolver problemas en general.

La discusién anterior parece implicar una aproximacion a aclarar el papel de las estrategias
heuristicas en la resolucion de problemas con el fin de no esperar que tengan una naturaleza
algoritmica. Esto lleva a liberar las estrategias heuristicas de tipos de problemas
restringidos a los que pueden ser aplicadas. Si no se trata de procedimientos algoritmicos y
las estrategias heuristicas no pueden producir respuestas por ellas mismas, se necesita
verificar su relacion con los recursos matematicos, que parecen tener un papel central.

Una visién alternativa al proceso de resolucion de problemas es aquella donde los
solucionadores tratan los problemas exitosamente con aproximaciones informales basadas
en la modelacion directa de la situacién problema, expresion que hace referencia a lo que
Jas preguntas plantean.

Si se supone que el solucionador intenta combinar su propio conocimiento matematico con
las situaciones problema se verd que una forma de encontrar esta combinacion es cambiar
]a manera en que los solucionadores ven las situaciones problema; esto significa que traten
de encontrar un punto de contacto entre las situaciones y su conocimiento, buscando nuevos
aspectos o apariencias de la situacion. De esta mancra se introdujo la nocion de “estructuras
de una situacién problema del solucionador” que son estructuras dadas por el solucionador
a la situacion problema y maneras de verla y consisten de elementos que el solucionador
reconoce en la situacion, relaciones que establece entre esos elementos, y sentidos que le da
a elementos y relaciones. Algunas veces s€ incluyen elementos que se dervan logicamente
de 1a situacién y que juegan un papel importante en su solucion. De todos modos, se trata
de estructuras que cambian durante el proceso de solucion.

Los modelos recientes de resolucion de problemas matematicos no son simplemente
modelos secuenciales que consisten de varias fases incluyendo entender el problema. Mas
bien los modelos enfatizan la transicién entre las fases y la misma fase, por ejemplo
entender el problema, aparece varias veces en el proceso. Aun en problemas sencillos,
cuando el solucionador usa aproximaciones informales y no se separan claramente las fa-
ses, las soluciones se reducen a darle sentido 2 las situaciones problema. Esto sugiere que
darle sentido al problema o entender el problema es una fase que permea todo €l proceso y
que a medida que se avanza cambia o se amplia la comprensién de la situacion,
precisamente uno de los resultados obtenidos al solucionar la situacion problema es esta
comprension.

Distintos investigadores incorporan conocimiento adicional para desarrollar nuevas
representaciones del problema que permite ver la situacién de una manera diferente. Por
ejemplo en el problema “un nifio da 6 canicas a un amigo”, la idea es reversar la accion, es
decir mirar la situacion que ocurre cuando “el amigo le devuelve las canicas al nifio”, lo
que puede ayudar a relacionar el problema con el conocimiento matematico previo,
producto de otras situaciones similares.
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Una visién alternativa de las estrategias heuristicas es la que espera que éstas jueguen un
papel en ayudar a los solucionadores a cambiar sus estructuras de la situacién probiema o
su forma de verla. Las estrategias heuristicas deben ayudar al solucionador a explorar la
situacion problema y entenderla més profundamente, especialmente cuando los
solucionadores estin atascados. Cémo se usan para facilitar la exploracion, no garantiza
que se llegue a la solucién final, pues al usar estrategias heuristicas el solucionador obtiene
nueva informacion sobre la situacion problema a partir de la que ya conoce y empieza
nuevas exploraciones que facilitan las actividades de darle sentido a la situacion.

Dibujar diagramas desde un punto de vista flexible acerca de lo que el estudiante puede
hacer, facilita el proceso de solucién pues permite que el estudiante al observar el diagrama
vea sus errores y lo reelabore de manera que s€ acerque a la solucidn.

2.2 ANTECEDENTES ACADEMICOS DEL PROYECTO

Los docentes vinculados al proyecto llevamos a cabo una indagacién en la mstitucion, para
recoger informacion sobre cémo y cuando es que alli se ensefia el tema de ecuaciones de
primer grado con una incognita, es decir para conocer algo de las rutas pedagégicas al
respecto. Para esto hablamos con otros profesores de matematicas y consultamos los libros
de texto que se utilizan en los grados de basica secundaria. A continuacion presentamos un
resumen de lo encontrado.

Enseiianza de las ecuaciones de primer grado con una incignita

Este tema empieza a tratarse desde el grado sexto de educacién basica secundaria, iniciando
con ecuaciones cuya solucion pertenece al conjunto de los niimeros naturales. En séptimo
grado se estudian ecuaciones en los NUMETos enteros, y en octavo en los numeros reales.

En general se observo que hay dos secuencias de tareas a través de las cuales los profesores
abordamos el tema. Una secuencia A en la que se empieza por tratar fa igualdad, y sus
propiedades, para llegar a solucion de ecuaciones y problemas; y una secuencia B, en la
cual antes de iniciar el estudio de ecuaciones se precisan algunos términos tales como
4lgebra, notacion algebraica, formula algebraica, signos de operacion, signos de relacion y
de agrupacion, coeficiente, signos para indicar la relacién que existe entre dos cantidades,
valor absoluto, entre otros. Veamos cada una de las secuencias mencionadas.

Secuencia A

La igualdad

Cuando se adopta esta ruta pedagogica se empicza definiendo lo que es una igualdad, con
base en ejemplos tales como: “Adriana tiene 12 misma edad que Luis”, para concluir que la
edad de Adriana es igual a la edad de Luis, lo cual se puede escribir como:

Edad de Adriana = Edad de Luis.

Se indica, a continuacién, que la expresion “Edad de Adriana” se define como el miembro
de la izquierda de la igualdad y la expresion “Edad de Luis” como el miembro de la
derecha. Se explicita que el signo “=" se lee “igual a”. Se expresa la definicion de igualdad
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como “una expresion en donde dos cantidades algebraicas tienen ¢l mismo valor”, y se
presenta como ejemploa=b+c.

Luego se exponen ejemplos de problemas contextualizados y su solucion; por ejemplo:

“Tengo ahorrados $3000 y me regatan $2000. ;Cudnto dinero tengo?”

Solucion.
Para saber cuanto dinero tengo, reuno las cantidades en una sola:
$3000 + $2000 = $5000
El resultado es una igualdad donde $3000 + $2000 es el miembro de la izquierda y
$5000 es el miembro de ia derecha.
Despugés de realizada esta exposicion por parte del profesor, se plantean ejercicios para
que los estudiantes los desarrollen, y afiancen el concepto y manejo de la iguaidad.

Propiedades de la igualdad

Una vez tratado el concepto de igualdad se pasa a enunciar las propiedades de uniformidad,
para las diferentes operaciones, desde la adicion hasta la radicacion, ilustrando con
algunos ejemplos, en cada caso.

Propiedad uniforme para la adicion y la sustraccion
Si a una igualdad le sumamos o restamos la misma cantidad a ambos miembros, la igualdad

no se altera. Ejemplo:

§+3=11

8+3-5 =11-5

11-5 = 6

6 = 6

Se obtiene una nueva igualdad

Propiedad de la maltiplicacion y division
Si en una igualdad se multiplica o divide ambos miembros por un mismo numero, la
igualdad no se altera.

Propiedad de la potenciacion y radicacion
Si en una igualdad cualquiera elevamos ambos miembros a un mismo exponente, 0
extraemos 1a misma raiz, la igualdad no se altera.

Soluci6én de ecuaciones y resolucién de problemas

Como aplicacion de los conceptos de igualdad, ecuacién y sus propiedades, se continua con
el desarrollo de problemas que dan origen a ecuaciones de primer grado las cuales deben
ser solucionadas. Se indica expresamente que las ecuaciones se resuelven aplicando las
propiedades de las igualdades, y esto s¢ ilustra con ejemplos como el siguiente:

En un depdsito hay 420 canecas de combustible, 130 son de gasolina corriente y las
demas son de gasolina extra. ;Cuéntas canecas de gasolina extra hay?
Solucion:
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Se plantea la igualdad 130 + x = 420.

Aplicando la propiedad uniforme de la sustraccion:
130 +x- 130 =420-130

x=290

Enseguida se plantean ejercicios para que los estudiantes practiquen la solucion de
ecuaciones, Como:

Resuelve las siguientes ecuaciones.
y-8=13

2x2=32

4x3=108

9m -2 =34

Secuencia B

En esta ruta pedagogica, antes de iniciar el estudio de ecuaciones, se precisan algunos
términos v el significado de simbolos y signos que el estudiante puede encontrar en las
ecuaciones que se le propondran para que las resuelva. Entre otros:

Algebra: es la rama de la matematica que estudia la cantidad considerada del modo mas
general posible.

Notacién algebraica: los simbolos usados en 4lgebra para representar las cantidades son
los nimeros y las letras.

Férmula algebraica: es la representacion por medio de letras de una regla o de un
principio general.

Los signos del dlgebra son de tres clases: signos de operacion, signos de relacién y signos
de agrupacion.

Signos de operacibn: son: +, -, X, =, a", v, Logy

Coeficiente: en el producto de dos factores, cualquiera de los dos factores es llamado
coeficiente del otro factor. :

Signos de agrupacién: se emplean estos signos para indicar la relacién que existe entre dos
cantidades.. Los principales son:

=, que se lee: igual a

>, que se lee: mayor que

<, que se lee: menor que.

Los signos de agrupacién son.: el paréntesis ordinario ( ), el paréntesis angular o corchete
[ 1,y la barra o vinculo sobre la expresion i

Valor absoluto: es el nimero que representa la cantidad prescindiendo del signo o sentido
de la cantidad y valor relativo es el sentido de Ia cantidad representado por el signo.
Cantidades aritméticas: son las que expresan solamente el valor absoluto de las
cantidades representado por numeros, pero no nos dicen el sentido o valor relativo de las
cantidades.

Cantidades algebraicas son las que expresan el valor absoluto de las cantidades y ademds
su sentido o valor relativo por medio del signo. Los signos + y - tienen en algebra dos
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aplicaciones: una, indicar las operaciones de suma y resta, y otra, indicar el sentido o
condicion de las cantidades.
Expresion algebraica: es la representacion de un simbolo algebraico o de una o mas

operaciones algebraicas.
Término es una expresion algebraica que consta de un solo simbolo o de varios simbolos

no separados entre si por el signo + 0 -.

Términos semejantes: Dos 0 mas t€rminos son semejantes cuando tienen la misma parte
literal , o sea, cuando ticnen iguales letras afectadas de iguales exponentes.

Reduccién de términos semejantes: consiste en convertir en un solo término dos 0 mas
términos semejantes.

Ademis de lo anterior se indica que los nameros se emplean para representar cantidades
conocidas y determinadas; las letras para representar toda clase de cantidades, ya sean
conocidas o desconocidas; las cantidades conocidas se expresan por las primeras letras del
alfabeto: a, b, c, d, ..., y las cantidades desconocidas se representan por las altimas letras del
alfabeto: u, v, w, X, ¥, Z.

Una vez hechas las precisiones anteriores en cuanto a significados de términos y simbolos
se procede al estudio de las ecuaciones, de sus propiedades y la forma de resolverlas.

Ecuaciones enteras de primer grado con una incégnita:

Esta parte del proceso se desarrolia a partir de unas definiciones basicas ilustradas con sus
respectivos ejemplos, de la siguiente manera:

Igualdad: es la expresion de que dos cantidades o expresiones algebraicas tienen el mismo
valor.

Ejemplos: a=b+c. 3> =4x+ 8

Ecuacion: es una igualdad en la que hay una o varias cantidades desconocidas llamadas
incognitas y que solo verifica o es verdadera para determinados valores de las incdgnitas.
Las incognitas se representan por las altimas letras del alfabeto: X, y, z, w, V.

Ejemplo: 6x + 3 =27

Miembros: se llama primer miembro de una ecuacion a la expresién que esta a Ja izquierda
del signo de la igualdad y segundo miembro, a la expresion que esté a la derecha.

Asi, en la ecuacion 3x—5= 2x - 3 laexpresion 3x - 5 esel miembro de la
izquierday 2x—3 es ¢l miembro derecho de la igualdad.

Resolver una ecuacién es hallar sus raices, o sea el valor o los valores de las incognitas
que satisfacen la ecuacion.

Axioma fundamental de las ecuacionmes; Si con cantidades iguales se verifican
operaciones iguales los resultados seran iguales. De aqui se derivan la siguientes reglas:
1) Si a los dos miembros de una ecuacion se suma una misma cantidad, positiva o
negativa, la igualdad subsiste.
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2) Si a los dos miembros de una ecuacion se resta una misma cantidad, positiva o

" negativa, Ja igualdad subsiste.
3) Si los dos miembros de una ecuacion se multiplican por una misma cantidad,

positiva o negativa, la igualdad subsiste.
4) Si los dos miembros de una ecuacion se dividen por una misma cantidad, positiva

0 negativa, la igualdad subsiste.
5) Si los dos miembros de una ecuacion se elevan a una misma potencia o si a los dos

miembros se extrae una misma raiz, la igualdad subsiste.

Transposicién de términos: consiste en cambiar los términos de una ecuacién de un
miembro a otro.

Regla: cualquier término de una ecuacion se puede pasar de un miembro a otro,
cambiandole el signo.

Ejemplo: 5x=2a—b equivalea 5x+b=2a

Regla: términos iguales con signos iguales en distinto miembro de una ecuacion, pueden
SUprimirse.

k]

x+b=2a+b equivale a x=2a

Cambio de signos: los signos de todos los términos de una ecuacion se pueden cambiar sin
que la ecuacion varie, porque equivale a multiplicar los dos miembros de la ecuacion por -
1. '

Asi, la ecuacion -2x+3=x-15 equivalea 2x-3=x-15
Resolucién de ecuaciones enteras de primer grado con una incognita

Regla general:

1} Se efecttan las operaciones indicadas si las hay

2) Se hace transposicion de términos, reuniendo en un miembro todos los términos que
contengan la incognita y en el otro todas las cantidades conocidas.

3) Se reducen términos semejantes en cada miembro

4) Se despeja la incognita dividiendo ambos miembros de la ecuacion por el
coeficiente de la incognita.

Ejemplo: resolver la ecuacién 3x-5=x+3

Pasando x al primer miembroy -5 al segundo, cambiandoles los signos, tenemos, 3X — X
=3+5 '
Reduciendo términos semejantes: 2x = 8

Despejando x para fo cual dividimos los dos miembros de la ecuacion por 2, tenemos:
2x/2 =812
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Simplificando x =4
Verificacion:
La verificacion es la prueba de que el valor obtenido de la incognita es correcto.
La verificacién se realiza sustituyendo en los dos miembros de la ecuacién dada la
incognita por e valor obtenido, y si es correcto, la ecuacion dada se convertira en identidad.
Asi, en el caso anterior, haciendo x = 4 en la ecuacion dada tenemos:
3(4)-5=4+3
12-5=4+3
7="7

Finalmente, como aplicacion, se presentan problemas que deben ser resueltos mediante el
planteamiento y solucién de una ecuacion.

2.3 .REF.ERENTES CONCEPTUALES BASICOS

2.3.1 Los modelos

Dado que la palabra "modelo” se usa en diversas situaciones con significados que, aunque
en general pueden aproximarse, puntualmente pueden diferir, y teniendo en cuenta que en
los talleres se pensaba usar la balanza de brazos como un modelo, fue necesario estudiar
algunas de las definiciones del término y empleos de dicha palabra en la ensefianza de las
matematicas, para establecer un significado preciso de "modelo” en este proyecto. De
acuerdo con Burkhardt (1981, citado en Janvier, 1996)-y con De Lange (1987, citado en
Janvier, 1996) modelar involucra una fase de formulacion, durante ia cual un fenémeno o
situacién es examinado con el fin de establecer algunas relaciones claves entre las variables
implicadas, que se completa con una fase de validacion donde se verifica el modeio. En la
fase de formulacion se requiere un proceso de deduccion que lieva a una regla obtenida de
acuerdo con calculos realizados o de acuerdo con un razonamiento matematico particular,
que es precisamente el modelo. Asi para Janvier (1996), un modelo puede estar formulado
en forma de una expresion simbolica en la que una va iable se expresa en términos de otras,
en forma de grafica o como una tabla de nimeros producida por un computador después de
una simulacién. En consecuencia, este autor define modelar como ¢l doble proceso de crear
o disefiar un modelo con base en supuestos, y verificarlo; el modelo tiene por lo tanto un
estado doble: se establece en términos matematicos y €s independiente de la realidad de la
que emergid, y represenia objetos o relaciones concretas que pueden ser medidas; a los
elementos del modelo (parimetros de la formula, caracteristicas de la graficay de la tabla)
que no tenian significado previamente, s¢ les da un significado segin el contexto de la
situacién que se investiga, ya que un modelo puede considerarse al mismo tiempo abstracto
y concreto.

Segun Filloy y Sutherland (1996), hay dos posiciones extremas sobre el uso de recursos
didacticos para la ensefianza del algebra. La primera posicién propone modelar las nuevas
operaciones y objetos en algin contexto concreto familiar a los estudiantes, para llenarlos
de significado; en ese caso el primer clemento de la sintaxis algebraica es construido con
base en el comportamiento del modelo, por ejemplo una balanza de brazos iguales, o el
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modelo geométrico. La otra posicion propone aprender las reglas sintacticas apropiadas y
aplicarlas luego en la resoluciéon de problemas y ecuaciones. Esta es la aproximacion
tradicional de ensefianza basada en ¢l modelo de Viéte (transposicion de términos de una
lado de la ecuacion al otro) o ¢l modelo de Euler (operar en ambos lados de la ecuacion con

los inversos aditivos y multiplicativos).

En general, los modelos desarrollados para la ensefianza de las matematicas tienen dos
componentes fundamentales. Uno s la traduccion, por medio de la cual a los objetos y las
operaciones en situaciones abstractas se les asigna significado y sentido al proporcionar
manifestaciones mas concretas; de esta manera, el estado de cosas en el nivel concreto
representa otro estado de cosas en un nivel mas abstracto y la traduccion se convierte en un
proceso de doble sentido que permite identificar operaciones del nivel abstracto con
operaciones en el nivel concreto. El segundo componente es la separacion de los nuevos
objetos y operaciones, introducidos por medio del modelo, de los detalles de significado
apropiados al contexto concreto; esta situacién conlleva a desprenderse de la semantica del
modelo concreto, dado que lo que se busca no es la solucién de un problema que el
estudiante ya sabe como solucionar, sino la manera de solucionar situaciones mas
abstractas por medio de operaciones mas abstractas; por lo tanto, este componente €s el que
dirige la construccion de sistemas de signos mas abstractos.

Los estudiantes desarrollan una tendencia a quedarse y progresar en ¢l contexto concreto y
la fijacion en e! modelo puede demorar la construccién de una sintaxis algebraica que
requiere un rompimiento de la seméntica del modelo concreto. En el caso de estudiantes
con una tendencia mds sintactica, algunos autores han observado obstaculos generados en
el transcurso de abreviar las acciones y producir ¢6digos intermedios entre ¢! nivel concreto
y el nivel algebraico sintactico, que inhiben la abstraccion de las operaciones realizadas.
Por lo tanto, la dialéctica de los dos componentes de la modelizacién debe ser tomada en
consideracion por los disefladores de curriculo para que no se obstruyan una a la otra. El
rompimiento que S requiere €s un proceso que niega parte de la semantica del modelo, que
tiene lugar durante la transferencia del modelo de una situacién problema a ofra, pero
~ cuando la generalizacion del modelo se deja al desarrollo espontaneo de los estudiantes, es
usual que nieguen partes esenciales del modelo mismo, como la presencia de lo
desconocido o 1a operacion sobre éste; en tal caso €s necesana la intervencion del profesor
para desarrollar el proceso y llevar a los estudiantes la construccién de nuevas nociones.

Los planteamientos anteriores estan de acuerdo con nuestras percepciones previas acerca
del trabajo de los estudiantes con diagramas numéricos como modelo, lo cual les permite
pasar facilmente de la representacion grafica a la algebraica y solucionar las ecuaciones,
pues siguen el diagrama en sentido contrario a las flechas y realizan las operaciones
inversas a las indicadas. Sin embargo luego se les dificulta despojarse de los diagramas
para resolver ecuaciones y en general no pueden resolverlas sin ellos. Algo similar fue
observado por Torres, Valoyes y Malagon (2002) con otros modelos para plantear y
resolver ecuaciones.

Fundamentados en todas estas ideas y las de otros autores como Goémez (2002) que

distingue el término modelo de la expresion "modelo matematico” para referirse a la
formula matematica, para el presente proyecto asumimos que un modelo permite
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representar situaciones, simularlas, simplificarlas y predecir comportamientos; es decir, ¢l
modelo posibilita mejorar la comprension de la situacion y resolver problemas. Se opt6 por
usar la palabra "modelo" para nombrar no solo modelos matematicos, pero usarla junto con
un adjetivo que indique de qué tipo de modelo se habla al referirse a dicho término; es asf
como la balanza de brazos iguales se podria denominar COmo recurso para modelar o como
*modelo fisico", el dibujo de la balanza como *modelo grafico” y la expresion algebraica
general de una ecuacién lineal como “modelo matematico”.

2.3.2 Resolucién de problemas y pensamiento algebraico

Fn el intento de definir el pensamiento algebraico y por consiguiente, el trabajo implicado
en su desarrollo, Mason, Burion y Stacey (1992) hacen una diferencia entre aritmética y
algebra, cuando afirman que en la primera el trabajo se centra en manejar y operar
nimeros, mientras que en el dlgebra el foco del trabajo son las relaciones entre ellos. Por su
parte Bell (1996) indica que el término algebraico afiadido a la palabra pensamiento, puede
adscribirse al trabajo en aspectos como los siguientes: a) la resolucion de problemas
complejos aritméticos, paso a paso desde los datos conocidos a los desconocidos o por una
percepcion global de miltiples relaciones aritméticas y su utilizacién; b) la codificacion y
el uso de métodos generales sistematicos para resolver diferentes tipos de problemas; c) el
hallazgo vy la prueba de generalizaciones numéricas y geométricas y d) el reconocimiento
y empleo de propiedades generales del sistema numerco y sus operaciones.

Otros autores como Lins (1992, citado en Bell, 1996) definen el pensamiento algebraico
como la percepcion global de miltiples relaciones aritméticas y su utilizacion,
independiente del uso del simbolismo algebraico; es decir, pensar algebraicamente es
pensar aritmética, interna y analiticamente. También Janvier (1996) plantea un punto de
vista sobre pensamiento algebraico cuando describe cuatro formas en que los estudiantes
resuelven problemas, las cuales se distinguen por los grados de cercania a un método
algebraico riguroso: a) resolucion de problemas aritméticos paso a paso; b) prueba y error,
c) momento intermedio entre Ia resoluciéon paso y paso y la deteccion de una estructura
global del problema; d) reconocimiento de la estructura global del problema y por lo tanto
de la relaciones involucradas.

Para abordar el enfoque de resoluciéon de problemas como aproximacion al algebra se
consulté la propuesta de estos autores, quienes identificaron en un estudio tres grandes
clases de problemas basados en la naturaleza de las cantidades involucradas y en la
relaciones entre ellas:

- problemas de compartir no equitativamente,

- problemas que involucran transformacion de magnitudes, y

- problemas que involucran magnitudes no homogéneas y ratas de cambio.

Una clase de problemas bien definida que se encuentra generalmente en el 4lgebra
introductoria es la de los problemas cuya estructura revela las cantidades conocidas y las
desconocidas, la relacién entre unas y otras, y el tipo de refacion mvolucrado. Estas
relaciones son dadas mas o menos explicitamente en el enunciado del problema y deben ser
reconstruidas por el estudiante con la ayuda de las cantidades conocidas, o de otro
conocimiento matematico o contextual, antes dé solucionar el problema.
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Por cjemplo: "380 estudiantes estin registrados en las actividades deportivas ofrecidas
durante la temporada. En baloncesto hay tres veces mas estudiantes que en patinaje, y en
natacion hay 114 mas estudiantes que en baloncesto. ;Cuantos estudiantes estan registrados
en cada actividad?". Un analisis de las relaciones incluidas en el problema sefiala, por una
parte, una relacién de comparacion aditiva (114 mas) entre cantidades desconocidas y, por
otra, una relacion multiplicativa (3 veces mas). También hay otro tipo de relacion explicita
en este problema: la cantidad total conocida, con sus partes, por lo que se hacen evidentes
dificultades al solucionario, pues no es facil establecer un puente entre las cantidades
conocidas (entre 380 y 3 veces més o 114 mas).

Dado que los procedimientos aritmeéticos se organizan a través del procesamiento de la
cantidades conocidas para establecer conexiones entre ellas y operarlas, esta cantidad es el
punto de entrada de los estudiantes, y esta es una de las principales diferencias entre los
problemas aritméticos y los algebraicos. En los primeros puede establecerse facilmente una
relacion entre cantidades conocidas, mientras que en los segundos no es asi.

Otros problemas que se consideran en el presente anglisis son aquellos en los que la
formulacion y la soluciéon de las ecuaciones tienen grados diferentes de dificultad y
problemas que contienen cantidades que estan intrinsecamente interrelacionadas, aditiva o
multiplicativamente. Un problema sencillo donde las ecuaciones son faciles de plantear y
faciles de solucionar es por ejemplo: "Una libreta de notas cuesta cuatro veces mas gue un
esfero; el esfero es 30 pesos més barato que la libreta de notas. ;Cuéles son los precios de
la libreta de notas y del esfero?".

En el siguiente problema la ecuacion es fcil de plantear pero dificil de solucionar por
sustitucién; aun mas dificil es plantear una sola ecuacion con dos de las incognitas en
términos de la otra; las cantidades estan relacionadas aditivamente: "Una madre con su hijo
e hija gastan una cierta cantidad e dinero; la madre gasta un total de $220, el hijo y la hija
juntos gastan $150, y la madre y la hija juntas gastan $200. ;Cuanto dinero gasté cada uno
de ellos por separado?”.

El problema enunciado a continuacion ¢s un problema dificil que se soluciona casi siempre
identificando inicialmente varias incégnitas, y como dice Rojano (1996), no es claro que
una vez que un problema es formulado algebraicamente sea automaticamente solucionado
en el lenguaje algebraico: "La cola de un pescado pesa 4 kg La cabeza pesa tanto como la
cola y la mitad del cuerpo. El cuerpo pesa tanto como la cabeza y la cola juntas.;Cuanto
pesa todo el pescado?”.

El siguiente es un ejemplo de problema con cantidades intrinsecamente interrelacionadas
(distancia, velocidad y tiempo) en forma multiplicativa; en este caso una de las dificultades
es saber qué cantidad se usa como base de la conexién que lleva a las ecuaciones: "Un bote
navega de un extremo de un lago a otro a 3 km/h; para por una hora y vuelve a navegar a 4
km/h. El tiempo total gastado en atravesar el lago es 7 horas. (Cual es la longitud del
lago?".
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Los estudiantes usualmente intentan resolver los problemas algebraicos por aritmética o por
métodos de deshacer de atras para adelante, es decir, inversos. Segan Bell (1996) muchos
de Jos problemas que se proponen para solucionar en algebra son tambi¢n solucionables por
razonamiento aritmético. Filioy (1996) ha enfatizado que los problemas que pueden ser
representados por €Cuaciones como x + a = b: ax = b; ax + b = c pueden ser resueltos
facilmente por métodos aritméticos. Alegan que se produce un rompimiento didactico con
los problemas representados por nx+b = cx+if, ya que los estudiantes normalmente no los
pueden solucionar por métodos aritméticos.

Mason, Burton y Stacey (1992) plantean una serie de ideas claves que pueden constituir
tanto las raices del éalgebra como rutas posibles para una mejor comprensién de esta
asignatura por parte de los estudiantes de educacion basica. Estas ideas son:

- expresar generalidades, que tiene que ver con el reconocimiento de patrones,

- ver generalidades: identificar factores claves y combinar estos factores para producir
una regla,

- decir generalidades;

- registrar o escribir generalidades que se refiere a reconocer un amplio rango de formas
disponibles para expresar la generalidad,

- aceptar cualquier forma como legitima,

- dar tiempo par que el estudiante registre en forma pictdrica o en cualquiera que escoja,

- promover el movimiento hacia una notacién mas sucinta, las ventajas de la forma
sucinta de las expresiones simbolicas se hace evidente solamente cuando es necesario
manipular dichas expresiones;

- resolver problemas de 1a vida cotidiana para expresar generalidad;

- construir expresiones y deshacerlas, manipular y reordenar expresiones con una meta
fija en mente;

- proponer actividades con un amplio rango de posibilidades y no simplemente respuestas
correctas o erradas.,

Si se quiere que las expresiones simbolicas tengan algun significado para quien aprende, las
etapas preliminares del proceso de registrar son esenciales.

233 El proceso de generalizacién en algebra

De acuerdo con Radford (1996) el propésito de la generalizacion en 4lgebra es encontrar
una expresién que represente la conclusion, y el proposito de la resolucion de problemas de
palabra no es encontrar una formula sino un nimero (la incognita) mediante una ecuacion.
Esta diferencia no es sélo a nivel de palabras, Jo que nos llevaria a creer que la incogmta es
una variable y la ecuacién una formula. La diferencia de hecho es fundamental, vale decir
conceptual, y con frecuencia pasa inadvertida. La base logica que subyace a la
generalizacion es justificar la conclusion por un proceso de prueba que se mueve del
conocimiento empirico relacionado con los hechos al conocimiento abstracto. La base
logica de la resolucion algebraica de problemas es de naturaleza analitica, pues al resolver
el problema se hace la suposicién de que conocemos el numero que se estd buscando y se
maneja como si fuera conocido para revelar su identidad al final. Estas dos maneras de
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pensar son formas independientes, estructuradas y esencialmente irreductibles del
pensamiento algebraico. Lo anterior sugiere que fos conceptos algebraicos de incognitas y
ecuaciones aparecen ligados intrinsecamentc a la aproximacién de resolucion de problemas,
y que los conceptos de variable y féormula aparecen intrinsecamente vinculados a la
aproximacion por generalizacion. Asi, cstas dos aproximaciones parecen campos
complementarios en la ensefianza del dlgebra.

Una aproximacion funcional al algebra no significa necesariamente el estudio de funciones,
pues ello conlieva el uso de letras como variables en oposicion a las incégnitas. La
expresion 3x + 5, por gjemplo, puede ser vista como variable cuando puede tomar un rango
de valores. También comprende ver una funcion desde una perspectiva de 1a relacion entre
los valores de x y los valores funcionales correspondientes, es decir desde el punto de vista
de como un cambio en x produce una variacion particular en los valores de la funcion. Una
aproximacién funcional a la resolucion de problemas implica establecer una relacion
funcional entre los datos dados del problema y ver las letras de los nombres de entrada y
salida como variables. Tgualmente el uso de varias representaciones es parte integral de una
aproximacion funcional al algebra de resolucion de problemas.

Es facil observar que para resolver un problema como "cuando se afiade 3 a 5 veces un
cierto namero, la suma da 40, jcual es el nimero?", los estudiantes tienden a sustracr 3y
dividir por 5, es decir a usar las operaciones inversas, mientras que ia forma algebraica 5y +
3 = 40, involucra multiplicar por 5 y afiadir 3, es decir las operaciones contrarias. Para
plantear la ecuacién se debe pensar precisamente en la manera opuesta que se usaria para
resolverlo en aritmética.

Teniendo en cuenta que el proceso algoritmico de pares de variables de entrada y salida es
una caracterizacién de un enfoque puntual (o de puntos de la funcidn), en el cual Ja funcion
es basicamente una relacion que involucra pares binarios, por lo que un enfoque
variacional a la funcion se enfoca en describir como varia una cantidad en términos de otra.
Esta distincién punto a punto y variacional para las funciones, no es la misma distincion
ya mencionada de proceso y objeto. Por ejemplo, al pedirle a un estudiante que produzca
una grafica en "V" con un detector de movimiento en un plano cartesiano, tiempo versus
distancia, dice que el objeto en movimiento debe ir mas cerca y luego ir mas lejos. El
estudiante no esta viendo Ia "V* como un objeto o una entidad que existe de una; estd
viendo que representa un proceso de acercarse y alejarse. El proceso que anticipa no es
notacional o algoritmico, es kinestésico; por lo tanto, su comprension de la "V" tampoco es
punto a punto, pues, en este caso, no estria basando su analisis en pares tiempo-distancia ni
en el algoritmo para calcular esos pares. Su comprension es variacional: la "V" describe
como tiene que variar su distancia al sensor de movimiento.

2.3.4 Principios generales que guiaron el disefio de los talleres
No obstf'mte que el propdsito del proyecto en todos los grados de basica secundaria donde
se trabajaron los talleres, fue propender por el desarrollo de habilidades en la resolucion de

problemas mediante el manejo de ecuaciones, se consideraron diferencias en cada tailer
acordes con el nivel de los estudiantes. No sélo se hicieron distinciones en el conjunto de.
\i:g\
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niimeros que se trataron en cada nivel, sino también en relacion con el tipo de tareas, el
contenido matematico necesario para el manejo de ecuaciones, la complejidad de las tareas
relacionadas, por ejemplo, con el uso del lenguaje algebraico formal, el numero de
incognitas involucrado, las cantidades vy las relaciones entre ellas, los métodos de
solucionar ecuaciones, los contexios propuestos, la redaccion de los enunciados de los
problemas y el enfoque funcional para las ecuaciones.

Al intentar determinar qué caracteristicas hacen que un talier sea de instruccién y no solo
de evaluacién, donde no se requiere que el estudiante al contestar conozca de antemano la
respuesta o la forma de solucionar el problema, surgieron varias ideas, que después de
discutidas, se concretaron y se vieron reflejadas en las tareas propuestas en los talleres. Se
puede decir por lo tanto que esas ideas dirigieron la construccion de los talleres y les
sirvieron de fundamento.

En primer lugar, Ja decision de promover la gradualidad en el nivel de complejidad de las
tareas, llevé a proponer inicialmente tareas sencillas y luego a plantear tareas donde se
aumentaba la complejidad. La intencion era que el estudiante por un lado, pudiera al
principio hacer algo y se motivara asi para continuar el trabajo; por otro lado, para que lo
realizado pudiera contribuir en el desarrollo de las tareas siguientes. En segundo lugar y
ligado con lo anterior, s¢ buscd organizar la secuencia de las tareas de modo que implicara
primero un trabajo con lo particular y luego con lo general; aunque no en todas las tareas
propuestas se requirio expresamente de una generalizacion y ello se propuso cuando se vio
que €l proceso podia orientarse en ese sentido. En tercer lugar, propiciar el uso de modelos
fisicos y de modelos graficos como representaciones de aquellos, donde la manipulacion de
materiales tiene unas intenciones matematicas precisas, y podia ayudar a 1lustrar y por

tanto a la comprension matematica.

En cuarto lugar, abrir posibilidades de trabajar lo mismo a través de varias y diferentes
tareas para contribuir a extender la comprensién sobre un tema y a ver aspectos no
reconocidos en una de las tareas. En quinto lugar, fomentar la utilizacion de varios sistemas
de representaciéon y la necesidad de ‘traddccion’ entre ellos, para proveer varias
perspectivas  del  objeto matematico y en consecuencia, ayudar a ampliar la
conceptualizacion del mismo. Y en sexto lugaf, generar espacios frecuentes para socializar
y discutir el trabajo realizado, donde ¢l profesor pudiera intervenir para dirigir el debate;
todo ello, enfatizando en la expresion verbal y en la argumentacion del trabajo ilevado a

cabo en la resolucién de los problemas.
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3. DESCRIPCION DE LA ESTRATEGIA DIDACTICA

Las diferentes estrategias contienen actividades que involucran los siguientes conceptos y
estructuras:

La incégnita

La igualdad

Estructura aditiva: X + 2

Estructura multiplicativa: x.a

3.1 EL MODELO DE LA BALANZA
De acuerdo con lo que se plantea en los fundamentos tedricos sobre modelos, las
actividades con el modelo de la balanza tienen la finalidad de lograr que los estudiantes le
den un significado a la igualdad como equivalencia, utilicen incognitas para cantidades
desconocidas, utilicen la propiedad uniforme y planteen y resuelvan ecuaciones de Ia
forma:

xta=b axtb=c
La propuesta didactica se inici6 con la construccion de la balanza de brazos iguales, Ja cual
{leva unos recipientes a los lados como platos.
Para empezar los estudiantes argumentaron y escribieron sobre ¢l significado del equilibrio
en la balanza, se escucharon varias opiniones y luego se sacaron conclusiones en forma
colectiva.

Posteriormente se realizaron tareas como las siguientes:

e Equilibrar la balanza fisica de diferentes maneras, realizar una representacion
grafica de la situacion y colocar en frente de la representacion grafica la expresion
aritmética.

Ejemplo:

e Agregar o quitar la misma cantidad de monedas de igual peso a ambos platos de la
balanza
Ejemplo:
4=4  cantidad inicial
3=3 cantidad final
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e Colocar cierta cantidad de monedas dentro de una bolsita oscura, en uno de los
platos de la balanza y en ¢l otro it colocando monedas hasta lograr el equilibrio de
la balanza.

Situgeidn inicial

\8/ A\%m/

Sirsacidn finel

Los estudiantes debian escribir inatematicamente las situaciones presentadas en la
balanza. La situacién inicial y la situacién final.
Por ejemplo para la primera situacién : X =?
Y para la segunda situacion: X =7

o Colocar monedas al lade de la bolsita oscura (fuera de la bolsa), en uno de los platos
de la balanza; estimar el niimero de monedas que pueden equilibrar la balanza, y en
el otro plato colocar monedas hasta lograr el equilibrio de la balanza; escribir
matematicamente la situacién: en forma aritmética la situacién final y en forma
algebraica la situacion inicial.
Ejemplo:

x+3 =8
5+3=8

El modelo sc fue complejizando de acuerdo con el grado escolar (6° - 9°) de la
siguiente manera:

o Colocar bolsitas en ambos platos de la balanza

e Cambiar la ubicacién de la bolsita al lado izquicrdo o derecho de la balanza

En la seccion de anexos se presenta una muestra de los formatos de los talleres realizados

en clase. (Anexo 1)
Una muestra de uno de los formatos es el siguiente:
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DISENO DE ESTRATEGIA DIDATICA PARA LA ENSEN

EDUCACION BASICA SECUNDARIA

ANZA DE ECUACIONES EN LA

LED. CARLOS ARANGO VELEZ — JORNADA TARDE — AGOSTO /2003
ACCIONES REPRESENTACION | REPRESENTACION
DE LA SITUACION | MATEMATICA CONCLUSIONES
EN LA BALANZA

1) Equilibrar la balanza
con diferente cantidad
de monedas en cada
plato

2) Agregar o quitar la
misma cantidad de
monedas de igual peso a
(o de) ambos platos de la
balanza

(Qué ocurre con una
igualdad  al sumar
una misma cantidad o
namero a ambos
lados de 1a misma?

;Qué ocurre con el
equilibio de uma
balanza al agregar la
misma cantidad de
monedas a ambos
platos de una balanza
en equilibno?

3} Colocar cierta
cantidad de monedas
dentro de una bolsita
oscura, en uno de los
lados de la balanza y en
el oto plato ir colocande
monedas basta lograr el
equilibrio de Ia balanza

4) Colocar clerla
cantidad de monedas
dentro de una bolsita
oscura, en uno de los
lados de la balanza, y al
lado, en el mismo plato
una cantidad conocida
de monedas;, en el otro
plato ir  colocando
monedas hasta lograr el
equilibrio de la balanza.
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5) Colocar la misma
cantidad de monedas
dentro de dos © mas
bolsitas oscuras, en uno
de los lados de la
balanza y en el oto plato
ir colocando monedas
hasta lograr el equilibrio
de la balanza

6) Colocar la misma
cantidad de monedas
dentro de dos o méas
bolsitas oscuras, en uno

de los lados de la

balanza, y al lado, en ¢l
mismo  plato, una
cantidad conocida de
monedas de igual peso;
en el oto plato ir
colocando monedas
hasta lograr el equilibrio
de la balanza. Resolver
la ecuacion.

7) Colocar la misma
cantidad de monedas
dentro de dos o mas
bolsitas oscuras, en uno
de los lados de 1la
balanza, y al lado, en €l
mismo  plato, una
cantidad conocida de
monedas, y en el oto
plato  colocar cierto
numero de bolsas con
igual nimero de
monedas que las del
lado contrario; 1
colocando monedas
fuera de las bolsas, hasta
lograr el equilibrio.
Resuelva la ecuacion
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8) Dada una
representacion
grafica de la balanza
escribir la ecuacion
correspondiente y
resolverla

) fﬁw

——————

9) Resolver la
ecuacion:
x+5=7

10) En una bolsita hay
cierto numero de
monedas y al lado, en el
mismo  plato, 3
monedas. La balanza se
equilibra con 7 monedas
colocadas en el otro
plato.

¢ Cuantas monedas
contiene la bolsita

11) En tres bolsitas hay
igual namero de
monedas en cada una; y
al lado, en el mismo
plato, 5 monedas. La
balanza se equilibra con
17 monedas colocadas
en el otro plato.

12) En tres bolsitas hay
igual namero de
monedas en cada una; y
al lado de las bolsitas, en
el mismo plato, 2
monedas. La balanza se
equilibra  con  dos

bolsitas iguales en su

contenido a las del
primer lado y 7 monedas
adicionales.
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Se da la ecuacion

2K+ 5=27

Se da la ecuacion
3X-15=45

3.2 EL MODELO DE LOS DIAGRAMAS
Con esias actividades se pretende que los estudiantes escriban ecuaciones a partir del
enunciado de un problema, representen la ecuacién por medio det diagrama y resuelvan la
ecuacion y el problema.
Se inicia con el planteamiento y escritura de los simbolos y signos utilizados en los
diagramas de la siguiente manera:

e Las flechas indican las érdenes de calculo, por ejemplo, x3 indica

el operador muitiplicativo 3 —

+3
Indica el operador aditivo 3 >

A continuacién se sugirid la representacion de ecuaciones mediante diagramas, por
gjemplo:

Dada la ecuacién x + 6 = 11, representaria con un diagrama y solucionarla. Los estudiantes
realizaban el siguiente diagrama:

X 11
I ET

Otro ejemplo: Representar mediante un diagrama la ecuacion 3x—-5=16

t v
7 ‘_.LEI ‘1516
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Una vez que los estudiantes habian manejado la representacion de ecuaciones mediante
diagramas, se elaboré un disefio que pretendia que los estudiantes relacionaran la
representacion en diagramas con la representacion simbolica. El disefio tenia la siguiente
estructura: una tabla de tres columnas, en cada una de las cuales se debia realizar una
descripcion verbal de la ecuacion, la representacion en el diagrama de la ecuacion y el
procedimiento simbolico de la solucion.

Ejemplo: Complete la tabla representando la ecuacion y resuélvala mediante un diagrama y
simbélicamente. (En el disefio se planteaba el probiema de diferentes maneras: dada la
ecuacién realizar el diagrama y resolverla, dado el diagrama plantear la ecuacion y
resolverla).

DESCRIPCION VERBAL | DIAGRAMA EXPRESION
MATEMATICA

A tres veces x se le restas |3, -5 Ix-5=16

cinco y se obtiene 16 x 16 3x-5+5=16+5

i Cuénto vale x? 3 3x=21

Otra forma : ' PR Pl e _‘15; 16&—7 x=17

A tres veces un niumero s¢ otra forma

le resta cinco y se obtiene con el diagrama en

como resultado 16. reversa

ccual es el nimero? 16 +5=21
21-3=7

Dado el siguiente diagrama complete
las otras columnas

T +5 +7 | ,—;———
3 15 4 8

Dado el diagrama en reversa
completar el resto y llenar las
columnas:

+2 ¥
5 e 10 11
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3.3 MODELO “TABLERO DE FICHAS DE COLORES”

Esta actividad se inicia con la construccion del tablero y las fichas de colores.
El tablero consta de un rectangulo de madera o cartulina, dividido por una linea vertical y
un signo de igualdad en el centro.

Las fichas se construyen en cartulina y estin conformadas por:
20 triangulos negros que representan las incégnitas con coeficiente negativo
20 triangulos blancos que representan las incégnitas con coeficiente positivo
20 Circulos negros para nameros negativos,
20 circulos blancos que representan los nimeros positivos.

La Unica regla de eliminacién cs: parcjas de fichas de la misma forma y distinto color en
un mismo lado del tablero, se neutralizan y eliminan.

Para jugar se colocan las fichas que representan la ecuacion sobre el tablero y se expresa
matematicamente las transformaciones realizadas, utilizando la regla de eliminacion.
Ejemplo: la ecuacion: 2X + 1 =35 queda representada de la siguiente manera:

N ONONO,
VAN OO
O

En el lado izquierdo del tablero hay dos tridngulos blancos que representan dos veces la
incognita y un circulo blanco que representa el nimero 1; en el lado derecho del tablero hay
5 circulos blancos que representan el nimero ¢inco al otro lado de la ecuacion.

En ¢! siguiente ejemplo vemas la representacion de la ecuacion - 3X + 2=-1 enel tablero

de fichas. Los tres triangulos negros representan tres veces la incognita negativa y el circulo
negro representa al niimero negativo del lado derecho de la ecuacion
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Una vez que los estudiantes sean capaces de representar matematicamente cualquier
ecuacion en el tablero, se les solicita dejar los triangulos blancos en un mismo lado del
tablero lo cual se logra aumentando o quitando fichas de acuerdo con la regla de
eliminacion del juego.

Ejemplo:

O

A - 0 0
O

Para eliminar las dos unidades negativas del lado derecho se aumentan dos unidades
positivas a ambos lados (dos circulos blancos a ambos lados), y se obtiene:

o O

AN
O
A - O
@

NORSR

X+4=X_2+2  equivalentea -X+4=X

Para eliminar el triangulo negro del lado izquierdo se coloca a ambos lados un tridngulo
blanco y se obtiene:
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4=

O 000 A
X\ JaN

—

X + X es decir 4 =2X de donde se concluye que un triangulo blanco equivale a dos

circulos blancos lo cual matematicamente s¢ €xXpresa como X = 2 solucién de la ecuacidon
original -X +2=X-2

3.4 ACTIVIDADES DE INTEGRACION DE LOS TRES MODELOS

Posteriormente se disefiaron talleres que involucraron actividades con los tres modelos: la
balanza, los diagramas y el tablero, con la finalidad de que los estudiantes hicieran
transferencia de un modelo a otro y ademas que al hacer la transferencia pusieran en juego
los conceptos y procedimientos aprendidos hasta €l momento. Al final se presenta un
modelo de estos talleres ya desarrollado por los estudiantes. (Anexo 2).

Los talleres contenian tareas como las siguientes:

1.

a

o p o T W

Utilice diferentes modelos para resolver las siguientes ecuaciones lineales:

m+7=23

Ix+5=2x

5t—8=4t

m-6=8

4x—-5=120

3x+8=5x-6

Resuelva los siguientes problemas utilizando el modelo o estrategia que usted desee :

En un corral hay entre vacas y caballos 56 animales, si los caballo suman 12 menos que
las vacas, ;cuantos hay de cada especie?

La edad del padre es tres veces la del hijo, si ambas sumas 64 afios, (Cual es la edad
de cada uno?

(Cuénto tardan dos grifos en llenar una piscina si uno de ellos solo, Ja llena en seis
horas y el otro solo, la llena en nueve horas?.

Dos hermanos tienen hoy 8 y 12 afios de edad; jDentro de cuantos afios la edad del
menor sera la tercera parte de la edad del mayor?

El perimetro de un rectingulo es de 80 metros; si a la altura se le suman 3 metros y a la
base se le restan 3 quedan en una relacion de 3 a 5; buscar dichas dimensiones.
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4. ANALISIS DE RESULTADOS

Para la presentacion de resultados se han considerado los siguientes ambitos de analisis:

e Nivel de apropiacion de los modelos propuestos: balanza, diagramas y tablero de
fichas.

¢ Planteamiento y solucion de ecuaciones

e Resolucion de problemas

4.1 NIVEL DE APROPIACION DE LOS MODELOS PROPUESTOS: BALANZA,
DIAGRAMAS Y TABLERO DE FICHAS.

Para el analisis de este ambito se tuvieron en cuenta las siguientes categorias de analisis:
e Mangjo de la propiedad uniforme
e Transformacién de situaciones fisicas a situaciones simbdlicas
s Mancjo de la reversibilidad

4.1.1 Manejo de la propiedad uniforme

La propiedad uniforme y las demds propiedades de la igualdad fueron comprendidas y
asimiladas por la gran mayoria de los estudiantes; ello se puso de manifiesto en la facilidad
y destreza que desarrollaron para equilibrar la balanza y hacerle transformaciones
manteniendo el equilibrio, actividad que era cumplida tanto con matenial concreto como en
forma simbolica; igualmente se not6 una gran solvencia en el manejo del lenguaje utilizado
para describir situaciones de equilibrio o desequilibrio de la balanza y de la forma
simbolica.

Debido a las limitaciones del material empleado, en el modelo de la balanza, se presento
alguna dificultad en la representacion de cantidades negativas, ya que los pesos de las
monedas que se utilizaron no pueden ser una cantidad negativa. Esta dificultad se atendio
en ¢l ambito del lenguaje simbglico, y al efectuar €l proceso de reversibilidad. El signo
menos se mangjo como la accion inversa de aumentar monedas 0 sea quitar monedas de los
platos de la balanza.

4.1.2 Trasformaciones de situaciones concretas a situaciones simbolicas.

Los estudiantes desarrollaron poco a poco un buen nivel de capacidad para representar de
diversas formas una misma situacion problema de manera coherente y completa. Este
aspecto se logré principalmente con la aplicacion en el aula del modelo “diagramas” en €l
cual como ya se describié en la pagina  (33) se estimulaba en los alumnos el empleo de
distintas formas de representacion de una situacion problema tales como: enunciado verbal,
representacion grafica y representacion matematica.

La capacidad desarrollada por los estudiantes para transformar situaciones concretas a
situaciones simbolicas se evidencié cuando se les propuso resolver problemas que
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involucraban situaciones de este tipo y los estudiantes mostraron un buen nivel de destreza

cuando lo representaron y resolvieron empleando lenguaje simbélico.( ver anexo 2).

Las dificultades en este aspecto fueron:

e Manejo de la letra como cantidad desconocida en diferentes posiciones 0 términos

de la ecuacion. Por ejemplo: X +7=2X—1
La dificultad fue menor cuando la incognita aparecia una sola vez en la ecuacion.
Por ejemplo: X +3=28
Por esto fue necesario acudir a un subdiagrama de apoyo que explicara fa situacion
presentada y también reforzara este procedimiento mostrando varias situaciones
similares.

e Identificacion de cantidades desconocidas diferentes a la “cantidad de monedas™.

Esta dificultad se atendio realizando actividades variadas que involucraban
magnitudes diferentes a la cantidad de monedas y en diferentes contextos. Por
ejemplo: “el profesor piensa un niumero”, el saldo de una cuenta de ahorros, pérdida
y ganancia en juegos infantiles, edades etc.

4.1.3 Manejo de la reversibilidad.

Los resultados de la aplicacion de la reversibilidad se evidenciaron en diferentes aspectos:

e La capacidad que desarrollaron los estudiantes para describir en reversa los
enunciados verbales.
Ejemplo: El enunciado “Juan tiene cierta cantidad de dinero en su cuenta de ahorros
y consigna 300000. Solicita el saldo y le informan que es de $ 850000. jque
cantidad de dinero tenia en su cuenta de ahorros inicialmente?” es revertido en la
siguiente forma: “Juan tiene en su cuenta de ahorros un total de $ 850000de la cual
retira $300000. ;Cual es su nuevo saldo?”

e la solvencia al utilizar las operaciones inversas al diagramar en reversa. Ejemplo:
dada la representacion inicial de una situacion en diagrama, realizar el diagrama

Inverso.
X +3
Diagrama inicial 2 30
Diagrama en reversa +2 -8
11 14— 22 4 30

e La realizacién simultinea de las representaciones con balanza y diagramas, y la
representacion simbélica ayudaron a la elaboracion de procesos de reversibilidad en
el analisis de las situaciones propuestas.

Ejemplo: Al analizar y resolver la situacion simbolica 2x + 8 =30, los estudiantes
procedieron asi:

Solucién con balanza: colocaron en uno de los platos de la balanza 2 bolsitas
oscuras con igual cantidad desconocida de monedas de Ia misma denominacion. Al
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lado de las bolsitas, en el mismo plato, colocaron 8 monedas y equilibraron la
balanza con 30 monedas en ¢l otro plato.

Aplicando reversibilidad: Retiraron 8 monedas de cada uno de los platos, con lo
cual quedaban 2 bolsitas a un jado y 22 monedas en el otro. Las 22 monedas las
repartian en dos grupos de 11, un grupo pafa cada bolsita, y se concluia que la

cantidad desconocida de monedas era 11.
Solucién simbolica basada en el diagrama y la aplicacién de la propiedad uniforme:

2x + 8 = 30.
Ix+8—-8 = 30-8;, 2x=22 Restando 8 a ambos Iados.

Ix+2=224+2 o x=11 Dividiendo entre 2 a ambos lados.

Solucid i
olucién con diagrama x 30
%2 22 |48 |
ST -~

e

1| 7222 |28 )30

Solucién simbélica con base en el diagrama anterior:

2x+ 8=30
W0-8=22=2x
22:2=11=x

Uso de la reversibilidad como medio de comprension del enunciado de problemas.
En esta actividad se les presenté a los estudiantes el enunciado verbal de un
problema en forma escrita. El disefio del taller les solicitaba describir la misma
situacién “al revés”, en lo cual se percibié un buen nivel de comprensién del
enunciado cuando encontraban las palabras apropiadas para describir las acciones
contrarias sin perder la coherencia y el significado de la situacién inicial. Por la
extension de esta actividad el ejemplo se presenta en €l Anexo 3

4.2 PLANTEAMIENTO Y SOLUCION DE ECUACIONES

Categorias de analisis.

4.2.1

Reconocimiento de los elementos que conforman la ecuacion
Aplicacion de la propiedad uniforme
Verificacion de resultados

Reconocimiento de los elementos que conforman la ecuacion
La ecuacion como objeto algebraico era un elemento suficientemente conocido por
los estudiantes cuando se cumpli6 la actividad con los diferentes modelos. En esta

etapa se intenté que los estudiantes se desprendieran del referente concreto y
avanzaran en ¢l manejo de expresiones simbolicas.
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4.2.2

Los resultados en este aspecto fueron los siguientes: los estudiantes reconocieron ¢l
significado de las distintas operaciones, diferenciaron las cantidades conocidas de
las desconocidas y también los dos miembros de la igualdad. Y lo mas importante:
sabian que ¢l objetivo del ejercicio era hallar el valor de la cantidad desconocida, es
decir, resolver la ecuacion. (Ver anexo 4)

Aplicacion de la propiedad uniforme

Para cumplir con el objetivo de resolver la ecuacion, como resultado de las
actividades cumplidas tanto en la balanza como en los diagramas, los estudiantes
empezaban por sumar o restar a ambos lados la cantidad necesaria para eliminar la o
las constante(s) que aparecia(n) en la ecuacion e ir asi despejando Ia incognita. De
igual manera multiplicaban o dividian a ambos lados de la igualdad para encontrar
el valor de la incognita.

Ejemplo: Resolver la ecuacion  5x-8 = 42.
S5x-8+8 = 42+8; 5x=50  sumando 8 a ambos lados.

5x =5 =50 +5 < x = 10 Dividiendo entre 5 a ambos lados.

4.2.3 Comprobacion de la solucion

Como resultado de todas las actividades cumplidas durante ¢l presente proyecto se
observé una buena disposicion de los estudiantes para la verificacion de las
respuestas que obtenian. Esto lo hacian sustituyendo la solucion encontrada en la
ecuacion original y verificando que se cumpliera la igualdad. En el caso de que esto

no sucediera la mayoria repetian el proceso o revisaban y corregian el que habian
realizado.

4.3 RESOLUCION DE PROBLEMAS

Categorias de analisis.

4.3.1

Analisis de enunciados: transformar €l enunciado y ampliar su comprension por
medio de preguntas. Identificacion de la incégnita.

Traduccién entre distintas representaciones de una misma situacion

Empleo de diferentes estrategias de resolucion

Verificacion de resultados

Analisis de enunciados.

Para los objetivos del presente proyecto el analisis de enunciados verbales constituye
una actividad de gran importancia por cuanto de ella se derivan: la comprension de la
situacion planteada, la identificacion de los elementos que la constituyen, [a relacién
entre esos elementos y los requerimientos que hace el problema. Como se explico en el
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marco tedrico con el analisis de enunciados se apunta a responder tres preguntas: jde
qué se habla?, jqué se dice? y jqué pide el problema?
Esta actividad permiti6 el cumplimiento de tres etapas:

e Transformacion de enunciados, que consistié principalmente en describir la misma
situacion empleando el lenguaje propio de los estudiantes, lo cual significaba la
mayoria de las veces, complementar la informacion que estaba recogida en el enunciado
inicial.

e Ampliacion del enunciado por medio de preguntas. En este caso se trataba de que los
estudiantes plantearan y contestaran preguntas que ayudaran a mejorar la comprension
de los conceptos involucrados en el enunciado.

o Identificacion de la incognita. Resultd ser una actividad de relativa facilidad en el caso
de que en el problema hubiera una sola cantidad desconocida que era la misma
incognita. Ejemplo: La edad de Juan dentro de 10 afios sera 48. ;Cual es la edad
actual?

Pero hubo dificultad cuando el problema incluia dos o mas cantidades desconocidas que
debian expresarse en términos de una sola incognita, ya que la tendencia era emplear
letras distintas, una para cada cantidad desconocida.

Ejemplo: La edad de Pedro es el doble de la de Juan y la suma de las mismas s 48
afios. ;Cual es la edad de cada uno?

Esta dificultad se atendio analizando diversos enunciados que presentaran sifuaciones
de este tipo.

4.3.2 Traduccién entre distintas representaciones de una misma situacion.

Esta actividad fue la que evidencid de manera mas significativa el logro de
resultados en el desarrollo de la capacidad de los estudiantes para resolver
problemas mediante- el uso de ecuaciones lineales con una incognita. Esta fue la
esencia del modelo que dentro del proyecto se ha denominado “Diagramas”.

Para traducir representaciones verbales a gréficas los estudiantes mostraron
habilidad y entusiasmo en el empleo de la grafica de la balanza o de otras
herramientas que les permitieran establecer la equivalencia entre los elementos que
entraban en relacién al interior de la situacion. Se observo que la representacion
grafica fue dejada de lado rapidamente por los estudiantes porque les sirvié como un
nexo muy efectivo hacia la representacion simbdlica.

La traduccién de representaciones verbales y graficas a simbolicas fue asimilada
rapidamente porque resultaba mas prictica y eficiente, y porque se trataba de un
proceso que era comprensible y cercano.

4.3.3 Empleo de diferentes estrategias de resolucion.

Las actividades realizadas en el aula con diferentes modelos y sus respectivas
representaciones, posibilitaron el empleo de diversas estrategias a la hora de
resolver los problemas. Por gjemplo, cuando un problema no se podia resolver con
la balanza se intentaba su solucién con los diagramas o en forma simbélica. De la
misma manera, la verificacion de un problema resuelto mediante la aplicacion de
uno de los modelos, se realizaba a través de otro modelo.

38



Los estudiantes usaron los resultados obtenidos por medio de diferentes estrategias,
para confrontarlos entre si y analizar su coherencia y validez, pues tenian claro que
la solucion debia ser la misma cualquiera fuera la estrategia aplicada.

Las diferentes estrategias permitieron estudiar una misma situacion problematica
desde diversos puntos de vista, y ello posibilitd a los estudiantes mayor
comprensién y afianzamiento de los conceptos que intervenian en el enunciado.

Se logré que los estudiantes reconocieran la necesidad de resolver los problemas de
diferente forma lo cual no era una fortaleza al comienzo del proyecto.

Otro aspecto en el que hubo avance fue en la elaboracion de planes que guiaran el
trabajo, que plantearan un camino que los llevara a la solucion. Después de
interpretar el enunciado, siempre era claro el proposito de plantear una ecuacién y
resolverla. La mayoria de los estudiantes, aunque se notaba en ellos una fuerte
tendencia al uso de los modelos (balanza y diagramas), tambi¢n se observaba en
algunos que intentaban plantear y resolver las ecuaciones sin el uso de esos
modelos.

43.4 Verificacién de las soluciones obtenidas

Como la intencionalidad central del proyecto era la resolucion de problemas
mediante la solucion de ecuaciones, la forma mas generalizada para verificar las
soluciones obtenidas fue la sustitucion de esos valores en la ecuacion planteada
inicialmente y establecer la coherencia enire la solucion obtenida y las
condiciones del problema.

Otra forma de verificar las soluciones que se logré infundir en los estudiantes fue la
contrastacién de sus resultados con los de otros grupos y con la respuesta del libro
cuando ésta existia.
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5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Para este capitulo se tiene en cuenta que ¢l objetivo central de la propuesta consistié en que

los estudiantes, a través del uso de herramientas para la resolucion de problemas ya

trabajadas en otras tematicas de las matematicas y la fisica en el colegio, construyeran y

desarrollaran estrategias de solucién de ecuaciones de primer grado con una incognita en

contextos de problemas. Ademas se buscaba que el estudiante alcanzara distintos niveles

de complejizacion segin el grado escolar, con respecto a.

- La comprension del significado de ecuacién ¢ incognita.

- La argumentacion con Tespecto a los procedimientos desarrollados y las ecuaciones
mismas.

- El manejo del lenguaje simbdlico.

De acuerdo con los resultados obtenido se formulan las siguientes conclusiones y
recomendaciones :

5.1 CONCLUSIONES

1 El desarrollo de este trabajo permitié dar un buen comienzo al estudio de las é&,ﬁm &
ecuaciones ya que ¢! uso de los diferentes modelos (balanza, diagramas y tablero de h«ﬁ)\w“"
fichas) permitié abordar el tema con un enfoque diferente al tradicional. Con el uso { 4,64
de los modelos para resolver ecuaciones lineales, se¢ logro avanzar notoriamente en
los conceptos de variable, igualdad, incognita, ecuacion, propiedades de la igualdad,
términos semejantes, operaciones de suma resta y multiplicacion de expresiones
algebraicas.

2. La resolucién de problemas fue el punto que dio origen al planteamiento de las
ecuaciones, procedimiento que en el método tradicional se realiza al contrario, €s
decir, primero se estudian las ecuaciones y después se desarrollan problemas de
aplicacion; esta estrategia permitié ubicar las ecuaciones dentro de un contexto,
asequible al estudiante e hizo que el mismo estudiante planteara sus propios
problemas y ecuaciones lo que les parecio a los alumnos algo novedoso, y desperto
en ellos un verdadero interés y entusiasmo por la materig.

3. Se logré que los estudiantes avanzaran en el proceso de realizar transferencias entre
diferentes lenguajes como el lenguaje verbal (oral y escrito), el grafico y el
simbélico algebraico. Esto contribuyd en gran parte a que los estudiantes pudieran
interpretar, escribir y solucionar ecuaciones simbolicamente.

4. La realizacion de este proyecto permitié a sus autores consolidarse como un equipo
de trabajo logrando una cualificacién como profesores de matematicas y como
personas puesto que s¢ desarrollo en cierta forma la capacidad de investigacion, de
consulta, de expresion oral y escrita en especial, ya que se logré plasmar por escrito
una experiencia pedagogica en forma sistematizada, como lo es el presente trabajo;
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de igual manera se adquirieron didicticas y herramientas de Ja educacion
matematica para continuar con la ardua tarea de investigacion.

5. Las dificultades que se presentaron con mayor frecuencia en este proyecto fueron:

» La transicion de la aritmética al algebra, puesto que los alumnos cometen
muchos errores en el trabajo con expresiones algebraicas ya que tienden a
generalizar incorrectamente reglas, leyes y operaciones de la aritmética cuando
trabajan en el algebra.

» Dificultades de comprension de lectura en la solucion de problemas.

= En un ambiente tradicional administrativo, es muy dificil realizar proyectos de
investigacion.

5.2 RECOMENDACIONES

A los maestros de matematicas y en general a todas las personas interesadas y con alguna
responsabilidad sobre el tema se recomienda:

-El estadio y la ensefianza de las ecuaciones se debe iniciar desde la primaria usando la
estrategia de resolucién de problemas, presentandolas desde diferentes enfoques y
representaciones.

-Crear espacios de reflexion dentro y fuera de las clases para tratar temas sobre
metodologias aplicadas, rendimiento académico y evaluacion de los estudiantes, con €l fin
de reestructurar, si es necesario, las condiciones que faciliten la construccién del
conocimiento.

-Atender las dificultades y problemas mas frecuentes presentados en el proceso de
ensefianza y aprendizaje de los conceptos matematicos aplicando constantemente
estrategias innovadoras que faciliten dicho proceso.

-Proporcionar y crear estrategias didacticas que desarrollen en los alumnos el habito de
lectura y la capacidad de elaborar escritos que expresen coherentemente el pensamiento.

Promover en los alumnos el espiritu investigativo, la consulta y el analisis y en general
desarrollar las capacidades y la disposicion para resolver problemas.

- Experimentar y divulgar las actividades propuestas €n este trabajo para que se analicen los
alcances, los amplien, los profundicen y los continten.

41



BIBLIOGRAFIA

AGUDELO, C. (2002). Promocién del pensamiento algebraico en primaria. Una
propuesta que cobra sentido de acuerdo con nuestras concepciones sobre el conocimiento
matemdtico. Aula Urbana, 37, 18-19.

BELL, A. W. (1996) Research on learning and teaching. NFER-Nelson. Windsor.
BRANSFORD, J. y STEIN, B. (1986). Solucién IDEAL de problemas. Guia para mejor
pensar, aprender y crear. Barcelona: Editorial Labor.

CARDONA, G. (1999). Mdédulo alternativas metodologicas (documento de trabajo).
Rogota: Universidad del Rosarto.

CARRILLO, J. y CONTRERAS, L:C. (2000). Resolucion de problemas en los albores de
siglo XXI: una vision internacional desde miltiples perspectivas y niveles. Huelva, Espaiia:
Hergué.

DEULOFEU, J. (2002). Resumen comentado del libro “Resolucion de problemas en los
albores de siglo XXI: una vision internacional desde multiples perspectivas y niveles
educativos”. Revista FMA, 7, (1), 117-119.

FRIDMAN, LM: (1995). Metodologia para resolver problemas matemdticas. México:
Grupo Editonal Iberoamérica.

FILLOY, e. (1998). Aspectos tedricos del digebra educativa. Mexico: Grupo Editorial
Iberoameérica.

GARDNER H. (1995) Inteligencias miultiples. Barcelona: Ediciones, Paidos.

GIL, D. y MARTINEZ, . (1991). La ensefianza de las ciencias en la educacién
secundaria. Barcelona: Editorial Horsori.

GRAVEMEIJER, K., COBB, P., BOWERS, J. Y WHITENACK, J. (2000). Symbolizing,
modeling and instructional design. En P. Cobb, E. Yackel y K. McClain (Eds.),
Symbolizing and communicating in mathematics classrooms. Mahwah, NJ: Lawrence
Etlbaum Associates,

JANVIER, C. (1996). Modeling and the initiation inlo algebra. En N. Bednarz, C. Kieran y

L. Lee (Eds), Aproaches to algebra. Perspectives for research and teaching (pp225-236).
Dordrecht: Kluwer Academic publishers.

MASON, J., BURTON, L. y STACEY, K. (1992) .Pensar matemdticamente. Barcelona:
Editorial Labor.

NCTM. (1991). Estandares curriculares. y de evaluacion para la educacion matematica.
Sevilla, Espafia: Sociedad Andaluza de Educacion Matematica.

NUNOKAWA, K. (2000). Heuristic strategics and problem situations. En J. Carnlloy L.C.
Contreras (Eds.), Resolucion de problemas en los albores del siglo XXI: una vision
internacional desde miltiples perspectivas y niveles educativos. Huelva, Espafia: Editorial
Hergué.

42



PRADA, M:D. y MARTINEZ, 1. (1994). Cémo ensefiar el lenguaje algebraico, las
ecuaciones y los sistemas. Cuaderos de matematicas 3. Malaga: Editorial Libreria Agora,
S A

PUIG, L. y CERDAN, F. (1988). Problemas aritméticos escolares.(pp. 183-187). Espaiia:
Editonal Sintesis

SADOVSKY, P. (2001). Cémo enseftar matematicas sin morir en el intento. Awla Urbana,
20,3

SCHOENFELD, A. (1992). Leaming to Think Mathematically: Problem Solving,
Metacognition, and Sense Making in Mathematics. En D. Grouws (Ed.), Handbook of
Research on Mathematics Teaching and Learning. New York: MacMilian Publishing
Company.

SOCAS, M., CAMACHO, M, PALAREA, M. Y HERNANDEZ, I. (1989). Iniciacién al
dlgebra. Madnid: Editonial Sintesis.

TORRES, L., VALOYES,E. Y MALAGON, R. (2002). Situaciones de generalizacion y
uso de modelos en la iniciacion al algebra escolar. Revista EMA, 7 (1}, 227-246.

43



ANEXO
ANEXO
ANEXO
ANEXO
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LISTA DE ANEXOS

Formato y actividades con el modelo de Ia balanza
Actividades de integracidn de los tres modelos
Actividades de reversibilidad

Actividades de resolucion de problemas y solucion de ecuaciones
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I.E.D, CARLOS ARANGO VELEZ - J.T. - PROYECTO DE REspLUle)N DE PROBLEMAS MEDIANTE LA
SOLUCION DE ECUACIONES EN EDUCACION BASICA - IDEP - 2003
Docentes: Luis Fernando Alméciga M. Nivia Yela — German Montezuma

RESUELVA LOS SIGUIENTES PROBLEMAS

1. LAEDAD DE PEDRO MAS 37 ES IGUAL A 58 ANOS. ;QUE EDAD TIENE PEDRO? ,

2. MARCELA VENDIO 35 CALCOMANIAS DE SU COLECCION Y LE QUEDARON 29. 4CUANTAS CALCOMANIAS
TENIA MARCELA? o

EL PESO DE IRENE MAS 38 ES IGUAL A 80 KILOS. ;CUAL ES EL PESO DE IRENE?

4. TENIA CIERTA CANTIDAD DE DINERO EN EL BANCO Y RETIRI! $44800.00. PEDI L SALDOY ME INFORMARON QUE
ESTEESDE $ 128600.00 (CUANTO DINERO TENA ANTES DEL RETIRO? )

5. CUATRO VECES EL NUMERO DE LAPICES QUE TIENE PATRICIA ES IGUAL A 76. (CUANTOS LAPICES TIENE
PATRICIA? :

w

DESARROLLC
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